
GSMAC有限要素法に基づいた

Poissonソルバーの拡張および

軟らかい固体と流体の連成解析

2005年度

橋本　学



i

目 次

第 1章 緒言 1

1.1 本論文の背景 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 有限要素法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 非圧縮性流体のための有限要素法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.4 非圧縮超弾性体のための有限要素法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.5 流体と固体の連成有限要素法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.5.1 連成方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.5.2 時間積分法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.5.3 要素の補間次数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.6 本論文の目的 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.7 本論文の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

第 1章の参考文献 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

第 1章の表および図 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

第 2章 GSMAC有限要素法におけるPoissonソルバーの拡張 16

2.1 第 2章の緒言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2 基礎方程式系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.1 基礎方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.2 境界条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3 数値計算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.1 MAC系解法の時間進行 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.2 Galerkin有限要素法による離散化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3.3 優対角近似法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3.4 速度と圧力の同時緩和法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.4 2次元 cavity内強制対流の解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.4.1 4角形要素のメッシュを用いた解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.4.2 3角形要素のメッシュを用いた解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4.3 4角形要素と 3角形要素の混合メッシュを用いた解析 . . . . . . . . 27



ii

2.5 3次元 cavity内強制対流の解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.5.1 6面体要素のメッシュを用いた解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.5.2 4面体要素のメッシュを用いた解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.6 第 2章の結言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

第 2章の参考文献 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

第 2章の表および図 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

第 3章 非圧縮超弾性体のためのGSMAC有限要素法の構築 56

3.1 第 3章の緒言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2 基礎方程式系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2.1 基礎方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2.2 弾性ポテンシャル関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.2.3 境界条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.3 数値計算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.3.1 Newmark-β 法の考えを導入した時間進行 . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.3.2 Galerkin有限要素法による離散化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.4 静解析の計算方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.5 計算方法の妥当性および高次要素の適用に対する検証 . . . . . . . . . . . . 67

3.5.1 引張変形の 2次元平面ひずみ解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.5.2 せん断変形の 2次元平面ひずみ解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.5.3 引張変形の 3次元解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.5.4 せん断変形の 3次元解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.5.5 結果の検討 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.6 硬化特性の導入に対する検証 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.7 特異性に対する要素の比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.8 第 3章の結言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

第 3章の参考文献 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

第 3章の表および図 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

第 4章 GSMAC-ALE有限要素法に基づいた流体固体連成解析 102

4.1 第 4章の緒言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.2 基礎方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.2.1 非圧縮Newton流体の基礎方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.2.2 Hooke弾性体の基礎方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.2.3 非圧縮超弾性体の基礎方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105



iii

4.3 数値計算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

4.3.1 非圧縮Newton流体のGSMAC-ALE有限要素法離散化式 . . . . . . 106

4.3.2 Hooke弾性体の有限要素法離散化式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

4.3.3 非圧縮超弾性体のGSMAC有限要素法離散化 . . . . . . . . . . . . 112

4.3.4 流体と固体の連成系の離散化式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.3.5 流体と固体の連成解析アルゴリズム . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

4.3.6 提案する連成計算方法の適用範囲 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

4.4 弾性板の 2次元渦励振問題 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

4.4.1 本解析の問題設定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4.4.2 弾性板がHooke弾性体の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

4.4.3 弾性板が非圧縮超弾性体の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

4.5 第 4章の結言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

第 4章の参考文献 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

第 4章の表および図 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

第 5章 結言 141

謝辞 143

公刊論文および口頭発表目録 144



第 1章 緒言 2

らかい組織は流体力によって非常に変形しやすく，流体との相互作用は非常に大きい．

流体と固体の相互作用が大きい連成解析では，流体固体界面の位置は大きく変化するた

めに，精度の良い界面の追跡・捕獲方法が必要となる．さらに，流体系と固体系を支配す

る方程式の非線形性を扱う必要がある．支配方程式中において，流体の対流による運動の

非線形性以外に，固体の大変形に伴う幾何学的な非線形性が現れる．ゴムなどの高分子材

料や生体内の軟組織は応力とひずみの関係が非線形であり，変形による体積変化がほとん

どない非圧縮超弾性体としてモデル化される．したがって，流体と非圧縮超弾性体の連成

解析には，固体の材料的な非線形性や流体と固体双方に非圧縮性の拘束条件を扱う必要も

ある．それ故に，多くの計算機記憶容量・計算時間を要する扱いにくい問題となる．

1.2 有限要素法

ある物体をその構成原子・分子の大きさより巨視的に扱う場合には，その物体は物質点

という仮想的な連続体粒子の集合であると考えることができる．連続体の力学は，流体力

学と固体・構造力学を中心に熱力学，電磁気学，材料力学など広範囲の学問を包括してい

るために，今日のあらゆる学問において重要である (1.5)(1.6)．multi-physicsを連続体のレ

ベルで解析するためには，それぞれの場を支配する偏微分方程式を複雑な境界条件を与え

て連立して解く必要がある．

場を支配する微分方程式の境界値問題に対する近似解法として一般的に利用される離散

化手法が，有限要素法 (Finite Element Method)である．有限要素法は，1950年代にボー

イング社の研究者によって初めて航空機の設計に用いられた．固体・構造解析の分野で発

展していき，現在では熱流体解析，電磁場解析などの幅広い工学の分野で使われている．

有限要素法が有する主な特徴を以下に挙げる．

• 非構造のメッシュに適用できるので，工学上現れる複雑な形状を有する領域を解析

対象として扱うことができる．

• 様々な境界条件を取り組むことが差分法 (Finite Difference Method)，有限体積法

(Finite Volume Method)などの他の離散化手法より容易である．

• そのアルゴリズムの性質から，一般的な目的のソフトウェアを構築することができ

る．それ故に，汎用有限要素法ソフトは現在多く存在する．

• 関数解析に基づいた有限要素法の数学的理論 (1.7) が発展しているので，解の収束性

や精度について差分法，有限体積法などの他の離散化手法より数学的に議論するこ

とができる．
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有限要素法では，重み関数と物理量の補間関数に同一の形状関数を用いる Galerkin有

限要素法がよく用いられる．その研究例が多く報告されているために，特徴が知られてい

るGalerkin有限要素法を本研究でも用いる．

1.3 非圧縮性流体のための有限要素法

非圧縮性物質の解析では，非圧縮条件から求めた拘束条件と運動方程式を連立して解く

必要がある．非圧縮性流体の解析では，非圧縮条件を連続の式に代入することで速度の発

散が零という条件を導出し，これを流れの非圧縮拘束条件とする．非圧縮性流体の非定常

解析では，速度と圧力の分離型の有限要素法がよく用いられる．分離型の有限要素法で

は，運動方程式を時間についてのみ離散化した半離散化式から非圧縮拘束条件を利用して，

分離式を導出する．このとき，分離式中に圧力の Poisson方程式 (1.8) または修正速度ポ

テンシャルの Poisson方程式 (1.9) が導入される．この Poisson方程式を陰的に解くことに

よって，非圧縮拘束条件を満足する速度場と圧力場を得ることができる．分離型の有限要

素法は，非圧縮性流体の差分法で発展してきたMAC法 (Marker And Cell method)(1.10)，

SMAC法 (Simplified MAC method)(1.11) に代表されるMAC系解法を有限要素法に拡張

したものである．各時刻において非圧縮拘束条件がある程度の精度で満足されると，MAC

系解法の特徴であるサイクル誤差自己調整の原理 (1.12) により，時間進行に伴い誤差が累

積することはない．また，離散化Poisson方程式の係数行列の大きさは後述する Lagrange

未定乗数法やペナルティ法のような非分離型の有限要素法で解くべき全体係数行列に比べ

て小さいので，非分離型より計算機記憶容量が少ない．さらに，離散化 Poisson方程式の

全体係数行列は正定値かつ対称であるために，解くべき連立一次方程式も扱いやすい．実

現象を対象とする大規模な計算では，この離散化 Poisson方程式の行列計算において膨大

な計算機記憶容量と計算時間が必要となる．

GSMAC有限要素法 (Generalized-Simplified MAC-FEM) (1.13)(1.14) は，差分法の HS

MAC法 (Highly Simplified MAC method) (1.15)を拡張した速度と圧力の分離型の有限要

素法である．離散化Poisson方程式の計算は ICCG(Incomplete Cholesky Conjugate Gra-

dient)法などの対称行列ソルバーを用いて解く場合が多い (1.16)．それに対して，GSMAC

有限要素法では，その全体係数行列は優対角近似され，速度と圧力の同時緩和法 (1.14) が

用いられる．これによって，全体係数行列の非対角成分を作成する手順を省くことができ，

速度場が連続の式を満足しているかを反復計算の収束判定として用いることができる．ま

た，係数行列の計算では，要素係数行列を要素形状に依存する部分と要素形状に依存しな

い部分に分解する係数行列の解析的表示 (1.14) が用いられる．要素係数行列自身を記憶せ

ずに，要素形状に依存しない部分のみを記憶し，要素形状に依存する部分は毎時間ステッ

プで計算を行う．これにより，Gaussの数値積分を用いた場合より計算時間を短縮でき，
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第1章 緒言

1.1 本論文の背景

互いに異なる系と系が相互作用することを連成といい，流体の速度場，固体の変位場，

温度場，電磁場など様々な系が混在する連成現象をmulti-physicsという．近年の急速な

計算機の発展に伴い，multi-physicsを数値計算によって解析しようとする試みが大学，企

業，研究機関などでなされている (1.1)～(1.3)．multi-physicsのうちで，流体と固体の連成

現象は，機械工学，航空宇宙工学，土木工学，バイオエンジニアリングの分野で多く存在

し，重要視されている．流体の流れは固体を変形させる一方で，固体の変形は流体の流れ

に影響を及ばすので，この現象は非常に複雑である．例えば，流れ場中に固体が置かれて

いる場合には，固体表面の剥離点から渦が放出される．このとき，固体は抗力によって流

れ方向に振動し，揚力によって流れと垂直方向に振動する．これは渦励振と呼ばれる．

構造物の設計では，空気力によって生ずる航空機の翼や橋梁などの構造物の振動が重要

となる．これらの構造物は，Young率が大きい金属などの材料で構成されている．金属の

Young率は 10GPa以上で剛性が比較的大きいために，その変形は小さく，振動数は大き

い．フラッターと呼ばれる激しい振動が生じると，構造物の破壊につながるために，その

抑制方法が研究されている．1940年のタコマ橋の風による落橋や 1995年の高速炉「もん

じゅ」内の温度計のナトリウム流による破損の原因解明なども研究され，様々な知見が得

られている (1.1)(1.4)．

一方，Young率が小さいような軟らかい固体と流体の連成現象も存在する．ゴムなどの

高分子材料のYoung率は 0.1～10MPa程度であり，剛性が比較的小さい．そのために，流

体力が作用すると，このような固体は大きく変形し，振動数が小さい振動をする．固体の

変形が大きくなるに伴って，流体と固体の相互作用も大きくなる．工業製品では，ゴムな

どの高分子材料を利用した軟らかい部品が多く用いられ，重要な役割を果たしている．例

えば，自動車の部品としては，タイヤ，ホース，シール材などが挙げられる．このような

部品と流体の連成現象として，タイヤのハイドロプレーニング，ホース内部の液体の非定

常流などが存在する．また，生体工学の分野では，生体壁と流体の連成現象が研究されて

いる．そのような研究は，体内を自由に移動して治療を行うマイクロマシンの開発，動脈

硬化・動脈瘤などの病的な原因の解明，新しい手術方法の確立などにつながると考えられ

ている．生体壁は軟組織であるものが多く，血管壁，心臓弁や心臓壁，眼球網膜などの軟
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記憶容量を低減できる．上述の特徴から，他の分離型の有限要素法と比べて，GSMAC有

限要素法は複雑形状を有する非圧縮流れ解析の低容量・高速計算に適した方法の 1つであ

ると考えられる．しかし，従来のGSMAC有限要素法におけるPoissonソルバーでは，用

いる要素の種類が制限されるという欠点がある．2次元解析では 4角形要素のみが用いら

れ，3次元解析では 6面体要素のみが用いられる．また，速度に 1次，圧力に要素内一定

の補間関数が用いられる．このように，要素の種類が制限される理由は，離散化 Poisson

方程式を優対角近似する時に，要素形状として 4角形または 6面体を仮定し，圧力の補間

関数が要素内一定であることを仮定するからである．

GSMAC有限要素法の国内最初の研究は，1985年の棚橋らによる研究である (1.12)．こ

の研究では，内部流の計算例として 2次元 cavity内の流れ，外部流の計算例として 2次元

円柱周りの流れが解析されている．その後，上流化手法を導入したGSMAC有限要素法の

構築や移動境界問題，電磁熱流体問題，非Newton流体問題への応用などが行われている

(1.17)～(1.20)．木倉らは，GSMAC有限要素法にALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian)法

を導入することで，移動境界問題を追跡可能なGSMAC-ALE有限要素法を構築し，2次元

タンク内に存在する液体の sloshing解析を行っている (1.21)．木倉らが構築したGSMAC-

ALE有限要素法やその他の速度と圧力の分離型解法にALE法を導入する場合に，固体・

構造の動解析で用いられるような高精度な時間積分法を使用している研究例はほとんどな

い．そのため，振動問題において時間刻み幅を大きくした場合に時間精度が悪くなる欠点

がある．藤枝らは流体とHooke弾性体を弱連成させて，Kármán渦の放出によって生じる

弾性円柱の渦励振を解析し，ロックイン現象を捉えている (1.22)．しかし，藤枝らが用いた

計算方法では，弾性体の微小変形を仮定しているために，固体が大きく変形するような問

題を扱うことができない．

1.4 非圧縮超弾性体のための有限要素法

変形やひずみの成分によって微分されることにより，共役な応力成分を生じるような弾

性ポテンシャル関数が存在する物質を超弾性体という (1.23)．ゴムなどの複雑な鎖状分子構

造を有する高分子材料は，非圧縮超弾性体としてモデル化される．非圧縮超弾性体は，構

成方程式において高次ひずみの項が存在するために，応力とひずみの間に非線形な関係が

ある固体である．近年，免震構造物の積層ゴムやパソコンのキーボードなどの設計には，

非圧縮超弾性体が使用されている．また，生体内の力学挙動の解析が近年盛んに行われて

いる．生体内の固体は軟組織を形成するものが多く，血管壁，心臓壁，眼球網膜など非圧

縮超弾性体とみなせるものも多い (1.24)～(1.26)．非圧縮超弾性体の解析では，材料的な非線

形性のみでなく，大変形による幾何学的な非線形性も扱う必要がある．さらに，接触変形

を扱う場合には，現象はより複雑になる．
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非圧縮超弾性体の解析では，非圧縮条件を密度の式に代入することで変形こう配の第 3

不変量が 1であるという条件を導出し，これを変形の非圧縮拘束条件とする．非圧縮超

弾性体の有限要素法解析では，この非圧縮拘束条件と運動方程式の連立方程式を直接的

に解いて，変位と圧力の近似解を求める．このような有限要素法として，ANSYS(1.27)，

ABAQUS，ADINA(1.28)など汎用解析ソフトにも導入されている Lagrange未定乗数法や

ペナルティ法が挙げられる．Larange未定乗数法では圧力を非圧縮拘束条件に対する未定

乗数として扱うのに対して，ペナルティ法では微小な圧縮性を表すペナルティ係数を導入

することで運動方程式における圧力項を消去する．これらの有限要素法では，非圧縮拘束

条件と運動方程式を同時に解くために，解くべき全体係数行列に多くの計算機記憶容量が

必要となる．また，未知量である変位と圧力に同じ次数の補間関数を用いると，非圧縮拘

束条件を満足する解が得られないことも挙げられる．このことは，線形問題に限り inf-sup

条件を用いて証明される．その問題点を解決するためには，変位の補間関数の次数より圧

力の補間関数の次数を下げて，未知量の配置を工夫する必要がある．また，Larange未定

乗数法の問題点として，離散化式の行列計算において直接法以外の方法を用いにくいこと

が挙げられる．その理由は，非圧縮拘束条件に圧力項が現れないために，解くべき離散化

式における全体係数行列の対角項に零が含まれるからである．

非圧縮超弾性体の有限要素法解析の初期研究として，1971年のOdenらの研究 (1.29) が

挙げられる．Odenらは円孔のあるエラストマー板を水平に引き伸ばし，得られた近似解が

Segalらの実験結果と良好に一致することを示している．その後，Duffettらは Lagrange

未定乗数法を用いた研究を行っている (1.30)．Sussmanらは，線形弾性体，非圧縮超弾性

体，弾塑性体の変形を統一的に扱うことができるペナルティ法である u/p formulationを

提案し，その有効性を示している (1.31)．山田らは，Lagrange未定乗数法の定式化と用い

る要素の種類による変形能力の違いについて検証している (1.32)．渡辺らは，ゴムのねじり

によって生じる kinking現象を Lagrange未定乗数法とペナルティ法で解析し，前者の計

算時間の効率性を示している (1.33)．さらに，渡辺らは Lagrange未定乗数法とペナルティ

法で数種類の要素を用いた非圧縮超弾性体の大変形問題を解析し，それらの要素の特徴を

議論している (1.34)．Bonetらは，空気が非圧縮超弾性体シェル構造内部に存在する場合に

シェル構造に荷重を加えてその変形を解析している (1.35)．ただし，Bonetらの研究では空

気は理想気体であり，その圧力変化はBoyleの法則に従うと仮定している．孫らは，眼球

網膜手術のシミュレーションとして，眼球網膜を非圧縮超弾性体，眼球内部の液体を静止

流体と仮定した解析を行っている (1.26)．ただし，孫らの研究では静止流体の圧力を体積

弾性率の定義式から簡易に計算している．松田らは従来用いられてきた total Lagrange法

ではなく，updated Lagrange法により非圧縮超弾性体の変形を解析している (1.36)．ただ

し，これらの研究は全て静解析である．
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1.5 流体と固体の連成有限要素法

1.5.1 連成方法

流体と固体の連成方法としては，強連成 (direct, strong, monolithic, or simultaneous

coupling)と弱連成 (iterative, weak, segregated or partitioned coupling)に分けられる．

現在では，対象とする問題に応じて，強連成と弱連成は使い分けがなされている．

強連成では，流体と固体は陰的に離散化される．流体と固体の系を支配する非線形方程

式はそれぞれ線形化され，流体固体界面での連続条件と平衡条件が成り立つように 1つの

連成した系としてNewton-Raphson法などで解かれる．強連成は強健な性質を有している

ために，流体と固体が大きく相互作用する問題で非常に有効である．しかし，連成した系

の連立 1次方程式における行列が大きくなるために，計算機記憶容量が膨大になり，大規

模計算が難しい．国外ではBatheのグループの研究が有名である．例えば，コラプシブル

チューブ内の圧力伝達，燃料ポンプの弁の移動などがRugonyiらによって 2次元解析され

ている (1.37)．また，国内では久田のグループの研究が有名である．例えば，血液と人工心

臓内のダイアフラムの相互作用が張らによって 3次元解析されている (1.38)．また，非圧縮

超弾性体とモデル化された心臓左心室を流れる血流の 3次元解析が渡辺らによって行われ

ている (1.25)．

弱連成では，流体の流れ場を固体と独立に計算する．得られた流れ場の結果を用いて界

面の境界条件を更新し，固体の変位場を流体と独立に計算する．得られた固体の変位場の

結果を用いて界面の境界条件を更新し，再び流体の流れ場を固体と独立に計算する．そし

て，両方の系が界面での平衡条件を近似的に満足するまでこの計算を繰り返す．既存の流

体の有限要素法コードと固体の有限要素法コードをそれぞれ用いることができるので，新

しい有限要素法コードを作成する必要がないことが大きな利点である．強連成法のように，

計算機記憶容量を必要とせずに大規模な計算を行うのに向いている．しかし，流体と固体

の相互作用が大きい問題では反復計算による収束性が悪いことが知られている．弱連成に

よる研究例は多い．例えば，Heilらは静止したコラプシブルチューブ内の定常 Stokes流

を解析している (1.39)．張らは，Newton-Raphson法の反復中に流体と固体の線形化され

た式を独立に解く修正弱連成法を提案し，空中に吊るされた膜のはためき問題を対象に強

連成法との比較を行っている (1.40)．

流体と固体の連成解析が可能な汎用解析ソフトとして，ANSYSやADINAなどが挙げ

られる．ANSYSでは弱連成が採用されていて，ADINAでは問題に応じて強連成と弱連

成が選ぶことができる．ADINAを用いた研究例として，Tangらによる非圧縮超弾性体と

モデル化した動脈内の血流解析が挙げられる (1.24)．
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1.5.2 時間積分法

流体と固体の連成解析において，時間積分に陰的な解法がよく用いられている．次の時

刻の流体系の離散化式と固体系の離散化式を評価すると，計算の安定性が良くなる．また，

時間刻み幅を大きく設定でき，弾性体の高次の振動数モードを減衰できる．このような計

算方法の研究として，前述した Batheらの方法 (1.37) や久田らの方法 (1.38) による強連成

解析を挙げることができる．流体系の行列と固体系の行列の処理が必要となり，ある程度

の計算機負荷が必要となる．

弾性体の高振動数を扱う問題には時間刻み幅の制約が厳しくなるが，ゴムなどのような

軟らかい固体の低振動数の問題には，計算機負荷を軽減するために陽的な解法を利用する

ことができる．このような計算方法の研究として，石原による既存コードの再利用性に着

目した方法 (1.41)を挙げることができる．石原の方法では，流体解析に速度と圧力の分離型

の有限要素法を利用しているので，解くべき連立一次方程式は流体の圧力に関するPoisson

方程式のみである．陽的な反復計算を繰り返すことによって，次の時刻の流体と固体の連

成系の離散化式を満足するような強連成アルゴリズムとなっている．

1.5.3 要素の補間次数

強連成では，流体固体界面での適合条件を満足する必要がある．固体では変形形状が曲

面を表すことが可能な点や曲げ変形における shear lockingの回避の点から変位に高次の

要素を用いることが多い．固体変位に高次要素を用いる場合には，流速にも高次要素を用

いる必要がある．Ghattasらは空気と Hooke弾性体を強連成させて，空気の定常流によ

る静止弾性円筒の形状の変化を計算している (1.42)(1.43)．この解析では，固体変位に 2次

要素を用い，流速と圧力にそれぞれ 2次要素と 1次要素を用いている．非圧縮性流体の非

定常解析では，速度に 1次の補間関数をよく用いる．そのために，強連成による動解析に

おいて，固体変位に高次の要素を用いる場合には，流速に高次要素を用いる必要がある．

Kayser-Heroldらは，Least-Squares有限要素法を用いて，流体と固体に高次要素を導入し

た強連成法を提案している (1.44)．全体の係数行列が対称になることは，Least-Squares有

限要素法の大きな利点である．しかし，この研究では定式化の困難さのために固体の幾何

学的な非線形性が導入されていない．

1.6 本論文の目的

前述した背景から，本研究で重要な点は 3つ考えられる．1つ目は，軟らかい固体の固

有振動数は小さいことである．そのため，流体と軟らかい固体の強連成解析には，計算機
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負荷を軽減することが可能である陽的な解法を用いることが可能である．計算の安定性を

良くするために，次の時刻において強連成となるように陽的な反復計算を導入する必要が

ある．2つ目は，強連成における流速と固体変位への高次要素の適用である．これにより，

強連成において固体変位の精度を向上させることが可能となる．そこで，非圧縮性流体解

析に高次要素を適用可能なように拡張された，分離型の有限要素法の Poissonソルバーを

構築する必要がある．3つ目は，低容量・高速計算に適した非圧縮超弾性体の動解析方法

である．そこで，非圧縮超弾性体解析の非圧縮拘束条件である「変形こう配の第 3不変量

が 1であること」と流体解析の非圧縮拘束条件である「速度の発散が零であること」の等

価性を考慮して，非圧縮性流体解析で用いられる速度と圧力の分離型の有限要素法を非圧

縮超弾性体解析へ利用する．非圧縮超弾性解析に非圧縮性流体解析で用いられる分離型の

有限要素法が用いられた研究は見られない．

本研究では，低容量・高速計算に適した流体の分離型の有限要素法の 1つであるGSMAC

有限要素法に基づいて，流体と軟らかい固体との連成解析が可能な計算機負荷の小さい計

算方法を提案して，その有効性に対する検証を行うことが目的である．流体解析と固体・

構造解析は別々の分野として発展してきたために，計算方法に異なる点が多い．現在用い

られる解析方法や汎用ソフトは，固体・構造解析の視点から解かれているものが多く，流

体解析で用いられてきた計算方法を取り入れているものは少ない．

1.7 本論文の構成

第 2章では，新しい優対角近似法と同時緩和法を提案して，要素の種類に制限されない

GSMAC有限要素法のPoissonソルバーを提案する．様々な要素の種類を用いた cavity内

強制対流の解析において，その検証を行う．分離型の有限要素法に高次要素を用いる場合

に，収束性の良い速度と圧力の補間関数の組み合わせを見つける．第 3章では，非圧縮超

弾性体の分離型の有限要素法を構築する．非圧縮超弾性体解析で分離型の有限要素法を用

いることができれば，従来用いられてきた混合型有限要素法より計算負荷を小さくできる．

流体解析で用いられる分離型を固体解析に適用するためには，Euler表示の基礎方程式に

Lagrange法を導入し，振動問題を高精度に解析できるNewmark-β法を導入することが重

要となる．この 2つの考えを考慮した非圧縮超弾性体のGSMAC有限要素法を用いて，ひ

ずみが大きい引張変形やせん断変形が十分に解析でき，特異性を持つブロックの押し込み

変形から要素の種類による精度の違いを調べる．第 4章では，GSMAC-ALE有限要素法

に基づいた流体と固体の連成計算方法を提案する．流体と固体の相互作用が大きい場合に

用いられる従来の強連成法は陰的な解法であるために，次の時刻の流体と固体の連成系全

体の行列計算に対して計算機の負荷が大きい．しかし，本研究で提案する方法は，次の時

刻の流体と固体の連成系の離散化式を陽的な反復計算で評価するために，計算機の負荷を
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小さくできる．剛体に付属した弾性板の渦励振問題を解析することによって，この計算方

法を検証する．弾性板がHooke弾性体の場合の計算結果を他者の結果と比較し，計算方法

の有効性を検討する．また，弾性板が非圧縮超弾性体の場合の計算でも，本研究で提案し

た連成方法が有効であることが示される．第 5章は，本論文の結言である．本研究で得ら

れた知見をまとめると共に，今後の課題について言及する．本研究の構成を図 1.1に示す．
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第1章の表および図

図 1.1 本研究の構成
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Fig.1.1 The composition of the present study
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第2章 GSMAC有限要素法における

Poissonソルバーの拡張

2.1 第2章の緒言

非圧縮性流体の定常解析では，Lagrange未定乗数法やペナルティ法で解く場合が多く，

速度と圧力の補間関数の組み合わせが多くの研究者によって研究されている．これは，線

形解析における inf-sup条件 (2.1) によって圧力の次数を速度の次数より下げる必要がある

ことが知られているからである．一方，非圧縮性流体の非定常解析では，差分法のMAC

(Marker and Cell) 系解法 (2.2)(2.3) から発展した速度と圧力の分離型の有限要素法がよく

用いられる．分離型の有限要素法において陰的に解く必要があるのは，圧力または修正速

度ポテンシャルの離散化 Poisson方程式のみである．それ故に，速度と補間関数と圧力の

補間関数を用いて得られる Poisson方程式の離散化精度が重要となる．4角形要素や 6面

体要素が用いられる場合には，速度の補間関数を 1次，圧力の補間関数を要素内一定にす

る．3角形要素や 4面体要素が用いられる場合には，圧力の補間関数を要素内一定にする

と，Poisson方程式の離散化に対する精度が非常に悪くなる．そこで，速度の補間関数と

圧力の補間関数を 1次にして，圧力の安定化項を加えるなどの工夫を行う必要がある．プ

ログラムが煩雑になる点も理由の 1つであると考えられるが，分離型の有限要素法にその

他の要素を適用した研究例はほとんどなく，分離型の有限要素法に適した速度と圧力の補

間関数の組み合わせは調べられていない．

速度に高次の補間関数を用いれば，流体解析で重要となる高 Reynolds数の場合におけ

る対流項の計算の精度を向上させることができる．鄭らの研究では，rotating cone問題に

おいて 4角形の 1次要素を使用した場合と 4角形の 2次要素を使用した場合について移流

方程式の解の精度が比較されている (2.4)．その結果として，解析領域内の節点数が少なく

ても，4角形の 2次要素の方が精度が良いことが示されている．また，1次要素が同程度

の精度を得るには，2次要素より計算機記憶容量と計算時間が多く必要であることも確認

することができる．このことは，3角形要素でも同様に評価できる．様々な工学の分野で

現れる流体と固体の相互作用が強い連成解析では，精度向上のために固体変位に高次の補

間関数を用いる場合には流速にも高次の補間関数を用いる必要がある (2.7)．しかし，非圧

縮性流体解析では，速度の補間関数を高次にすると圧力の補間関数を考える必要がある．
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そのために，速度と圧力の分離型の有限要素法に適した速度と圧力の補間関数の組み合わ

せを調べることは重要であると考えられる．

GSMAC有限要素法 (Generalized-Simplified MAC-FEM) (2.5)は，差分法のHSMAC法

(Highly Simplified MAC method) (2.6) を拡張した速度と圧力の分離型の有限要素法であ

る．分離型の有限要素法のホットスポットである離散化 Poisson方程式の計算において，

その全体係数行列は優対角近似され，速度と圧力の同時緩和法 (2.5)が用いられる．これに

よって，全体係数行列の非対角成分を作成する手順を省くことができ，速度場が連続の式

を満足しているかを収束判定として用いることができる．しかし，GSMAC有限要素法に

おける Poissonソルバーでは，用いる要素の種類が制限されるという欠点がある．2次元

解析では 4角形要素のみが用いられ，3次元解析では 6面体要素のみが用いられる．また，

速度に 1次，圧力に要素内一定の補間関数が用いられる．GSMAC有限要素法では，圧力

の補間関数が要素内一定であるという仮定からPoisson方程式に対する重み関数を 1とし，

Gaussの発散定理より 2階微分を 1階微分へ変更する．そして，要素形状が 4角形または

6面体であるという仮定から修正速度ポテンシャルの法線方向微分の境界積分を要素重心

に評価された圧力修正量と要素境界を用いて評価する．このような離散化 Poisson方程式

の優対角近似方法のために，要素の種類は制限される．

本研究では，低容量・高速計算に適した分離型有限要素法の 1つであるGSMAC有限要

素法に数種類の要素を適用できるように，Poissonソルバーを拡張することを目的とする．

従来のGSMAC有限要素法の計算速度をできるだけ損なわず，離散化Poisson方程式にお

ける全体係数行列の非対角成分を作成する手順を経由しないソルバーを構築する．このと

き，要素の形状と補間関数の次数を仮定せずに，離散化 Poisson方程式を優対角近似する

方法を提案し，圧力の節点が有する衛星要素を意識することによって圧力の節点に対する

速度と圧力の同時緩和法を提案する．要素形状を仮定しないことで，複雑形状周りの流れ

場解析における要素生成が容易な 3角形要素または 4面体要素を用いた GSMAC有限要

素法を構築できる．補間関数の次数を仮定しないことで，速度と圧力の同時緩和反復の収

束性が良い補間関数の組み合わせを見つけることができれば，高次要素を用いることによ

る計算時間の増加を少なくすることが可能になり，3角形要素と 4角形要素のような混合

メッシュを用いて計算することも可能になる．また，係数行列の解析的表示を用いること

で，高次の補間関数を用いた場合でも要素係数行列全体を記憶した場合より記憶容量を少

なくする．提案する計算方法の検証として，Reynolds数 5000の 2次元 cavity内強制対流

とReynolds数 1000の 3次元 cavity内強制対流を扱い，様々な種類の要素について精度，

記憶容量，計算速度，同時緩和反復回数の評価を行う．
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2.2 基礎方程式系

2.2.1 基礎方程式

非圧縮Newton流体の基礎方程式を以下に示す．

(連続の式)

∇ · v = 0 (2.1a)

(Cauchyの運動方程式)

ρ
∂v

∂t
+ ρv ·∇v = ∇ · T + ρb (2.1b)

(非圧縮Newton流体の構成方程式)

T = −pI + 2µD (2.1c)

(変形速度-速度こう配関係式)

D =
1

2
(∇v + v←−∇ ) (2.1d)

ただし，∇は空間座標のナブラ，vは速度，ρは密度，∂/∂tは空間時間微分，T はCauchy

応力テンソル，bは単位質量当たりの体積力，pは圧力，Iは恒等テンソル，µは粘性係数，

Dは変形速度テンソルである．本研究では，上述の基礎方程式を以下のように書き直す．

(連続の式)

∇ · v = 0 (2.2a)

(運動方程式)

ρ
∂v

∂t
+ ρv ·∇v = −∇p+∇ · τ + ρb (2.2b)

(粘性応力-速度こう配関係式)

τ = µ(∇v + v←−∇ ) (2.2c)

2.2.2 境界条件

基礎方程式の定義域となる領域をΩ，その境界を ∂Ω = Γとする．基礎方程式を解くた

めに，以下のような境界条件が与えられる．

(基本境界条件)

v = v on Γ1 (2.3a)
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(自然境界条件)

t = n · T
= t on Γ2 (2.3b)

ただし，tは真応力ベクトルであり，nは領域の外向き単位法線ベクトルであり，Γ1と Γ2

の間には

Γ1 ∪ Γ2 = Γ and Γ1 ∩ Γ2 = φ (2.4)

のような関係がある．

2.3 数値計算法

基礎方程式をGSMAC有限要素法によって離散化する．時間に関しては，MAC系解法

の時間進行に従って離散化する．また，空間に関しては，Galerkin有限要素法により離散

化する．時間と空間に関して離散化した後に，離散化 Poisson方程式を優対角近似する．

2.3.1 MAC系解法の時間進行

基礎方程式において速度を陽的に圧力を陰的に時間的に離散化すると，以下に示す半離

散化式が得られる．

∇ · vn+1 = 0 (2.5a)

ρ
vn+1 − vn

∆t
= −ρvn ·∇vn + ρ∇ ·

½³∆t
2
vnvn

´
·∇vn

¾
−∇pn+1 +∇ · τn + ρbn (2.5b)

τn = µ(∇vn + vn←−∇ ) (2.5c)

ただし，右辺第 2項は BTD(Balancing Tensor Diffusivity)項 (2.8) であり，1次の陽的な

時間進行をする有限要素法で生じる数値振動を抑制する効果がある．さらに，次の時刻の

非圧縮拘束条件式(2.5a) を用いて，式(2.5b)と式(2.5c)を以下のように分離する．

(予測子ステップの式)

ρ
ev − vn
∆t

= −ρvn ·∇vn + ρ∇ ·
½³∆t

2
vnvn

´
·∇vn

¾
−∇pn +∇ · τn + ρbn (2.6a)

(Poisson方程式)

∇2φp = ρ∇ · ev (2.6b)
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(修正子ステップの式)

ρvn+1 = ρev −∇φp (2.6c)

pn+1 = pn +
φp
∆t

(2.6d)

ただし，φp は修正速度ポテンシャルである．

2.3.2 Galerkin有限要素法による離散化

有限要素をΩe (1 ≤ e ≤ nE)として，要素境界を Γe = ∂Ωe (1 ≤ e ≤ nE)とする．速度

vは形状関数Ni (1 ≤ i ≤ nN )で補間され，圧力 pは形状関数Np
l (1 ≤ l ≤ npN )で補間さ

れる．

(速度の補間関数)

v = Nivi (2.7a)

(圧力の補間関数)

p = Np
l pl (2.7b)

単位質量当たりの体積力 bは，速度と同じ形状関数によって補間される．各要素において，

節点 iが局所節点 αに対応し，節点 lが局所節点 aに対応する．

(速度の補間関数)

v = Nαvα in Ωe (2.8a)

(圧力の補間関数)

p = Np
apa in Ωe (2.8b)

Galerkin有限要素法で離散化すると，以下に示されるような各要素に対する有限要素法離

散化式が得られる．

(予測子ステップの式)

ρMαβ

evβ − vnβ
∆t

= −ρhvine ·Aαβv
n
β − ρ

∆t

2
hvine hvine :Dαβv

n
β

+Cαbp
n
b − µ

©
(trDαβ)I + (Dαβ)

T
ª · vnβ + ρMαβb

n
β

+ρ

I
Γe

Nαn ·
³∆t
2
vnvn

´
·∇vndΓ+

I
Γe

Nαt
ndΓ (2.9a)

(Poisson方程式)

Cβa · h∇φpiβ = ρCβa · evβ (2.9b)
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h∇φpiα = −

nEX
e=1

(Cαbφpb)

nEX
e0=1

Z
Ωe0
NαdΩ

(2.9c)

(修正子ステップの式)

ρMαβv
n+1
β = ρMαβevβ +Cαbφpb −

I
Γe

Nα(φpn)dΓ (2.9d)

pn+1a = pna +
φpa
∆t

(2.9e)

ただし，係数行列は

(質量行列)

Mαβ =

Z
Ωe

NαNβdΩ (2.10a)

(移流行列)

Aαβ =

Z
Ωe

Nα∇NβdΩ (2.10b)

(こう配行列)

Cαb =

Z
Ωe

(∇Nα)N
p
b dΩ (2.10c)

(拡散行列)

Dαβ =

Z
Ωe

∇Nα∇NβdΩ (2.10d)

で表され，Mαβ は質量の集中化

ρMαβ =

ρ
R
Ωe
NαdΩ for α = β

0 for α 6= β
(2.11)

から得られる集中質量行列である．また，hvie は

hvie = 1

Ωe

³Z
Ωe

NαdΩ
´
vα (2.12)

より求まる速度の要素平均値である．
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2.3.3 優対角近似法

式(2.9c)を式(2.9b)に代入して，全要素についての和を考えると，離散化Poisson方程式

−
nEX
e=1

·
Cβa ·

n nEX
e0=1

(Cβcφpc)
. nEX
e00=1

Z
Ωe00

NβdΩ
o¸
=

nEX
e=1

(ρCβa · evβ) (2.13)

を得る．式(2.13)の左辺において φpl の係数に着目すると，優対角近似における Poisson

方程式の対角成分の係数 λl は
nEX
e=1

½
Cβa ·

³ nEX
e0=1

Cβa

. nEX
e00=1

Z
Ωe00

NβdΩ
´¾

=
³ nEX
e=1

Z
Ωe

Np
adΩ

´
λl (a: no sum) (2.14)

より求まる．速度の形状関数Ni が 1次関数，圧力の形状関数Np
l が要素内一定の関数の

場合には，従来のGSMAC有限要素法の係数 λl
(2.5) とは一致せず，中山らが剛体着水現

象の有限要素法解析で用いた係数 λl
(2.9) に一致する．

2.3.4 速度と圧力の同時緩和法

優対角近似より速度と圧力の同時緩和法を適用すると，各要素に対する Poisson方程式

と修正子ステップの式は以下に示されるように書き直される．

(Poisson方程式)

−
³Z

Ωe

Np
adΩ

´
λaeφ(k)pa = ρCβa · ev(k)β (a: no sum) (2.15a)

(修正子ステップの式)

ρMαβev(k+1)β = ρMαβev(k)β +Cαb
eφ(k)pb − I

Γe

Nα(eφ(k)p n)dΓ (2.15b)

ep(k+1)a = ep(k)a +
eφ(k)pa
∆t

(2.15c)

差分法の HSMAC法における速度と圧力の同時緩和法が離散化 Poisson方程式の SOR

法による反復計算と等価であることは証明されている (2.10)．以下では，この証明を有限

要素法に拡張することによって，本研究で用いるGSMAC有限要素法においても，同様の

ことが成り立つことを示す．まず，以下に示す節点平均値を定義する．

(速度の節点平均値)

hfii ≡

nEX
e=1

Z
Ωe

NαfdΩ

nEX
e0=1

Z
Ωe0
NαdΩ

(2.16a)
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(圧力の節点平均値)

hgil ≡

nEX
e=1

Z
Ωe

Np
agdΩ

nEX
e0=1

Z
Ωe0
Np
adΩ

(2.16b)

次に，式(2.15b)の全要素について和をとり，両辺に形状関数Ni を乗じると，その iにつ

いて総和は

ev(k+1) = ev(k) −∇eφ(k)p (2.17)

となる．式(2.17)における両辺の発散を節点平均すると

h∇ · ev(k+1)il = h∇ · ev(k)il − h∇ ·∇eφ(k)p il (2.18)

となり，

h∇Nβ · ev(k+1)β il = h∇Nβ · ev(k)β il − h∇Nβ · h∇eφ(k)p iβil (2.19)

が成り立つ．式(2.15a)の全要素についての和を

(−λl)eφ(k)pl = h∇Nβ · ev(k)β il (l: no sum) (2.20)

のように表し，これを式(2.19)に代入すると

(−λl)eφ(k+1)pl = −
n­∇Nβ · h∇eφ(k)p iβ®l − (−λl)eφ(k)pl o (l: no sum) (2.21)

のように変形できる．一方，式(2.13)は­∇Nβ · h∇φpiβ
®
l
= h∇Nβ · evβil (2.22)

のように表すことができる．式(2.22)の左辺における φpl の係数が−λl であることを考慮

して，式(2.22)に Jacobi法を適用すると

(−λl)φ(k+1)pl = h∇Nβ · evβil
−
n­∇Nβ · h∇φ(k)p iβ

®
l
− (−λl)φ(k)pl

o
(l: no sum) (2.23)

となる．ここで，

φ(0)p = 0 and φ(k+1)p − φ(k)p = eφ(k)p (2.24)

のような関係を用いると，式(2.23)から式(2.21)を得ることができる．よって，同時緩和

法が Jacobi法による反復計算と等価になるように λl を決定することが示される．圧力が

要素内一定の関数で補間されている場合には，式(2.15)を要素ごとに順次計算すると，同
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時緩和法はGauss-Seidel法による反復計算と等価になる．さらに，式(2.15a)の右辺に加

速係数を乗じると，SOR法による反復計算と等価になる．本研究では，図 2.1のような圧

力の節点 lが有する衛星要素を意識することで，式(2.15)を圧力の節点ごとに順次計算す

る．以下に，その具体的な計算手順を示す．

(1) 圧力の節点 l = 1に着目する．

(2) 圧力の節点 lが有する衛星要素内の速度から速度の発散の圧力の節点平均値 eD(k+1)l

を求める．

(3) eD(k+1)l より修正速度ポテンシャル eφ(k+1)pl を求める．

(4) l = 2, 3, ..., npN のように (2)と (3)の計算を繰り返す．

(5) l = 1, 2, ..., npN について eD(k+1)l を求め，その最大値 max
1≤l≤npN

eD(k+1)l を求める．

(6) max
1≤l≤npN

eD(k+1)l が収束判定基準 ²1 より小さいならば，速度と圧力を時間進行する．

上述した速度と圧力の同時緩和法による反復計算を含む GSMAC有限要素法のアルゴリ

ズムの流れを図 2.2に示す．圧力の補間関数を従来の要素内一定より高次にするために，

圧力の定義位置が要素重心から節点と変更され，それに伴うアルゴリズムの拡張が必要と

なる．

2.4 2次元 cavity内強制対流の解析

cavity内強制対流は，流れ場計算のベンチマーク問題としてよく用いられる問題である．

GhiaらによりReynolds数 10000までの 2次元問題の定常解が求められている (2.11)．Ghia

らは，流れ関数のPoisson方程式と渦度輸送方程式を差分法で解い，Reynolds数 10000で

は 256×256の格子を用いている．連続の式とNavier-Stokes方程式を差分法や有限要素法

で解く場合も，Reynolds数 10000での定常解が得られることも示されている (2.12)～(2.14)．

しかし，離散化方法や格子数で壁面近傍の流れ場が定常状態になりにくい場合もあるため

に，Reynolds数 10000の流れ場は数値計算で層流解が得られる限界であると考えられて

いる．

検証問題として，定常な層流解が得られるReynolds数 5000の 2次元 cavity内強制対流

を扱う．図 2.3に解析モデルと境界条件を示す．ただし，Lrは代表長さ，Vrは代表速度であ

る．このとき，Reynolds数はRe = ρVrLr/µで定義される．また，初期条件は解析領域内

で v = 0，p = 0である．流れ場が十分に発達しているとみすことができる t = 100 Lr/Vr

における cavity内の中心線に沿った速度分布の精度に関して，256× 256の格子を用いた
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Ghiaらの結果と比較する．解析領域は，図 2.4と図 2.5に示される 4角形要素または 3角

形要素によって分割される．ただし，P1P0要素，P+1 P0要素では離散化Poisson方程式が

適切な形ではなく，速度場がほとんど発達しないので，これらは用いられない．さらに，

Q2 要素の要素内節点がない Q
(8)
2 要素では式(2.11)の対角成分の α = 1，2，3，4が負の

値となり，P2要素では式(2.11)の対角成分の α = 1，2，3が零となる．そのため，本研究

ではQ
(8)
2 要素と P2要素を用いない．様々な要素を用いて，要素数が同じ場合の速度分布

の精度，計算機記憶容量，計算時間，速度と圧力の同時緩和反復回数について比較する．

本研究では，同時緩和反復の加速係数は全ての計算の場合において 1とする．

2.4.1 4角形要素のメッシュを用いた解析

従来のGSMAC有限要素法 (Q1Q0要素) (2.5)，中山らの方法 (Q1Q0要素) (2.9)，提案し

た計算方法 (Q1Q1要素，Q2Q0要素，Q2Q1要素) を用いて，5種類の場合で解析する．た

だし，従来のGSMAC有限要素法と中山らの方法の違いは離散化Poisson方程式の優対角

近似法のみである．また，計算データを表 2.1に示す．ただし，
√
Se は要素面積の平方根

である．要素数 30× 30の解析メッシュと要素数 60× 60の解析メッシュを図 2.6に示す．

図 2.6のように cavity内中央から壁面へ向けてメッシュを等比数列的に生成する．このと

き，同時緩和反復計算の収束性が悪くなるように公比を大きく設定する．

t = 100Lr/Vr における cavity内中心線に沿った速度分布を図 2.7に示す．また，図 2.8

と図 2.9に流線を示し，図 2.10と図 2.11に圧力分布を示す．同じ空間精度であるために，

従来のGSMAC有限要素法の速度場と中山らの方法の速度場と一致する．また，Q1Q1要

素の場合の速度も従来の GSMAC有限要素法の解とほとんど一致するが，cavity内全域

に圧力振動が生じる．その振動は要素分割を細かくしてもあまり抑制されないことから，

Q1Q1 要素による離散化 Poisson方程式が大きく影響していることがわかる．この不安定

性の原因は，離散化 Poisson方程式において隣の節点同士の関係が疎になるためである．

差分法のMAC系解法では，この不安定性を生じさせないように速度と圧力の格子点を一

致させないスタッガード格子が用いられる．Q2Q0要素の場合の速度は，研究で用いた 4角

形要素の中で精度が最も悪い．Q1Q0 要素に比べて，自由度数が多いにもかかわらず，中

央での流れが小さくなる．この場合の圧力を見ると，cavity内中央での圧力差が非常に小

さいことがわかる．Q2Q1要素の場合の速度分布は，図 2.4の 4角形要素の中で最もGhia

らの解に近いことがわかる．速度分布が最大値または最小値となる近くで精度の差が大き

い．Q2Q1 要素の場合には，Q1Q1 要素の場合のように圧力振動も見られない．図 2.12と

図 2.13 に同時緩和反復回数の時刻歴を示す．図 2.12と図 2.13を見ると，従来のGSMAC

有限要素法の反復回数は中山らの反復回数と比べて収束前では多いが，収束後では少ない

ことがわかる．この収束性の違いは，優対角近似の方法の違いのみによって現れるもので
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あり，メッシュを細かくすることによってその違いは顕著に現れる．図 2.12と図 2.13より，

Q2Q1 要素の場合の反復回数は収束前でも収束後でも比較的少ないことがわかる．表 2.2

に中山らの方法を 1とした場合における計算機最大記憶容量の比率と計算時間の比率を示

す．Q2Q1 要素の計算で要素数を 4倍にすると，記憶容量の比率は増大するが，計算時間

の比率は減少する．計算時間の比率の減少は，同時緩和反復の収束性が大きく影響してい

るからであり，計算が大規模になるほど計算時間に大きく影響すると考えられる．Q2Q1

要素による提案した方法では，自由度が多いために精度の向上し，同時緩和反復の収束性

も比較的良いことを確認できる．用いた要素の中では，Q2Q1 要素は速度と圧力の補間関

数の組み合わせが良い要素である．

2.4.2 3角形要素のメッシュを用いた解析

提案した計算方法 (P1P1 要素，P+1 P1要素，P+2 P0 要素，P+2 P1要素)を用いて，4種類

の場合で解析する．また，計算データを表 2.3に示す．要素数 30× 30× 2の解析メッシュ

と要素数 60× 60× 2の解析メッシュを図 2.14に示す．これらのメッシュは，図 2.6のメッ

シュにおける 4角形要素を 2個の 3角形要素に等分割したものである．

t = 100Lr/Vr における cavity内中心線に沿った速度分布を図 2.15に示す．また，図

2.16と図 2.17に流線を示し，図 2.18と図 2.19に圧力分布を示す．P1P1 要素の場合の速

度では，x = 0.5上で数値的な振動が見られる．また，P1P1要素の場合では，cavity内全

域で圧力振動が生じる．P+2 P0 要素の場合の速度は cavity内中央で小さく，精度が悪い．

P+2 P0 要素の場合には，Q2Q0 要素の場合と同様に，cavity内中央で圧力差が非常に小さ

い．速度分布が最大値または最小値となる近くでの解の精度を比較すると，P+2 P1 要素の

場合の速度分布が本研究で用いた 3角形要素の組み合わせの中で最もGhiaらの解に近く，

P+1 P1要素の場合の速度分布は，P+2 P1要素の場合に次いで近い．P+1 P1要素またはP+2 P1

要素の場合，要素数が 30× 30× 2のメッシュでは圧力振動が生じる部分があるが，要素

数が 60× 60× 2のメッシュではその圧力振動は非常に小さくなる．図 2.20と図 2.21に同

時緩和反復回数の時刻歴を示す．P+1 P1 要素と P+2 P1 要素の反復回数は，収束前でも収束

後でも比較的少ないことがわかる．このことより，同時緩和反復の収束性の向上は，圧力

の補間関数の次数を上げたことが原因であると考えられる．表 2.4に P+1 P1 要素による提

案した計算方法を 1とした場合における計算機最大記憶容量の比率と計算時間の比率を示

す．P+2 P1 要素の計算で要素数を 4倍にすると，記憶容量の比率と計算時間の比率は共に

増大する．用いた要素の中では，P+1 P1 要素と P+2 P1 要素は速度と圧力の補間関数の組み

合わせが良い要素である．
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2.4.3 4角形要素と 3角形要素の混合メッシュを用いた解析

同時緩和反復の収束性と要素の適合条件を考慮して，4角形の Q2Q1 要素と 3角形の

P+2 P1要素による提案した計算方法によって，混合メッシュを用いた解析を行う．また，計

算データを表 2.5に示す．要素数 1350の解析メッシュと要素数 5400の解析メッシュを図

2.22に示す．メッシュは，4角形要素と 3角形要素の接する中心線で速度分布を検討でき

るように生成される．

t = 100Lr/Vr における cavity内中心線に沿った速度分布を図 2.23に示す．また，図

2.24に流線を示し，図 2.25に圧力分布を示す．図 2.23を見ると，混合メッシュを用いて

も速度の分布は数値的に振動することもなく，Q2Q1 要素の解と P+2 P1 要素の解と比べて

速度の精度も損なわれないことがわかる．図 2.25を見ると，要素数が 1350のメッシュで

は圧力振動が生じる部分があるが，これは用いた要素数の少なさが原因であり，要素数が

5400のメッシュではその圧力振動は非常に小さくなる．図 2.26に同時緩和反復回数の時

刻歴を示す．図 2.26より，反復回数は収束前でも収束後でも少なく，混合メッシュを用い

たことによって反復回数の増加も起こらないことがわかる．

2.5 3次元 cavity内強制対流の解析

検証問題として，Reynolds数 1000の 3次元 cavity内強制対流を扱う．図2.27に解析モデ

ルと境界条件を示す．ただし，Lrは代表長さ，Vrは代表速度である．このとき，Reynolds

数はRe = ρVrLr/µで定義される．また，初期条件は解析領域内で v = 0，p = 0である．

流れ場が十分に発達しているとみすことが可能な t = 100 Lr/Vr における cavity内の中心

線に沿った速度分布の精度に関して，30× 30× 30の格子を用いたKuらの結果 (2.15)と比

較する．解析領域は，図 2.28と図 2.29に示される 6面体要素または 4面体要素によって

分割される．ただし，2次元 cavity内強制対流を十分に解析できる要素のみを用いる．ま

た，P2 要素の重心に気泡関数を有する P+2 では，式(2.11)の対角成分の α = 1，2，3，4

が負の値となる．そのため，本研究では P2 要素における 4面と重心に気泡関数を有する

P++2 要素 (2.16) を用いる．様々な要素を用いて，要素数が同じ場合の速度分布の精度，計

算機記憶容量，計算時間，速度と圧力の同時緩和反復回数について比較する．ただし，同

時緩和反復の加速係数は全ての計算の場合において 1とする．

2.5.1 6面体要素のメッシュを用いた解析

従来のGSMAC有限要素法 (Q1Q0要素) (2.5)，中山らの方法 (Q1Q0要素) (2.9)，提案し

た計算方法 (Q2Q1 要素)を用いて，3種類の場合で解析する．また，計算データを表 2.6
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に示す．ただし， 3
√
Veは要素体積の立方根である．要素数 10× 5× 10の解析メッシュ，要

素数 20× 10× 20の解析メッシュ，要素数 30× 15× 30の解析メッシュを図 2.30に示す．

図 2.30のように cavity内中央から壁面へ向けてメッシュを等比数列的に生成するとき，同

時緩和反復計算の収束性が悪くなるように公比を大きく設定する．

t = 100Lr/Vr における cavity内中心線に沿った速度分布を図 2.31に示す．同じ空間

精度であるために，従来の GSMAC有限要素法の速度場と中山らの方法の速度場と一致

する．Q2Q1 要素の場合の速度分布は，自由度が多いために最もKuらの解に近いことが

最大値または最小値となる近くを見るとわかる．図 2.32に 30 × 15 × 30要素を用いた場

合の圧力分布を示す．速度こう配の大きい部分で圧力振動が生じる部分があるが，2次元

cavity内強制対流の解析で見られた要素数の少なさが原因している振動であり，領域全体

に発生するような補間関数の組み合わせが原因である振動ではない．図 2.33，図 2.34，図

2.35 に同時緩和反復回数の時刻歴を示す．2次元 cavity内強制対流の場合と同様に，従来

の GSMAC有限要素法の反復回数は中山らの反復回数と比べて，収束前では多いが，収

束後では少ないことがわかる．30× 15× 30要素を用いた場合には，中山らの反復回数は

数百回程度まで増大することがあるのに対して，Q2Q1要素の場合の反復回数は多くて 10

回程度である．表 2.7に中山らの方法を 1とした場合における計算機最大記憶容量の比率

と計算時間の比率を示す．Q2Q1要素の計算で要素数を 8倍，27培にすると，記憶容量の

比率は増大するが，計算時間の比率は減少することが確認できる．

2.5.2 4面体要素のメッシュを用いた解析

提案した計算方法 (P+1 P1要素，P++2 P1要素)を用いて，2種類の場合で解析する．また，

計算データを表 2.8に示す．要素数 10×5×10×12の解析メッシュと要素数 20×10×20×12
の解析メッシュを図 2.36に示す．これらのメッシュは，図 2.30のメッシュにおける 6面

体要素を 12個の 4面体要素に等分割したものである．

t = 100Lr/Vr における cavity内中心線に沿った速度分布を図 2.37に示す．同じ空間精

度であるために，従来の GSMAC有限要素法の速度場と中山らの方法の速度場と一致す

る．P++2 P1要素の場合の速度分布は，P+1 P1要素の場合と比較して，自由度が多いために

Kuらの解に近いことが確認できる．図 2.38に 48000要素を用いた場合の圧力分布を示す．

要素数の少なさのために，圧力は滑らかな分布とはならないが，補間関数の組み合わせが

原因となるような圧力振動が生じない．図 2.39と図 2.40 に同時緩和反復回数の時刻歴を

示す．2次元解析の場合と同様に，P+1 P1要素とP++2 P1要素の反復回数は，収束前でも収

束後でも比較的少ないことが確認できる．表 2.9に P+1 P1 要素による提案した計算方法を

1とした場合における計算機最大記憶容量の比率と計算時間の比率を示す．P++2 P1要素の

計算で要素数を 8倍にすると，記憶容量の比率と計算時間の比率は多少減少する．P+1 P1
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要素に対する収束前における反復回数のわずかな違いが原因であると考えられる．

2.6 第2章の結言

本研究では，要素形状と補間次数に制限されないように拡張された Poissonソルバーに

よって cavity内強制対流を十分解析でき，離散化Poisson方程式を優対角近似する方法と

圧力の節点に対する速度と圧力の同時緩和法の妥当性が確認できた．このとき，要素係数

行列自身を記憶せずに，係数行列の解析的表示を利用することで，要素内節点数の増大に

よる記憶容量の増大をできるだけ抑えた．

2次元 cavity内強制対流の解析において，4角形要素では Q2Q1 要素，3角形要素では

P+1 P1 要素と P+2 P1 要素のように，同時緩和反復の収束性が良い補間関数の組み合わせを

見つけることができた．高次要素であるQ2Q1要素による解析において，要素数が増える

と，中山らの方法に対する記憶容量の比は増大したが，速度と圧力の同時緩和反復の回数

が計算速度に大きく影響するために計算時間の比は減少した．さらに，解の精度と同時緩

和反復の収束性から，P+1 P1 要素と P+2 P1 要素は本研究で用いた 3角形要素の中で実用的

な要素の組み合わせであることがわかった．4角形のQ2Q1 要素と 3角形の P+2 P1 要素に

よる混合メッシュも用いることが可能であることも示したが，2次元 cavity内強制対流で

はその利点を十分に示すことができなかった．それ故に，複雑形状を有する流れ場の解析

に対する混合メッシュを用いた本手法の有効性を示すことが今後の課題である．

2次元 cavity内強制対流の解析の結果を考慮して，6面体要素ではQ2Q1 要素，4面体

要素ではP+1 P1要素とP++2 P1要素を用いて，3次元 cavity内強制対流の解析を行った．2

次元 cavity内強制対流の解析で得られた知見と同様に，速度に 2次要素を適用したことに

よる中心軸上の速度分布の精度向上，圧力に 1次要素を適用したことによる同時緩和反復

計算における収束性の向上が 3次元解析でも確認でき，拡張した Poissonソルバーを 3次

元解析へ十分に適用できることがわかった．
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第2章の表および図

表 2.1 Reynolds数 5000の計算データ (4角形要素)

表 2.2 計算機の記憶容量と CPU時間 (4角形要素)

表 2.3 Reynolds数 5000の計算データ (3角形要素)

表 2.4 計算機の記憶容量と CPU時間 (3角形要素)

表 2.5 Reynolds数 5000の計算データ (4角形要素と 3角形要素)

表 2.6 Reynolds数 1000の計算データ (6面体要素)

表 2.7 計算機の記憶容量と CPU時間 (6面体要素)

表 2.8 Reynolds数 1000の計算データ (4面体要素)

表 2.9 計算機の記憶容量と CPU時間 (4面体要素)

図 2.1 圧力の節点 l (1 ≤ l ≤ npN )が有する衛星要素

図 2.2 GSMAC-FEMのアルゴリズムの流れ図

図 2.3 2次元 cavity内強制対流の解析モデルと境界条件

図 2.4 4角形要素

図 2.5 3角形要素 (+: 気泡関数)

図 2.6 解析メッシュ (4角形要素)

図 2.7 t = 100Lr/Vr における水平・垂直な中心線に沿った速度分布 (4角形要素)

図 2.8 t = 100Lr/Vr における流線 (30× 30の 4角形要素)

図 2.9 t = 100Lr/Vr における流線 (60× 60の 4角形要素)

図 2.10 t = 100Lr/Vr における圧力分布 (30× 30の 4角形要素)

図 2.11 t = 100Lr/Vr における圧力分布 (60× 60の 4角形要素)

図 2.12 同時緩和反復の時間履歴 (30× 30の 4角形要素)

図 2.13 同時緩和反復の時間履歴 (60× 60の 4角形要素)

図 2.14 解析メッシュ (3角形要素)

図 2.15 t = 100Lr/Vr における水平・垂直な中心線に沿った速度分布 (3角形要素)

図 2.16 t = 100Lr/Vr における流線 (30× 30× 2の 3角形要素)

図 2.17 t = 100Lr/Vr における流線 (60× 60× 2の 3角形要素)

図 2.18 t = 100Lr/Vr における圧力分布 (30× 30× 2の 3角形要素)

図 2.19 t = 100Lr/Vr における圧力分布 (60× 60× 2の 3角形要素)

図 2.20 同時緩和反復の時間履歴 (30× 30× 2の 3角形要素)

図 2.21 同時緩和反復の時間履歴 (60× 60× 2の 3角形要素)

図 2.22 解析メッシュ (4角形要素と 3角形要素)
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図 2.23 t = 100Lr/Vr における水平・垂直な中心線に沿った速度分布 (4角形要素と 3角形

要素)

図 2.24 t = 100Lr/Vr における流線 (4角形要素と 3角形要素)

図 2.25 t = 100Lr/Vr における圧力分布 (4角形要素と 3角形要素)

図 2.26 同時緩和反復の時間履歴 (4角形要素と 3角形要素)

図 2.27 3次元 cavity内強制対流の解析モデルと境界条件

図 2.28 6面体要素

図 2.29 4面体要素 (+: 気泡関数)

図 2.30 解析メッシュ(6面体要素)

図 2.31 t = 100Lr/Vr における中心線に沿った速度分布 (6面体要素)

図 2.32 t = 100Lr/Vr における圧力分布 (y = Lr/2, 30× 15× 30の 6面体要素)

図 2.33 同時緩和反復の時間履歴 (10× 5× 10の 6面体要素)

図 2.34 同時緩和反復の時間履歴 (20× 10× 20の 6面体要素)

図 2.35 同時緩和反復の時間履歴 (30× 15× 30の 6面体要素)

図 2.36 解析メッシュ (4面体要素)

図 2.37 t = 100Lr/Vr における中心線に沿った速度分布 (4面体要素)

図 2.38 t = 100Lr/Vr における圧力分布 (y = Lr/2, 48000の 4面体要素)

図 2.39 同時緩和反復の時間履歴 (6000の 4面体要素)

図 2.40 同時緩和反復の時間履歴 (48000の 4面体要素)
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Table 2.1 Calculation data at Re = 5000 (quadrilateral elements)

nE 30× 30 (900) 60× 60 (3600)

min
1≤e≤nE

p
Se 5.800× 10−3Lr 2.755× 10−3Lr

∆t 2.0× 10−3Lr/Vr 1.0× 10−3Lr/Vr

²1 1.0× 10−3Vr/Lr 1.0× 10−3Vr/Lr

Table 2.2 The ratios of memory capacity and CPU time (quadrilateral elements)

(a) 30× 30 elements
Conventional Nakayama et al. Present Present Present

(Q1Q0 element) (Q1Q0 element) (Q1Q1 element) (Q2Q0 element) (Q2Q1 element)

Memory 0.994 1.0 1.131 1.470 1.745

CPU time 0.574 1.0 3.535 1.900 2.258

(b) 60× 60 elements
Conventional Nakayama et al. Present Present Present

(Q1Q0 element) (Q1Q0 element) (Q1Q1 element) (Q2Q0 element) (Q2Q1 element)

Memory 0.992 1.0 1.200 1.713 2.124

CPU time 0.761 1.0 3.904 1.478 1.830

Table 2.3 Calculation data at Re = 5000 (triangular elements)

nE 30× 30× 2 (1800) 60× 60× 2 (7200)

min
1≤e≤nE

p
Se 4.101× 10−3Lr 1.948× 10−3Lr

∆t 1.0× 10−3Lr/Vr 4.0× 10−4Lr/Vr

²1 1.0× 10−3Vr/Lr 1.0× 10−3 Vr/Lr
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Table 2.4 The ratios of memory capacity and CPU time (triangular elements)

(a) 30× 30× 2 elements

Present Present Present Present

(P1P1 element) (P+1 P1 element) (P+2 P0 element) (P+2 P1 element)

Memory 0.815 1.0 1.271 1.352

CPU time 15.547 1.0 2.012 2.157

(b) 60× 60× 2 elements

Present Present Present Present

(P1P1 element) (P+1 P1 element) (P+2 P0 element) (P+2 P1 element)

Memory 0.765 1.0 1.345 1.444

CPU time 61.528 1.0 2.441 2.588

Table 2.5 Calculation data at Re = 5000 (quadrilateral and triangular elements)

nE 1350 5400

min
1≤e≤nE

p
Se 4.101× 10−3Lr 1.948× 10−3Lr

∆t 1.0× 10−3Lr/Vr 4.0× 10−4Lr/Vr

²1 1.0× 10−3Vr/Lr 1.0× 10−3Vr/Lr

Table 2.6 Calculation data at Re = 1000 (hexahedral elements)

nE 10× 5× 10 (500) 20× 10× 20 (4000) 30× 15× 30 (13500)

min
1≤e≤nE

3
p
Ve 2.154× 10−2Lr 9.166× 10−3Lr 5.800× 10−3Lr

∆t 5.0× 10−3Lr/Vr 2.0× 10−3Lr/Vr 1.0× 10−3Lr/Vr

²1 1.0× 10−3 Vr/Lr 1.0× 10−3Vr/Lr 1.0× 10−3 Vr/Lr
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Table 2.7 The ratios of memory capacity and CPU time (hexahedral elements)

(a) 10× 5× 10 elements

Conventional Nakayama et al. Present

(Q1Q0 element) (Q1Q0 element) (Q2Q1 element)

Memory 0.994 1.0 3.484

CPU time 0.610 1.0 7.813

(b) 20× 10× 20 elements

Conventional Nakayama et al. Present

(Q1Q0 element) (Q1Q0 element) (Q2Q1 element)

Memory 0.991 1.0 5.059

CPU time 0.205 1.0 4.182

(c) 30× 15× 30 elements

Conventional Nakayama et al. Present

(Q1Q0 element) (Q1Q0 element) (Q2Q1 element)

Memory 0.989 1.0 5.360

CPU time 0.082 1.0 2.046

Table 2.8 Calculation data at Re = 1000 (tetrahedral elements)

nE 6000 48000

min
1≤e≤nE

3
p
Ve 9.408× 10−3Lr 4.003× 10−3Lr

∆t 5.0× 10−4Lr/Vr 2.0× 10−4Lr/Vr

²1 1.0× 10−3 Vr/Lr 1.0× 10−3 Vr/Lr
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Table 2.9 The ratios of memory capacity and CPU time (tetrahedral elements)

(a) 6000 elements

Present Present

(P+1 P1 element) (P++2 P1 element)

Memory 1.0 2.383

CPU time 1.0 5.614

(b) 48000 elements

Present Present

(P+1 P1 element) (P++2 P1 element)

Memory 1.0 2.464

CPU time 1.0 5.588
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Fig.2.1 Satellite elements of a pressure node l (1 ≤ l ≤ npN )

Fig.2.2 The flowchart of GSMAC-FEM algorithm

Fig.2.3 Analysis model and boundary conditions of two-dimensional lid-driven cavity
flow
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Fig.2.4 Quadrilateral elements

Fig.2.5 Triangular elements (+: bubble function)

Fig.2.6 Analysis meshes (quadrilateral elements)
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Fig.2.7 Velocity distributions along vertical or horizontal center-line at t = 100Lr/Vr

(quadrilateral elements)

Fig.2.8 Stream lines at t = 100Lr/Vr (30× 30 quadrilateral elements)
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Fig.2.9 Stream lines at t = 100Lr/Vr (60× 60 quadrilateral elements)

Fig.2.10 Pressure contours at t = 100Lr/Vr (30× 30 quadrilateral elements)
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Fig.2.11 Pressure contours at t = 100Lr/Vr (60× 60 quadrilateral elements)

Fig.2.12 Time histories of iteration of simultaneous relaxation (30 × 30 quadrilateral
elements)
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Fig.2.13 Time histories of iteration of simultaneous relaxation (60 × 60 quadrilateral
elements)

Fig.2.14 Analysis meshes (triangular elements)
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Fig.2.15 Velocity distributions along vertical or horizontal center-line at t = 100Lr/Vr

(triangular elements)

Fig.2.16 Stream lines at t = 100Lr/Vr (30× 30× 2 triangular elements)
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Fig.2.17 Stream lines at t = 100Lr/Vr (60× 60× 2 triangular elements)

Fig.2.18 Pressure contours at t = 100Lr/Vr (30× 30× 2 triangular elements)
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Fig.2.19 Pressure contours at t = 100Lr/Vr (60× 60× 2 triangular elements)

Fig.2.20 Time histories of iteration of simultaneous relaxation (30× 30× 2 triangular
elements)
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Fig.2.21 Time histories of iteration of simultaneous relaxation (60× 60× 2 triangular
elements)

Fig.2.22 Analysis meshes (quadrilateral and triangular elements)



第 2章 GSMAC有限要素法における Poissonソルバーの拡張 48

Fig.2.23 Velocity distribution along vertical or horizontal center-line at t = 100Lr/Vr

(quadrilateral and triangular elements)

Fig.2.24 Stream lines at t = 100Lr/Vr (quadrilateral and triangular elements)

Fig.2.25 Pressure contours at t = 100Lr/Vr (quadrilateral and triangular elements)
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Fig.2.26 Time histories of iteration of simultaneous relaxation (quadrilateral and tri-

angular elements)

Fig.2.27 Analysis model and boundary conditions of three-dimensional lid-driven cav-
ity flow

Fig.2.28 Hexahedral elements
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Fig.2.29 Tetrahedral elements (+: bubble function)

Fig.2.30 Analysis meshes (hexahedral elements)
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Fig.2.31 Velocity distributions along vertical or horizontal center-line at t = 100Lr/Vr

(hexahedral elements)
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Fig.2.32 Pressure contours at t = 100Lr/Vr (y = Lr/2, 30 × 15 × 30 hexahedral
elements)

Fig.2.33 Time histories of iteration of simultaneous relaxation (10× 5× 10 hexahedral
elements)
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Fig.2.34 Time histories of iteration of simultaneous relaxation (20×10×20 hexahedral
elements)

Fig.2.35 Time histories of iteration of simultaneous relaxation (30×15×30 hexahedral
elements)

Fig.2.36 Analysis meshes (tetrahedral elements)
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Fig.2.37 Velocity distributions along vertical or horizontal center-line at t = 100Lr/Vr

(tetrahedral elements)

Fig.2.38 Pressure contours at t = 100Lr/Vr (y = Lr/2, 48000 tetrahedral elements)
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Fig.2.39 Time histories of iteration of simultaneous relaxation (6000 tetrahedral ele-

ments)

Fig.2.40 Time histories of iteration of simultaneous relaxation (48000 tetrahedral ele-

ments)
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第3章 非圧縮超弾性体のためのGSMAC有

限要素法の構築

3.1 第3章の緒言

変形やひずみの成分によって微分されることにより，共役な応力成分を生じるような弾

性ポテンシャル関数が存在する物質を超弾性体という (3.1)．ゴムなどの複雑な鎖状分子構

造を有する高分子材料は，非圧縮超弾性体としてモデル化される．免震構造物の積層ゴム

やパソコンのキーボードなどの設計，生体内の血管壁，心臓壁，眼球網膜など軟組織の解

析 (3.2)～(3.4) には非圧縮超弾性体が使用されている．

非圧縮超弾性体解析では，非圧縮条件を密度の式に代入することで変形こう配の第 3不

変量が 1であるという条件を導出し，これを変形の非圧縮拘束条件とする．非圧縮超弾性

体解析で用いられる有限要素法として，Lagrange未定乗数法やペナルティ法が挙げられ

る (3.5)～(3.7)．これらの有限要素法では，非圧縮拘束条件と運動方程式を直接的に解いて

近似解を求めるために，解くべき全体係数行列に多くの計算機記憶容量が必要となる．

非圧縮性流体解析では，非圧縮条件を連続の式に代入することで速度の発散が零という

条件を導出し，これを流れの非圧縮拘束条件とする．非圧縮性流体の有限要素法解析では，

差分法のMAC系解法 (3.8)～(3.10) を有限要素法に拡張した速度と圧力の分離型の有限要素

法がよく用いられる．分離型の有限要素法では，運動方程式を時間についてのみ離散化し

た半離散化式から非圧縮拘束条件を利用して分離式を求める．このとき，分離式中に圧力

または修正速度ポテンシャルの Poisson方程式が導入され，これを陰的に解くことによっ

て，非圧縮拘束条件を満足する近似解を得ることができる．各時刻において非圧縮拘束条

件がある程度の精度で満足されると，MAC系解法の特徴であるサイクル誤差自己調整の

原理 (3.11) により，時間進行に伴い誤差が累積することはない．また，離散化 Poisson方

程式の係数行列の大きさは前述した Lagrange未定乗数法やペナルティ法のような非分離

型の有限要素法で解くべき全体係数行列に比べて小さいので，非分離型より計算機記憶容

量が少ない．さらに，離散化 Poisson方程式の全体係数行列は正定値かつ対称であるため

に，解くべき連立一次方程式も扱いやすい．

非圧縮超弾性体の有限要素法解析において Lagrange未定乗数法やペナルティ法が用い

られる解析例は多く見られるが，速度と圧力の分離型の有限要素法が用いられた解析例は
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見られない．そこで，本研究では分離型の有限要素法の 1つである GSMAC有限要素法

(Generalized-Simplified MAC-FEM) (3.12) を利用した低容量・高速計算に適した非圧縮

超弾性体の動解析方法を構築する．特に，非圧縮超弾性体として一般的によく用いられる

Mooney-Rivlin体 (3.1) を扱う．変形前の不定圧力の初期値を有しないようにするために，

低減不変量 (3.13) を導入したMooney-Rivlin体の構成方程式を用いる．非圧縮性流体解析

で用いられる分離型の有限要素法を固体解析に適用するためには，Euler表示の基礎方程

式に Lagrange法を導入し，振動問題を高精度に解析できる Newmark-β 法 (3.1) を導入す

ることが重要となる．本研究では，これらの考えを導入することによって，固体である非

圧縮超弾性体を流体の計算手法である分離型の有限要素法で解析できることが示される．

本研究では，この計算方法の実用化に向けて，変形後の曲面形状を表すことが可能である

高次要素の適用と大変形時のゴムの硬化性を表すことができる完全 3次のMooney-Rivlin

体の導入について検討する．まず，2次元問題では 4角形・3角形要素，3次元問題では 6角

体・4面体要素を用いて，引張変形とせん断変形を解析する．ここでは，本計算方法の妥当

性および第 2章の流体解析で新しく提案した高次要素用の Poissonソルバーを用いた高次

要素の適用を検証する．次に，3次元解析からゴムの硬化特性を表す S字型応力ひずみ曲

線を作成する．要素平均値を用いた弾性定数の計算によって，完全 3次のMooney-Rivlin

体を導入できることを検証する．最後に，特異性が存在する 2次元の押し込み変形問題を

扱う．要素のゆがみによる解析条件の厳しい問題における補間関数の次数に対する精度の

比較を行う．非圧縮超弾性体の解析では，接触が生じることもよくあるが，接触時の計算

方法を新しく導入する必要があるために，今後の課題とする．

3.2 基礎方程式系

3.2.1 基礎方程式

非圧縮超弾性体の基礎方程式を以下に示す．

(密度の式)

detF = 1 (3.1a)

(Cauchyの運動方程式)

ρ
d2u

dt2
= ∇ · T + ρb (3.1b)

(非圧縮超弾性体の構成方程式)

T = −pI + 2
½

∂W

∂IIIB
IIIBI +

³∂W
∂IB

+
∂W

∂IIB
IB

´
B − ∂W

∂IIB
B ·B

¾
(3.1c)
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(低減不変量の定義式)

eIB = IB

III
1
3
B

(3.1d)

eIIB = IIB

III
2
3
B

(3.1e)

(変形-変形こう配関係式)

B = F · F T (3.1f)

(変形こう配-変位こう配関係式)

F = I + u
←−∇X (3.1g)

ただし，F は変形こう配，ρは密度，uは変位，d/dtは実質時間微分，∇は空間座標のナ

ブラ，T はCauchy応力，bは単位質量当たりの体積力，pは不定圧力，Iは恒等テンソル，

Bは左 Cauchy-Green変形，IB，IIB，IIIB は

IB = trB (3.2a)

IIB =
1

2

n
(trB)2 − tr(B ·B)

o
(3.2b)

IIIB = detB (3.2c)

で定義される不変量，W は弾性ポテンシャル関数，eIB，eIIB は低減不変量，∇X は物質座

標のナブラであり，空間座標における位置 xと物質座標における位置X の間には

x =X + u (3.3)

の関係がある．本研究では，上述の基礎方程式を以下のように書き直す．

(連続の式)

∇ · v = 0 (3.4a)

(運動方程式)

ρ
dv

dt
= −∇pr +∇ · τ + ρb (3.4b)

(変位-速度関係式)

du

dt
= v (3.4c)
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(圧力の変換式)

pr = p+
2

3

h∂W
∂eIB (trB) + ∂W

∂ eIIB ©(trB)2 − tr(B ·B)ªi (3.4d)

(余剰応力-変形関係式)

τ = 2
n∂W
∂eIB + ∂W

∂ eIIB (trB)
o
B − 2 ∂W

∂ eIIBB ·B (3.4e)

(変形-変形こう配関係式)

B = F · F T (3.4f)

(変形こう配-変位こう配関係式)

F = I + u
←−∇X (3.4g)

ただし，vは速度である．従来の非圧縮超弾性体の有限要素法解析では，非圧縮拘束条件

として detF = 1または IIIB = 1の条件が一般に用いられる．しかし，本研究では速度と

圧力の分離型の有限要素法によって非圧縮超弾性体の基礎方程式を離散化するので，非圧

縮性流体解析で用いられる式(3.4a)を用いる．

3.2.2 弾性ポテンシャル関数

弾性ポテンシャル関数として，実験的に考案されたもの，数学的に導入されたものと様々

なモデルが提案されている．実験的に考案されたもの，数学的に導入されたものと様々な

モデルがあるが，Mooney-Rivlin体とOgden体がよく用いらる．エネルギーを表す弾性ポ

テンシャル関数が座標変換に不変な量であるから，ひずみの不変量の関数として表すこと

ができるという考えに基づくのがMooney-Rivlin体であり，ひずみの固有値を表す主値の

関数として表すことができるという考えに基づくのがOgden体である．本研究では，有限

要素法による離散化の点から容易であるMooney-Rivlin体の弾性ポテンシャルを用いる．

完全 3次で近似した場合の弾性ポテンシャル関数を以下に示す．

W = c10(eIB − 3) + c01( eIIB − 3)
+c11(eIB − 3)( eIIB − 3) + c20(eIB − 3)2 + c02( eIIB − 3)2
+c21(eIB − 3)2( eIIB − 3) + c12(eIB − 3)( eIIB − 3)2
+c30(eIB − 3)3 + c03( eIIB − 3)3 (3.5)

ただし，cpq (p, q = 0, 1, 2, 3)はMooney-Rivlin定数である．また，高分子材料が硬化特性

を表すような大変形を扱わない場合には，以下に示すような完全 1次で近似したモデルが

よく用いられる．

W = c10(eIB − 3) + c01( eIIB − 3) (3.6)



第 3章 非圧縮超弾性体のためのGSMAC有限要素法の構築 60

3.2.3 境界条件

基礎方程式の定義域となる現配置の領域をΩ，その境界を ∂Ω = Γとする．一方，基準

配置の領域をΩ0，その境界を ∂Ω0 = Γ0とする．基礎方程式を解くために，以下のような

境界条件が与えられる．現配置で表す場合の境界条件は

(基本境界条件)

u = u on Γ1 (3.7a)

(自然境界条件)

t = n · T
= t on Γ2 (3.7b)

である．ただし，tは真応力ベクトルであり，nは領域の外向き単位法線ベクトルであり，

Γ1 と Γ2 の間には

Γ1 ∪ Γ2 = Γ and Γ1 ∩ Γ2 = φ (3.8)

のような関係がある．一方，基準配置で表す場合の境界条件は

(基本境界条件)

u = u on Γ01 (3.9a)

(自然境界条件)

tn = n
0 · (S · F T )

= tn on Γ02 (3.9b)

である．ただし，tn は公称応力ベクトルであり，n0 は基準配置における領域の外向き単

位法線ベクトルであり，Γ01 と Γ02 の間には

Γ01 ∪ Γ02 = Γ0 and Γ01 ∩ Γ02 = φ (3.10)

のような関係がある．

3.3 数値計算法

基礎方程式を速度と圧力の分離型の有限要素法によって離散化する．時間進行において

重要となることは 2つある．1つ目は，弾性振動問題を精度良く解析できるように高精度

な時間積分法であるNewmark-β法の考えを導入することである．2つ目は，時刻 t = tn+1

における vn+1 = v(x, tn+1)の分布と物質点の位置 xn+1 = x(X, tn+1)を用いて定義され

る∇n+1 · vn+1 ≡ ∇ · {v(x, tn+1)}|x=xn+1 が零であることを満足するように圧力 pn+1r を

決めることである (図 3.1参照)．
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3.3.1 Newmark-β法の考えを導入した時間進行

基礎方程式をNewmark-β 法に基づいて時間的に離散化すると，以下のようになる．

∇n+1 · vn+1 = 0 (3.11a)

ρ
³dv
dt

´n+1
= −∇n+1pn+1r +∇n+1 · τn+1 + ρbn+1 (3.11b)

vn+1 = vn +∆t

½
γ
³dv
dt

´n+1
+ (1− γ)

³dv
dt

´n¾
(3.11c)

un+1 = un +∆tvn +∆t2
½
β
³dv
dt

´n+1
+
³1
2
− β

´³dv
dt

´n¾
(3.11d)

ただし，Newmark-β 法のパラメータが

γ =
1

2
and β =

1

6
(3.12)

の場合には，線形加速度法に対応する．また，Newmark-β 法のパラメータが

γ ≥ 1
2

and β ≥ 1
4

³
γ +

1

2

´2
(3.13)

の場合には，時間刻み幅∆tに関係なく安定な解が得られる．

式(3.11)を近似的に満足するために，陽的な反復計算によるMAC系解法の時間進行を

導入する．

³dv
dt

´(0) ' ³dv
dt

´n
v(0) ' vn

p
(0)
r ' pnr
u(0) ' un

(3.14)

とおく．m+1回目の反復において，速度 vn+1の予測子 v(m+1)が条件∇(m) · v(m+1) = 0
を満足すると，pn+1r の予測子 p

(m+1)
r が求まるように，運動方程式の半離散化式を定める．

∇(m) · v(m+1) = 0 (3.15a)

ρ
³dv
dt

´(m+1)
= −∇(m)p(m+1)r +∇(m) · τ (m) + ρb(m) (3.15b)

v(m+1) = vn +∆t

½
γ
³dv
dt

´(m+1)
+ (1− γ)

³dv
dt

´n¾
(3.15c)
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u(m+1) = un +∆tvn +∆t2
½
β
³dv
dt

´(m+1)
+
³1
2
− β

´³dv
dt

´n¾
(3.15d)

さらに，次の時刻の非圧縮拘束条件式(3.15a) を用いて，式(3.15b)と式(3.15c)を以下の

ように分離する．

(予測子ステップの式)

ρ
³fdv
dt

´
= −∇(m)p(m)r +∇(m) · τ (m) + ρb(m) (3.16a)

ev = vn +∆t½γ³fdv
dt

´
+ (1− γ)

³dv
dt

´n¾
(3.16b)

(Poisson方程式)

(∇(m))2φp = ρ∇(m) · ev (3.16c)

(修正子ステップの式)

ρ
³dv
dt

´(m+1)
= ρ

³fdv
dt

´
− ∇

(m)φp
γ∆t

(3.16d)

ρv(m+1) = ρev −∇(m)φp (3.16e)

p(m+1)r = p(m)r +
φp
γ∆t

(3.16f)

ただし，φp は修正速度ポテンシャルである．そして，収束判定条件

|v(m+1) − v(m)| < ²2 (3.17)

を満足するときに

³dv
dt

´n+1 ' ³dv
dt

´(m+1)
vn+1 ' v(m+1)

pn+1r ' p(m+1)r

un+1 ' u(m+1)

(3.18)

とする．

速度と圧力の分離型の有限要素法では，各時刻の圧力を安定に求めるために，圧力をで

きるだけ陰的に扱うことが望ましい．そこで，本研究では γ > 1/2を用い，式(3.13)より

β を決定する．ただし，ここで提案する計算方法は変位に対して陽的な解法であり，陰的

な解法である本来のNewmark-β 法とは時間積分の安定性が異なる．それ故に，パラメー

タ γ と β を式(3.13)のように定めても，∆tの決定には制約を受けることになる．
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3.3.2 Galerkin有限要素法による離散化

有限要素を Ω
(m)
e (1 ≤ e ≤ nE)として，要素境界を Γ

(m)
e = ∂Ω

(m)
e (1 ≤ e ≤ nE)とす

る．変位 u(m) は形状関数 Ni (1 ≤ i ≤ nN )で補間され，変換後の圧力 p
(m)
r は形状関数

Np
l (1 ≤ l ≤ npN )で補間される．

(変位の補間関数)

u(m) = Niu
(m)
i (3.19a)

(変換後の圧力の補間関数)

p(m)r = Np
l p
(m)
rl (3.19b)

単位質量当たりの体積力 b(m) は，変位と同じ形状関数によって補間される．各要素にお

いて，節点 iが局所節点 αに対応し，節点 lが局所節点 aに対応する．

(変位の補間関数)

u(m) = Nαu
(m)
α in Ω(m)e (3.20a)

(変換後の圧力の補間関数)

p(m) = Np
ap
(m)
a in Ω(m)e (3.20b)

陽的な反復計算開始時に，

³dv
dt

´(0)
i
'
³dv
dt

´n
i

v
(0)
i ' vni
p
(0)
rl ' pnrl
u
(0)
i ' uni

(3.21)

とおく．m+1回目の反復において，Galerkin有限要素法で離散化すると，以下に示され

るような各要素に対する有限要素法離散化式が得られる．
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(予測子ステップの式)

ρM
(m)
αβ

³fdv
dt

´
β

= C
(m)
αb p

(m)
rb − 2

µD∂W
∂eIB

E(m)
e

+ 2
D ∂W

∂ eIIB
E(m)
e

¶
S0α

−2
µD∂W

∂eIB
E(m)
e

+
D ∂W

∂ eIIB
E(m)
e

¶
(trS0αβ)u

(m)
β

−2
D ∂W

∂ eIIB
E(m)
e

·©
2S0αβ − (S0αβ)T

ª · u(m)β + 2S0γβα · (u(m)β u(m)γ )T

+(S0αβγ − S0γβα)(u(m)β · u(m)γ )− (S0αβγ + S0γβα) · u(m)β u(m)γ

+SN2αβγδ

©
u
(m)
β (u(m)γ · u(m)δ )− (u(m)β · u(m)γ )u

(m)
δ

ª¸
+ρM

(m)
αβ b

n+1
β +

I
Γ0e

Nαt̃
(m)
dΓ0 (3.22a)

evα = vnα +∆t½γ³fdvdt ´α + (1− γ)³dvdt ´nα
¾

(3.22b)

(Poisson方程式)

C
(m)
βa · h∇(m)φpiβ = ρC

(m)
βa · evβ (3.22c)

h∇(m)φpiα = −

nEX
e0=1

(C
(m)
αb φpb)

nEX
e00=1

Z
Ω
(m)

e00
NαdΩ

(m)

(3.22d)

(修正子ステップの式)

ρM
(m)
αβ

³dv
dt

´(m+1)
β

= ρM
(m)
αβ

³fdv
dt

´
β
+
C
(m)
αb φpb
γ∆t

−
I
Γ
(m)
e

Nα

³φpn(m)
γ∆t

´
dΓ(m) (3.22e)

ρM
(m)
αβ v

(m+1)
β = ρM

(m)
αβ evβ +C(m)

αb φpb −
I
Γ
(m)
e

Nα(φpn
(m))dΓ(m) (3.22f)

p(m+1)a = p(m)a +
φpa
γ∆t

(3.22g)

(変位の更新式)

u(m+1)α = unα +∆tv
n
α +∆t

2

½
β
³dv
dt

´(m+1)
α

+
³1
2
− β

´³dv
dt

´n
α

¾
(3.22h)
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ただし，係数行列は

(質量行列)

M
(m)
αβ =

Z
Ω
(m)
e

NαNβdΩ
(m) (3.23a)

(こう配行列)

C
(m)
αb =

Z
Ω
(m)
e

(∇(m)Nα)N
p
b dΩ

(m) (3.23b)

(剛性行列)

S0α =

Z
Ω0e

∇XNαdΩ
0 (3.23c)

S0αβ =

Z
Ω0e

∇XNα∇XNβdΩ
0 (3.23d)

S0αβγ =

Z
Ω0e

∇XNα(∇XNβ ·∇XNγ)dΩ
0 (3.23e)

S0αβγδ =

Z
Ω0e

(∇XNα ·∇XNβ)(∇XNγ ·∇XNδ)dΩ
0 (3.23f)

で表され，M
(m)
αβ は質量の集中化

ρM
(m)
αβ =


ρ

Z
Ω
(m)
e

NαdΩ
(m) for α = β

0 for α 6= β

(3.24)

から得られる集中質量行列である．また，左 Cauchy-Green変形Bの要素平均値

hBi(m)e = I +
1

Ω0e

©
S0αu

(m)
α + u(m)α S0α + (trS

0
αβ)u

(m)
α u

(m)
β

ª
(3.25)

と低減不変量の定義式を用いると，完全 3次の場合における弾性定数の要素平均値は以下

のようになる．D∂W
∂eIB

E(m)
e

= c10 + c11
¡h eIIBi(m)e − 3¢+ 2c20¡heIBi(m)e − 3¢

+2c21
¡heIBi(m)e − 3¢¡h eIIBi(m)e − 3¢+ c12(h eIIBi(m)e − 3¢2

+3c30
¡heIBi(m)e − 3¢2 (3.26a)

D ∂W

∂ eIIB
E(m)
e

= c01 + c11
¡heIBi(m)e − 3¢+ 2c02¡h eIIBi(m)e − 3¢

+c21(heIBi(m)e − 3¢2 + 2c12¡heIBi(m)e − 3¢¡h eIIBi(m)e − 3¢
+3c03

¡h eIIBi(m)e − 3¢2 (3.26b)
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そして，収束条件 |v(m+1)i − v(m)i | < ²2 を満足するとき

³dv
dt

´n+1
i

'
³dv
dt

´(m+1)
i

vn+1i ' v(m+1)i

pn+1rl ' p(m+1)rl

un+1i ' u(m+1)i

(3.27)

のように時間進行を行う．このように時間進行した後に，

hpin+1e

=
1
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³Z
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e
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2S0αβ − (S0αβ)T

ª
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+4S0αβγ ·
©
un+1α (un+1β · un+1γ )− un+1γ (un+1β · un+1α )

ª
+S0αβγδ

©
(un+1α · un+1β )(un+1γ · un+1δ )

−(un+1α · un+1δ )(un+1β · un+1γ )
ªi

(3.28)

より hpin+1e を求める．

得られた離散化 Poisson方程式は優対角近似され，速度と圧力の同時緩和法によって計

算される．上述したGSMAC有限要素法の流れ図を図 3.2に示す．ただし，図 3.2(b)にお

ける eDl は修正された速度の発散を圧力の節点平均した値を意味し，²1 は非圧縮拘束条件

の収束判定基準である．

3.4 静解析の計算方法

本研究で提案する非圧縮超弾性体解析の検証方法として，静的な状態における厳密値と

の比較を行う．Cauchy応力に粘性応力項を加えて粘弾性体として扱い，ひずみ遅延を起

こさせることによって静的状態を実現する．静的な状態の判定には，|vn+1 − vn| < ²3 を
用いる．粘弾性体のモデルとして，式(3.4e)を

τ = 2
n∂W
∂eIB + ∂W

∂ eIIB (trB)
o
B − 2 ∂W

∂ eIIBB ·B + λt
©
4(c10 + c01)D

ª
(3.29)
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に変更したVoigtモデルの構成方程式を用いる．ここで，λtは 1次元の場合における遅延

時間に相当するパラメータであり, Dは

D =
1

2
(∇v + v←−∇ ) (3.30)

で表される変形速度である．

3.5 計算方法の妥当性および高次要素の適用に対する検証

2次元・3次元の単純な変形問題を解析し，様々な要素を適用した本計算方法の検証を行

う．前章の非圧縮流体解析の結果から速度と圧力の分離型の有限要素法で離散化 Poisson

方程式の収束性が比較的良いと考えられる要素として，2次元解析では図 3.3に示される

ような 4角形要素または 3角形要素を用い，3次元解析では図 3.4に示されるような 6面

体要素または 4面体要素を用いる．表 3.1に計算に使用する共通のデータを示す．減衰効

果と∆tの制限から考えて，λt = 0.01 sを用いる．代表速度は Vr =
p
(c10 + c01)/ρとす

る．計算の初期条件として dv/dt = v = u = 0，p = 0 (pr = 2c10 + 4c01)を用いる．

3.5.1 引張変形の 2次元平面ひずみ解析

図 3.5のような 2次元平面ひずみ状態の解析モデルと境界条件を考える．ただし，図 3.5

の x = 0において対称面を仮定する．図 3.5に示されるW は厚さであり，平面ひずみ状

態を仮定するために変形において一定である．図 3.5の引張変形における lと hについて

検証する．ただし，その厳密値は³ l
L

´4 − P0
2(c10 + c01)HW

³ l
L

´3 − 1 = 0 (3.31a)

h

H
=
L

l
(3.31b)

のような 4次方程式より求めることができる．表 3.1と表 3.2に計算に使用した解析条件

のデータを示す．代表長さは Lr = H とする．

図 3.6にQ2Q1 要素，図 3.7に P+2 P1 要素を用いた場合における変形時のメッシュと速

度ベクトルを示す．速度が減衰して，静止状態に近づく様子がわかる．図 3.8に解析領域

の全面積の時刻歴を示す．図 3.12を見ると，全面積の変化は 2.0× 10−4%未満であり，非

常に小さいことがわかる．表 3.3に静的状態における相対誤差を厳密値と共に示す．表 3.3

を見ると，相対誤差の最大値は Cauchy応力成分 Txx の 1.472× 10−1%であり，近似値は

厳密値と良好に一致することがわかる．
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3.5.2 せん断変形の 2次元平面ひずみ解析

図 3.9のような 2次元平面ひずみ状態の解析モデルと境界条件を考える．図 3.9に示さ

れる角度が 2γ0となるせん断変形における u0について検証する．表 3.4に計算に使用した

解析条件のデータを示す．代表長さは Lr = Lとする．

図 3.10にQ2Q1 要素，図 3.11に P+2 P1 要素を用いた場合における変形時のメッシュと

速度ベクトルを示す．図 3.12に解析領域の全面積の時刻歴を示す．図 3.12を見ると，全面

積の変化は 2.5× 10−5%未満であることがわかる．表 3.7に静的な状態における相対誤差

を厳密値と共に示す．表 3.7を見ると，相対誤差の最大値は不定圧力 pの 7.962×10−3%で

あり，近似値は厳密値と良好に一致することがわかる．

3.5.3 引張変形の 3次元解析

図 3.13のような 3次元の解析モデルと境界条件を考える．図 3.13の引張変形における

lと hについて検証する．ただし，その厳密値は³ l
L

´4
+

1

2c10

³
2c10 − P0

H2

´³ l
L

´3 − ³ l
L

´
− c01
c10

= 0 (3.32a)

h

H
=

r
L

l
(3.32b)

のような 4次方程式より求めることができる．表 3.6に計算に使用した解析条件のデータ

を示す．ただし，代表長さは Lr = H とする．

図 3.14にQ2Q1要素，図 3.15にP++2 P1要素を用いた場合における変形時のメッシュと

速度ベクトルを示す．速度が減衰して，静止状態に近づく様子がわかる．図 3.16に解析

領域の全体積の時刻歴を示す．図 3.16を見ると，全体積の変化は 8.0× 10−3%未満である

ことがわかる．表 3.7に静的状態における相対誤差を厳密値と共に示す．表 3.7を見ると，

相対誤差の最大値は Cauchy応力成分 Txx の 4.506× 10−1%であり，近似値は厳密値と良

好に一致することがわかる．

3.5.4 せん断変形の 3次元解析

図 3.17のような 3次元の解析モデルと境界条件を考える．図 3.17に示される角度が 2γ0

となるせん断変形における u0について検証する．表 3.8に計算に使用した解析条件のデー

タを示す．代表長さは Lr = Lとする．

図 3.18にQ2Q1要素，図 3.19にP++2 P1要素を用いた場合における変形時のメッシュと

速度ベクトルを示す．図 3.20に解析領域の全体積の時刻歴を示す．図 3.20を見ると，全体

積の変化は 6.0× 10−5%未満であることがわかる．表 3.9に静的な状態における相対誤差
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を厳密値と共に示す．表 3.9を見ると，相対誤差の最大値は不定圧力 pの 4.281×10−3%で

あり，近似値は厳密値と良好に一致することがわかる．

3.5.5 結果の検討

各時刻において∇ · v = 0をある程度満足することによって，ひずみが 1以上となるよ

うな大変形においても，非圧縮超弾性体の全体積がほとんど変化しない．これは，本研究

で提案する計算方法によって，非圧縮性固体の変形挙動を表すことができることを意味す

る．すなわち，各時刻において detF = 1と∇ · v = 0の等価性が十分に満足されている．

計算開始直後に大きな変形が生じるために，最終的に微小な体積誤差が残るが，蓄積され

るようなことはない．これは，速度と圧力の分離型の有限要素法の特徴であるサイクル誤

差自己調整の原理が働くためである．弾性振動が減衰した後の静的な状態とみなすことが

できる時刻では，計算結果は厳密値と良好に一致する．このことより，変形後における外

力と内力の釣り合いが成立することがわかる．

3.6 硬化特性の導入に対する検証

大変形時において，ゴムなどの高分子材料は硬化することが知られている．そのために，

応力ひずみ曲線は S字型となる．このことは，Ogden体や高次モデルのMooney-Rivlin体

を用いることによって，表すことが可能である．単純引張変形，2軸引張変形，純せん断

変形を解析することによって，S字型応力ひずみ曲線を作成する．得られた計算結果から，

本計算方法における要素平均値を用いた弾性定数の計算方法について検討する．

図 3.21に示す解析モデルと図 3.22に示す境界条件を考える．表 3.10に計算に使用した

解析条件のデータを示す．代表長さは Lr = L，代表速度は Vr =
p
(c10 + c01)/ρとする．

ただし，本解析で用いるMooney-Rivlin定数は，実測値からカーブフィットによって求め

られた値である (3.14)．70個以上のデータを求めるために，1個の 6面体 Q1Q0 要素を用

いる．計算の初期条件として dv/dt = v = u = 0， p = 0 (pr = 2 c10 + 4c01) を用いる．

以下に，S字型応力ひずみ曲線を作成するための計算手順を示す．

(1) 外力 P0 = 0と時間刻み幅∆t = ∆tmax を設定する．

(2) 正のひずみを求める場合には，外力 P0に∆P0を加える．負のひずみを求める場合に

は，外力 P0 から∆P0 を差し引く．

(3) 計算を開始して，弾性振動を減衰させる．計算が破綻する場合には，∆tを 1/2倍に

して，再び計算を開始する．



第 3章 非圧縮超弾性体のためのGSMAC有限要素法の構築 70

(4) 与えた応力 P0/gL
2 と得られたひずみ (l − L)/Lを応力ひずみ曲線にプロットする．

ただし，gは重力加速度である．

(5) 変形した状態を初期条件とする．(2)から (5)の計算を繰り返す．

本解析では，∆P0/gL
2 = 2.5× 104kg/m2，∆tmax = 5.0× 10−4 sと設定する．

図 3.23に与えた応力と設定した時間刻み幅の関係を示す．P0/gL
2 が 3.0 × 105 kg/m2

あたりからひずみの変化量が小さくなるので，時間刻み幅を小さくする必要がなくなる．

図 3.24に作成した S字型応力ひずみ曲線を実測値 (3.14)，厳密値と共に示す．外力の大き

さに応じて適切な時間刻み幅を設定すると，動的な状態から静的な状態を実現することが

でき，静的な状態は厳密値と良好に一致する．図 3.25に単純引張変形，図 3.26に 2軸引

張変形，図 3.27に純せん断変形の静的な状態における要素形状を示す．これらの要素形状

から，大きなひずみを与えたときの硬化特性が現れていることが確認できる．これらの結

果より，大きなひずみ領域における硬化性を表すことが可能であることが確認できる．要

素平均値を用いた弾性定数の計算によって，完全 3次のMooney-Rivlin体の変形挙動を十

分に解析できると考えられる．

3.7 特異性に対する要素の比較

押し込み変形のような特異点が存在する問題では，特異点付近での要素のゆがみが大き

くなり，計算が厳しくなる．このとき，変位に 1次の補間関数を用いると，特異点付近の

解が硬くなる．本解析では，特異性が存在する問題において要素の種類による解の違いを

調べる．

図 3.28のような平面ひずみ状態の解析モデルと 2次元・3次元の境界条件を考える．強

制変位を与える境界では，

uy(t) =


∆u0

n
1− (t− Tr)

2

T 2r

o
(0 ≤ t ≤ Tr)

∆u0 (t > Tr)

(3.33)

のように時間的に変化する基本境界条件を与える．本解析では，∆u0 = −0.25Lr と設定

する (図 3.29参照)．表 3.11と表 3.12に計算に使用した解析条件のデータを示す．ただ

し，Vr =
p
(c10 + c01)/ρは代表速度である．計算の初期条件として dv/dt= v = u = 0，

p = 0 (pr = 2c10 + 4c01) を用いる．

図 3.30に 2次元Q2Q1 要素，図 3.31に 2次元 P+2 P1 要素を用いた場合における変形時

のメッシュと速度ベクトルを山田らの結果と共に示す．また，図 3.32に 3次元Q2Q1要素，
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図 3.33に 3次元 P++2 P1要素を用いた場合における変形時のメッシュと速度ベクトルを示

し，図 3.34に 3次元メッシュの幾何形状と山田らの結果との比較を示す．本計算方法で求

めた 2次元 P+2 P1 要素，3次元 P++2 P1 要素のメッシュ形状は，Lagrange未定乗数法を用

いた山田らの 2次元解析結果 (3.6) と良好に一致する．山田らも 6 × 6× 2の 2次元 P+2 P1

要素を用いているが，要素境界で不連続な圧力を用いている点が異なる．図 3.35に 2次元

平面ひずみ要素を用いた場合における解析領域の全面積の時刻歴を示し，図 3.36に 3次

元要素を用いた場合における解析領域の全体積の時刻歴を示す．2次元平面ひずみ要素を

用いた場合の全面積の変化と 3次元要素を用いた場合の全体積の変化は 1.4× 10−4%未満

であることがわかる．圧縮変形下において，各時刻の解析領域の全体積は十分に保存され

ている．図 3.37に 2次元要素の圧力分布と図 3.38に 3次元要素の圧力分布を示す．変位

の補間に 1次関数を用いた結果は，2次関数と比べて，特異点付近で圧力場が大きくなる．

これは，1次関数を用いると，特異点付近で曲線形状を表すことができないために，変形

が硬くなることが原因であると考えられる．特異点付近における要素のゆがみによる離散

化 Poisson方程式の離散化精度の悪化も 1次要素の方が 2次要素より大きく影響してくる

と考えれる．

3.8 第3章の結言

本章では，detF = 1と∇ · v = 0の等価性に着目して，従来用いられてきた Lagrange

未定乗数法やペナルティ法ではなく，速度と圧力の分離型解法の 1つである GSMAC有

限要素法によって非圧縮超弾性体の挙動を計算できる方法を提案し，その実用化に向けて

検証を行った．2次元・3次元問題の検証において，その有効性を以下のように確認する

ことができた．まず，Q1Q0 要素，Q2Q1 要素，P+1 P1 要素，P+2 P1 要素 (P++2 P1 要素)を

用いて単純な変形問題を解析し，静的な状態の近似値は厳密値と良好に一致した．このと

き，分離型の有限要素法の特徴であるサイクル誤差自己調整の原理が働き，体積誤差が蓄

積されるようなことはなく，体積保存が十分な精度で成り立つことを確認できた．粘性項

を付加すると弾性振動が減衰して，静的状態を実現でき，静的な状態の近似値は厳密値と

良好に一致した．次に，大変形時の高分子材料が有する硬化特性を表すことができるよう

に，要素平均値を用いた弾性定数の計算方法を導入した．作成した S字型応力ひずみ曲線

は厳密値と良好に一致し，高次Mooney-Rivlin体の変形挙動を表すことが可能であること

がわかった．最後に，特異性が存在する押し込み問題を解析し，2次要素の滑らかに変化

する圧力分布に対して，1次要素の分布は特異点付近で高い値となった．1次要素が有す

る幾何学的な形状が特異点付近の圧力場の精度に，大きく影響を及ぼすことがわかった．

今後陽的に計算できる接触方法を導入することによって，ゴムの球を壁に当てて跳ね返

すような問題などの非圧縮超弾性体の様々な動的な問題が解析できると考えられる．
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第3章の表および図

表 3.1 計算データ (2次元・3次元の単純変形)

表 3.2 計算データ (2次元の引張変形)

表 3.3 相対誤差 (2次元の引張変形)

表 3.4 計算データ (2次元のせん断変形)

表 3.5 相対誤差 (2次元のせん断変形)

表 3.6 計算データ (3次元の引張変形)

表 3.7 相対誤差 (3次元の引張変形)

表 3.8 計算データ (3次元のせん断変形)

表 3.9 相対誤差 (3次元のせん断変形)

表 3.10 計算データ (硬化特性の導入)

表 3.11 計算データ (押し込み変形)

表 3.12 計算データ (押し込み変形)

図 3.1 移動する物質点の位置と非圧縮条件

図 3.2 非圧縮超弾性体のGSMAC有限要素法アルゴリズムの流れ図

図 3.3 4角形要素と 3角形要素 (+: 気泡関数)

図 3.4 6面体要素と 4面体要素 (+: 気泡関数)

図 3.5 2次元引張変形問題における解析モデルと境界条件

図 3.6 解析メッシュと速度ベクトル (P0 = 3.0× 104 N，Q2Q1 要素)

図 3.7 解析メッシュと速度ベクトル (P0 = 3.0× 104 N，P+2 P1 要素)

図 3.8 全面積の時刻歴 (P0 = 3.0× 104 N)
図 3.9 2次元せん断変形問題における解析モデルと境界条件

図 3.10 解析メッシュと速度ベクトル (γ0 = π/6，Q2Q1 要素)

図 3.11 解析メッシュと速度ベクトル (γ0 = π/6，P+2 P1 要素)

図 3.12 全面積の時刻歴 (γ0 = π/6)

図 3.13 3次元引張変形問題における解析モデルと境界条件

図 3.14 解析メッシュと速度ベクトル (P0 = 2.0× 104 N，Q2Q1 要素)

図 3.15 解析メッシュと速度ベクトル (P0 = 2.0× 104 N，P++2 P1 要素)

図 3.16 全面積の時刻歴 (P0 = 2.0× 104 N)
図 3.17 3次元せん断変形問題における解析モデルと境界条件

図 3.18 解析メッシュと速度ベクトル (γ0 = π/6，Q2Q1 要素)

図 3.19 解析メッシュと速度ベクトル (γ0 = π/6，P++2 P1 要素)
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図 3.20 全面積の時刻歴 (γ0 = π/6)

図 3.21 解析モデル (硬化特性の導入)

図 3.22 境界条件 (硬化特性の導入)

図 3.23 公称応力と時間刻み幅の関係 (∆tmax = 5.0× 10−4 s, ∆tmin/∆tmax = 9.76563× 10−4)
図 3.24 公称応力と公称ひずみの関係

図 3.25 要素の幾何学形状 (単純引張変形)

図 3.26 要素の幾何学形状 (2軸引張変形)

図 3.27 要素の幾何学形状 (純粋せん断変形)

図 3.28 押し込み変形の 2次元問題における解析モデルと境界条件

図 3.29 上方境界で与えられる変位，速度，加速度の時刻歴

図 3.30 解析メッシュと速度ベクトル (uy = −0.25，Q2Q1 要素)

図 3.31 解析メッシュと速度ベクトル (uy = −0.25，P+2 P1 要素)

図 3.32 解析メッシュと速度ベクトル (uy = −0.25，Q2Q1 要素)

図 3.33 解析メッシュと速度ベクトル (uy = −0.25，P++2 P1 要素)

図 3.34 圧縮下の幾何形状 (uy = −0.25，3次元要素)

図 3.35 全面積の時刻歴 (uy = −0.25，2次元平面ひずみ要素)

図 3.36 全体積の時刻歴 (uy = −0.25，3次元要素)

図 3.37 圧力分布 (uy = −0.25，2次元平面ひずみ要素)

図 3.38 圧力分布 (uy = −0.25，3次元要素)
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Table3.1 Calculation data (two-dimensional or three-dimensional simple deformation)

ρ 1.0× 103 kg/m3

c10 3.0× 105 Pa

c01 2.0× 105 Pa

λt 1.0× 10−2 s

γ 0.6

β 0.3025

²1 1.0× 10−3 Vr/Lr

²2 1.0× 10−6 Vr

²3 1.0× 10−9 Vr

Table 3.2 Calculation data (two-dimensional tensile deformation)

Quadrilateral elements Triangular elements

nE 2× 2 2× 2× 2

min
1≤e≤nE

p
Se 8.660× 10−2 m 6.124× 10−2 m

∆t 1.0× 10−6 s 2.0× 10−7 s

Table 3.3 Relative errors (two-dimensional tensile deformation)

Exact solution Q1Q0 element Q2Q1 element P+1 P1 element P+2 P1 element

l = 9.1072323× 10−1 m 3.194× 10−3 % 2.978× 10−2 % 1.354× 10−2 % 9.727× 10−3 %
h = 3.2940853× 10−2 m 3.437× 10−3 % 2.868× 10−2 % 2.292× 10−3 % 9.038× 10−2 %
p = −4.3094744× 106 Pa 2.941× 10−3 % 2.690× 10−2 % 6.830× 10−3 % 8.884× 10−2 %
Txx = 9.1072323× 106 Pa 4.817× 10−3 % 4.453× 10−2 % 1.087× 10−2 % 1.472× 10−1 %
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Table 3.4 Calculation data (two-dimensional shear deformation)

Quadrilateral elements Triangular elements

nE 2× 2 2× 2× 2

min
1≤e≤nE

p
Se 5.000× 10−2 m 3.536× 10−2 m

∆t 2.0× 10−6 s 5.0× 10−7 s

Table 3.5 Relative errors (two-dimensional shear deformation)

Exact solution Q1Q0 element Q2Q1 element P+1 P1 element P+2 P1 element

u0 = 1.7320508× 10−1 m 9.658× 10−4 % 1.215× 10−3 % 3.327× 10−3 % 3.380× 10−3 %
p = −2.0000000× 105 Pa 3.777× 10−3 % 3.491× 10−3 % 7.962× 10−3 % 7.367× 10−3 %
Txx = 1.8000000× 106 Pa 5.603× 10−4 % 6.049× 10−4 % 3.248× 10−3 % 3.372× 10−3 %
Txy = 1.7320508× 106 Pa 5.371× 10−4 % 5.406× 10−4 % 2.320× 10−3 % 2.351× 10−3 %
Tyy = −1.2000000× 106 Pa 1.914× 10−3 % 1.883× 10−3 % 6.750× 10−3 % 6.727× 10−3 %

Table 3.6 Calculation data (three-dimensional tensile deformation)

Hexahedral elements Tetrahedral elements

nE 2 12

min
1≤e≤nE

3
p
Ve 7.211× 10−2 m 3.969× 10−2 m

∆t 2.0× 10−6 s 2.0× 10−7 s

Table 3.7 Relative errors (three-dimensional tensile deformation)

Exact solution Q1Q0 element Q2Q1 element P+1 P1 element P++2 P1 element

l = 8.4657356× 10−1 m 6.114× 10−3 % 6.512× 10−2 % 2.752× 10−1 % 1.176× 10−1 %
h = 2.9764479× 10−2 m 3.082× 10−3 % 3.306× 10−2 % 1.377× 10−1 % 1.176× 10−1 %
p = −1.8812746× 106 Pa 6.109× 10−3 % 6.509× 10−2 % 2.762× 10−1 % 2.329× 10−1 %
Txx = 5.6438237× 106 Pa 1.002× 10−2 % 1.064× 10−1 % 4.506× 10−1 % 3.803× 10−1 %
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Table 3.11 Calculation data (compression deformation)

c10 1.5 ρ(Lr/Tr)
2

c01 0.5 ρ(Lr/Tr)
2

λt 15.0 Tr

γ 0.6

β 0.3025

²1 1.0× 10−3 Vr/Lr

²2 1.0× 10−6 Vr

²3 1.0× 10−6 Vr

Table 3.12 Calculation data (compression deformation)

(a) Two-dimensional problem

Q1Q0 element Q2Q1 element P+1 P1 element P+2 P1 element

nE 12× 12 6× 6 12× 12× 2 6× 6× 2

∆t 2.0× 10−6 Tr 5.0× 10−6 Tr 1.0× 10−6 Tr 2.0× 10−6 Tr
(b) Three-dimensional problem

Q1Q0 element Q2Q1 element P+1 P1 element P++2 P1 element

nE 288 36 1728 216

∆t 2.0× 10−6 Tr 5.0× 10−6 Tr 5.0× 10−7 Tr 2.0× 10−6 Tr
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Table 3.8 Calculation data (three-dimensional shear deformation)

Hexahedral elements Tetrahedral elements

nE 2 12

min
1≤e≤nE

3
p
Ve 6.300× 10−2 m 4.368× 10−2 m

∆t 2.0× 10−6 s 1.0× 10−6 s

Table 3.9 Relative errors (three-dimensional shear deformation)

Exact solution Q1Q0 element Q2Q1 element P+1 P1 element P++2 P1 element

u0 = 1.7320508× 10−1 m 9.656× 10−4 % 4.435× 10−4 % 1.105× 10−3 % 9.656× 10−4 %
p = −2.0000000× 105 Pa 3.776× 10−4 % 1.304× 10−3 % 4.281× 10−3 % 3.157× 10−3 %
Tyy = 1.8000000× 106 Pa 5.607× 10−4 % 9.137× 10−4 % 1.492× 10−3 % 1.748× 10−3 %
Tyz = 1.7320508× 106 Pa 5.372× 10−4 % 6.395× 10−4 % 1.103× 10−3 % 1.174× 10−3 %
Tzz = −1.2000000× 106 Pa 1.914× 10−3 % 1.612× 10−3 % 3.295× 10−3 % 3.281× 10−3 %

Table 3.10 Calculation data (introduction of stiffening property)

ρ 1.0× 103 kg/m3

c10 1.81222092× 105 Pa
c01 9.95175450× 103 Pa
c11 −1.51094601× 102 Pa
c20 −2.11709610× 103 Pa
c02 0.0

c21 0.0

c12 0.0

c30 5.00884866× 101 Pa
c03 0.0

λt 1.0× 10−2 s
γ 0.6

β 0.3025

²1 1.0× 10−3 Vr/Lr

²2 1.0× 10−6 Vr

²3 1.0× 10−9 Vr
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Fig.3.1 Positions of moving material point and incompressible conditions

Fig.3.2 The flowchart of GSMAC-FEM algorithm for incompressible hyperelastic ma-
terial
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Fig.3.3 Quadrilateral and triangular elements

Fig.3.4 Hexahedral and tetrahedral elements (+: bubble functin)

Fig.3.5 Analysis model and boundary conditions (two-dimensional tensile deformation)
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Fig.3.6 Analysis meshes and velocity vectors (P0 = 3.0× 104 N, Q2Q1 elements)

Fig.3.7 Analysis meshes and velocity vectors (P0 = 3.0× 104 N, P+2 P1 element)
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Fig.3.8 Time histories of the total area of analysis domain (P0 = 3.0× 104 N)

Fig.3.9 Analysis model and boundary conditions (two-dimensional shear deformation)
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Fig.3.10 Analysis meshes and velocity vectors (γ0 = π/6, Q2Q1 elements)

Fig.3.11 Analysis meshes and velocity vectors (γ0 = π/6, P+2 P1 elements)
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Fig.3.12 Time histories of the total area of analysis domain (γ0 = π/6)

Fig.3.13 Analysis model and boundary conditions (three-dimensional tensile deforma-
tion)
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Fig.3.14 Analysis meshes and velocity vectors (P0 = 2.0× 104 N, Q2Q1 elements)
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Fig.3.15 Analysis meshes and velocity vectors (P0 = 2.0× 104 N, P++2 P1 element)
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Fig.3.16 Time histories of the total volume of analysis domain (P0 = 2.0× 104 N)

Fig.3.17 Analysis model and boundary conditions (three-dimensional shear deforma-

tion)
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Fig.3.18 Analysis meshes and velocity vectors (γ0 = π/6, Q2Q1 elements)
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Fig.3.19 Analysis meshes and velocity vectors (γ0 = π/6, P++2 P1 elements)
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Fig.3.20 Time histories of the total volume of analysis domain (γ0 = π/6)

Fig.3.21 Analysis models (introduction of stiffening property)
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Fig.3.22 Boundary conditions (introduction of stiffening property)

Fig.3.23 Relationships between nominal stress and time width (∆tmax = 5.0× 10−4 s,
∆tmin/∆tmax = 9.76563× 10−4)
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Fig.3.24 Relationships between nominal stress and nominal strain

Fig.3.25 The geometrical shapes of element (simple tensile deformation)
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Fig.3.26 The geometrical shapes of element (biaxial tensile deformation)

Fig.3.27 The geometrical shapes of element (pure shear deformation)
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Fig. 3.28 Analysis model and boundary conditions (two-dimensional or three-

dimensional compression deformation)

Fig.3.29 Time histories of the displacement, velocity, and acceleration given on upper

boundary
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Fig. 3.30 Analysis meshes and velocity vectors (uy = −0.25Lr, Q2Q1 elements, ◦:
Yamada et al.)

Fig. 3.31 Analysis meshes and velocity vectors (uy = −0.25Lr, P+2 P1 elements, ◦:
Yamada et al.)
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Fig.3.32 Analysis meshes and velocity vectors (uy = −0.25Lr, Q2Q1 elements)
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Fig.3.33 Analysis meshes and velocity vectors (uy = −0.25Lr, P++2 P1 elements)
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Fig.3.34 The geometric shapes under compression (uy = −0.25Lr, three-dimensional
elements)

Fig.3.35 Time histories of the total area of analysis domain (uy = −0.25Lr, two-
dimensional plane strain elements)

Fig.3.36 Time histories of the total volume of analysis domain (uy = −0.25Lr, three-
dimensional elements)
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Fig.3.37 Pressure contours (uy = −0.25Lr, two-dimensional plane strain elements)
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Fig.3.38 Pressure contours (uy = −0.25Lr, three-dimensional elements)



102

第4章 GSMAC-ALE有限要素法に基づい

た流体固体連成解析

4.1 第4章の緒言

近年，流体と固体の連成問題に対する研究が多くなされている．特に，流体力が固体を

大きく変形させ，変形した固体が流れ場に影響を及ぼすような連成問題は，現象が複雑に

なる．Young率が小さいような軟らかい固体と流体の連成現象は，その相互作用が大きい

ために重要な問題の 1つである．金属のYoung率は 10GPa以上であるのに対して，ゴム

などの高分子材料の Young率は 0.1～10MPa程度であるために剛性が比較的小さい．そ

のために，流体力が作用すると，このような軟らかい固体は大きく変形し，振動数が小さ

い振動をする．固体の変形が大きくなるに伴って，流体と固体の相互作用も大きくなる．

工業製品では，ゴムなどの高分子材料を利用した軟らかい部品が多く用いられ，重要な役

割を果たしている．このような部品と流体の連成現象として，タイヤのハイドロプレーニ

ング，ホース内部の液体の非定常流などが存在する．また，生体工学の分野では，生体壁

と流体の連成現象が研究されている．生体壁は軟組織であるものが多く，血管壁，心臓弁

や心臓壁，眼球網膜などは流体力によって非常に変形しやすく，流体との相互作用は非常

に大きい．

互いの相互作用が大きい流体と固体の連成解析では，計算の安定性を良くするために，

次の時刻の流体系の離散化式と固体系の離散化式を評価する必要がある．強連成法の場合

には，時間積分に陰的な解法を用いることによって，次の時刻における流体と固体の連成

系の離散化式を評価することが多い．陰的な時間積分法を用いると，時間刻み幅を大きく

設定でき，弾性体の高次の振動数モードを減衰できる利点がある．このような計算方法の

研究として，Batheらの方法 (4.1)や久田らの方法 (4.2)を挙げることができる．この方法で

は，流体と固体の連成系の行列処理が必要となり，記憶容量の点で計算機負荷が大きくな

る．計算機負荷を軽減するために，次の時刻における流体と固体の連成系の離散化式を評

価するのに陽的な反復計算を利用することができる．しかし，高振動数の問題には時間刻

み幅の制約が厳しくなるために，ゴムなどの Young率が小さい固体の低振動数の問題に

この方法は最も有効である．このような計算方法の研究として，石原の方法 (4.3)(4.4)を挙

げることができる．石原の方法では，流体解析に速度と圧力の分離型の有限要素法を利用
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している．この方法では，次の時刻における増分形で表された流体と固体の連成系の離散

化式の解を陽的な反復計算から得るために，流体固体界面と流体領域における増分形の離

散化 Poisson方程式のみを陰的に解く．

本研究では，流体とゴムのような軟らかい固体を解析するために，低容量・高速計算に適し

ているGSMAC (Generalized-Simplified Marker And Cell) - ALE (Arbitrary Lagrangian-

Eulerian) 有限要素法 (4.5) に基づいた計算機負荷の小さい陽的な流体固体連成計算方法を

提案する．この方法では，流体と固体が強連成となるような次の時刻における連成系の

離散化式を陽的に反復計算する．陽的な反復計算によって，時間進行の安定性を向上させ

る．ただし，流体と固体の両方に非圧縮拘束条件が課せられる場合があるために，離散化

Poisson方程式の計算では流体領域と固体領域を分離して陰的に計算する．検証問題とし

て，軟らかい弾性板の 2次元渦励振問題を扱う．弾性板の渦励振問題で連成計算方法を検

証する研究は多数存在し，流入速度や弾性板に異なるパラメータを用いた解析もなされて

いる (4.6)～(4.9)．本解析では，弾性板がHooke弾性体である場合と非圧縮超弾性体である

場合を扱う．また，流速と固体変位の補間関数が 1次の場合と 2次の場合を比較する．流

速と固体変位の補間関数を一致させる理由は，流体と固体の連成系の離散化式を得る際に

界面上における要素の適合条件を満足することが必要となるからである (4.10)．2次の補間

関数を用いる場合には第 2章で拡張した流体解析の Poissonソルバーを用い，弾性板を非

圧縮超弾性体として扱う場合には第 3章で構築した非圧縮超弾性体のための GSMAC有

限要素法を用いる．この非圧縮超弾性体計算方法を用いるために，本計算方法では次の時

刻における流体と固体の連成系の離散化式を増分形として評価しない．まず，仮想的な軟

らかい物性値を有するHooke弾性体と流体の連成解析の結果をWallらによる弱連成法の

結果 (4.6)と比較し，提案する計算方法を評価する．次に，実際問題の解析において必要と

なる非圧縮超弾性体と流体の連成解析の結果を検討する．

4.2 基礎方程式

本章の流体固体連成解析では，流体として非圧縮Newton流体を扱い，固体としてHooke

弾性体または非圧縮超弾性体を扱う．

4.2.1 非圧縮Newton流体の基礎方程式

非圧縮Newton流体の基礎方程式を以下に示す．

(連続の式)

∇ · v = 0 (4.1a)
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(運動方程式)

ρ
δv

δt
+ ρ(v −w) ·∇v = −∇p+∇ · τ + ρb (4.1b)

(粘性応力-変形速度関係式)

τ = µ(∇v + v←−∇ ) (4.1c)

ただし，∇は空間座標のナブラ，vは速度，ρは密度，δ/δt = (∂/∂t)|χは任意時間微分，

wは任意速度，pは圧力，τ は粘性応力，bは単位質量当たりの体積力，µは粘性係数で

ある．

4.2.2 Hooke弾性体の基礎方程式

Hooke弾性体の基礎方程式を以下に示す．

(運動方程式)

ρ0
d2u

dt2
= ∇X · (S · F T ) + ρ0b (4.2a)

(構成方程式)

S = λS (trE) I + 2µSE (4.2b)

(ひずみ-変位こう配関係式)

E =
1

2
(∇Xu+ u←−∇X +∇Xu · u←−∇X) (4.2c)

(変形こう配-変位こう配関係式)

F = I + u
←−∇X (4.2d)

ただし，ρ0は基準配置の密度，d/dt = (∂/∂t)|X は実質時間微分，uは変位，∇X は物質

座標のナブラ，Sは第 2Piola-Kirchhoff応力，F は変形こう配，EはGreen-Lagrangeひ

ずみ，λS と µS は Lame定数，I は恒等テンソルである．Lame定数は，Young率 ES と

Poisson比 νS を用いて，

λS =
ESνS

(1 + νS)(1− 2νS) (4.3a)

µS =
ES

2(1 + νS)
(4.3b)

と表される．
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4.2.3 非圧縮超弾性体の基礎方程式

非圧縮超弾性体の基礎方程式を以下に示す．

(連続の式)

∇ · v = 0 (4.4a)

(運動方程式)

ρ
dv

dt
= −∇pr +∇ · τ + ρb (4.4b)

(変位-速度関係式)

du

dt
= v (4.4c)

(圧力の変換式)

pr = p+
2

3

h∂W
∂eIB (trB) + ∂W

∂ eIIB ©(trB)2 − tr(B ·B)ªi (4.4d)

(余剰応力-変形関係式)

τ = 2
n∂W
∂eIB + ∂W

∂ eIIB (trB)
o
B − 2 ∂W

∂ eIIBB ·B (4.4e)

(変形-変形こう配関係式)

B = F · F T (4.4f)

(変形こう配-変位こう配関係式)

F = I + u
←−∇X (4.4g)

ただし，pr は変換された不定圧力，τ は余剰応力，Bは左 Cauchy-Green変形，W は弾

性ポテンシャル関数，eIB，eIIB は低減不変量である．従来の非圧縮超弾性体の有限要素法

解析では，非圧縮拘束条件として detF = 1または IIIB = 1の条件が一般に用いられる．

本研究では，速度と圧力の分離型の有限要素法で離散化できるように，連続の式(4.4a)を

非圧縮拘束条件とした基礎方程式を用いる．完全 3次で近似した場合の弾性ポテンシャル

関数を以下に示す．

W = c10(eIB − 3) + c01( eIIB − 3)
+c11(eIB − 3)( eIIB − 3) + c20(eIB − 3)2 + c02( eIIB − 3)2
+c21(eIB − 3)2( eIIB − 3) + c12(eIB − 3)( eIIB − 3)2
+c30(eIB − 3)3 + c03( eIIB − 3)3 (4.5)

ただし，cpq (p, q = 0, 1, 2, 3)はMooney-Rivlin定数である．
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4.3 数値計算法

非圧縮Newton流体とHooke弾性体，非圧縮Newton流体と非圧縮超弾性体の連成計算

方法の導出手順を以下に示す．

(1) 流体と固体それぞれに対して，振動問題を解析できるようにNewmark-β 法の考えを

導入した陽的な反復計算方法を導入する．

(2) 非圧縮Newton流体に対して，次の時刻における連続の式を満足するように，予測子

ステップの式，Poisson方程式，修正子ステップの式から構成される分離式を導出す

る．ただし，固体として非圧縮超弾性体を用いる場合にも，同様に分離式を導出する．

(3) 得られた流体と固体の時間的な離散化式をそれぞれGalerkin有限要素法によって空間

的に離散化する．このとき，非圧縮Newton流体に対して，速度と圧力の同時緩和の

反復計算方法を導入する．ただし，固体として非圧縮超弾性体を用いる場合にも，同

様に同時緩和の反復計算方法を導入する．

(4) 流体と固体の界面 ΓI 上で成立する以下の条件を用いて，非圧縮 Newton流体の予測

子ステップの式とHooke弾性体の運動方程式，非圧縮Newton流体と非圧縮超弾性体

の予測子ステップの式を結合する．

4.3.1 非圧縮Newton流体のGSMAC-ALE有限要素法離散化式

流体解析では，解析メッシュを固定した Euler法がよく用いられる．一方，固体解析で

は，物質点の速度で解析メッシュが移動する Lagrange法がよく用いられる．流体と固体

の連成解析では，このような流体運動と固体運動の表現方法の違いを計算方法にどのよう

に適用するかが問題となる．本研究では，流体領域内のメッシュの大きなゆがみを抑制す

るように解析メッシュが移動するALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) 法を流体解析に

導入する．ALE法を導入すると，基礎方程式における任意速度wはメッシュの移動速度

となり，座標 xとの間に

w =
δx

δt
(4.6)

の関係が成り立つ．メッシュの移動速度は，流体固体界面の速度から決まる．

有限要素を Ω
(m)
e (1 ≤ e ≤ nFE)として，要素境界を Γ

(m)
e = ∂Ω

(m)
e (1 ≤ e ≤ nFE)

とする．速度 v(m) は形状関数 Ni (1 ≤ i ≤ nFN ) で補間され，圧力 p(m) は形状関数

Np
l (1 ≤ l ≤ npFN )で補間される．

(速度の補間関数)

v(m) = Niv
(m)
i (4.7a)
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(圧力の補間関数)

p(m) = Np
l p
(m)
l (4.7b)

単位質量当たりの体積力 b(m) は，速度と同じ形状関数によって補間される．各要素にお

いて，節点 iが局所節点 αに対応し，節点 lが局所節点 aに対応する．

(速度の補間関数)

v(m) = Nαv
(m)
α in Ω(m)e (4.8a)

(圧力の補間関数)

p(m) = Np
ap
(m)
a in Ω(m)e (4.8b)

陽的な反復計算開始時に，

(流体の変数)

³δv
δt

´(0)
i
'
³δv
δt

´n
i

v
(0)
i ' vni
p
(0)
l ' pnl

(4.9a)

(メッシュの変数)

³δw
δt

´(0)
i
'
³δw
δt

´n
i

w
(0)
i ' wni

x
(0)
i ' xni

(4.9b)

とおく．m+1回目の反復において，時間的に離散化した基礎方程式から予測子ステップの

式，Poisson方程式，修正子ステップから成る分離式を導いた後に，その分離式をGalerkin

有限要素法で離散化すると，以下に示されるような各要素に対する有限要素法離散化式が

得られる．

(予測子ステップの式)

ρM
(m)
αβ

³fδv
δt

´
β
= − ρ

¡hvi(m)e − hwi(m)e

¢ ·A(m)αβ v
(m)
β

+ (F in)
(m)
α + (F ext)

(m)
α (4.10a)

evα = vnα +∆t½γ³fδvδt ´α + (1− γ)³δvδt ´nα
¾

(4.10b)
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(Poisson方程式)

C
(m)
βa · h∇(m)φpiβ = ρC

(m)
βa · evβ (4.10c)

h∇(m)φpiα = −

nFEX
e0=1

(C
(m)
αb φpb)

nFEX
e00=1

Z
Ω
(m)

e00
NαdΩ

(m)

(4.10d)

(修正子ステップの式)

ρM
(m)
αβ

³δv
δt

´(m+1)
β

= ρM
(m)
αβ

³fδv
δt

´
β
+C

(m)
αb

φpb
γ∆t

−
I
Γ
(m)
e

Nα

³ φp
γ∆t

n(m)
´
dΓ(m) (4.10e)

ρM
(m)
αβ v

(m+1)
β = ρM

(m)
αβ evβ +C(m)

αb φpb −
I
Γ
(m)
e

Nα(φpn
(m))dΓ(m) (4.10f)

p(m+1)a = p(m)a +
φpa
γ∆t

(4.10g)

ただし，γ と β は Newmark-β 法のパラメータであり，予測子ステップの式の内力部分と

外力部分はそれぞれ

(内力部分)

(F in)
(m)
α = C

(m)
αb p

(m)
b − µ©(trD(m)

αβ )I + (D
(m)
αβ )

T
ª · v(m)β (4.11a)

(外力部分)

(F ext)
(m)
α = ρM

(m)
αβ b

(m)
β +

I
Γ
(m)
e

Nαt
(m)dΓ(m) (4.11b)

である．また，メッシュの更新式は以下のようになる．

w(m+1)α = wnα +∆t

½
γ
³δw
δt

´(m+1)
α

+ (1− γ)
³δw
δt

´n
α

¾
(4.12a)

x(m+1)α = xnα +∆tw
n
α +∆t

2

½
β
³δw
δt

´(m+1)
α

+
³1
2
− β

´³δw
δt

´n
α

¾
(4.12b)

このとき，上添字 (m) は

max
1≤i≤nFN

|v(m+1)i − v(m)i | < ²2 (4.13)
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となるまで陽的に反復することを意味する．反復計算後に，

(流体の変数)

³δv
δt

´n+1
i

'
³δv
δt

´(m+1)
i

vn+1i ' v(m+1)i

pn+1l ' p(m+1)l

(4.14a)

(メッシュの変数)

³δw
δt

´n+1
i

'
³δw
δt

´(m+1)
i

wn+1i ' w(m+1)i

xn+1i ' x(m+1)i

(4.14b)

とする．係数行列は以下のように定義される．

(質量行列)

M
(m)
αβ =

Z
Ω
(m)
e

NαNβdΩ
(m) (4.15a)

(移流行列)

A
(m)
αβ =

Z
Ω
(m)
e

Nα∇NβdΩ
(m) (4.15b)

(こう配行列)

C
(m)
αb =

Z
Ω
(m)
e

(∇Nα)N
p
b dΩ

(m) (4.15c)

(拡散行列)

D
(m)
αβ =

Z
Ω
(m)
e

∇Nα∇NβdΩ
(m) (4.15d)

また，M
(m)
αβ は質量の集中化

ρM
(m)
αβ =


ρ

Z
Ω
(m)
e

NαdΩ
(m) for α = β

0 for α 6= β

(4.16)

から得られる集中質量行列である．また，hvi(m)e と hwi(m)e は

hvi(m)e =
1

Ω
(m)
e

³Z
Ω
(m)
e

NαdΩ
(m)
´
v(m)α (4.17a)

hwi(m)e =
1

Ω
(m)
e

³Z
Ω
(m)
e

NαdΩ
(m)
´
w(m)α (4.17b)

より求まる速度と任意速度の要素平均値である．
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4.3.2 Hooke弾性体の有限要素法離散化式

有限要素を Ω
(m)
e (1 ≤ e ≤ nSE)として，要素境界を Γ

(m)
e = ∂Ω

(m)
e (1 ≤ e ≤ nSE)とす

る．変位 u(m) は形状関数Ni (1 ≤ i ≤ nSN )で補間される．

(変位の補間関数)

u(m) = Niu
(m)
i (4.18)

単位質量当たりの体積力 b(m) は，変位と同じ形状関数によって補間される．各要素にお

いて，節点 iが局所節点 αに対応する．

(変位の補間関数)

u(m) = Nαu
(m)
α in Ω(m)e (4.19)

陽的な反復計算開始時に，

³d2u
dt2

´(0)
i
'
³d2u
dt2

´n
i³du

dt

´(0)
i
'
³du
dt

´n
i

u
(0)
i ' uni

(4.20)

とおく．m + 1回目の反復において，時間的に離散化した基礎方程式を Galerkin有限要

素法で離散化すると，以下に示されるような各要素に対する有限要素法離散化式が得られ

る．

(運動方程式)

ρ0M
0
αβ

³d2u
dt2

´(m+1)
β

= (F in)
(m)
α + (F ext)

(m)
α (4.21a)

³du
dt

´(m+1)
α

=
³du
dt

´n
α
+∆t

½
γ
³d2u
dt2

´(m+1)
α

+ (1− γ)
³d2u
dt2

´n
α

¾
(4.21b)

u(m+1)α = unα +∆t
³du
dt

´n
α
+∆t2

½
β
³d2u
dt2

´(m+1)
α

+
³1
2
− β

´³d2u
dt2

´n
α

¾
(4.21c)

ただし，運動方程式の内力部分と外力部分はそれぞれ

(内力部分)

(F in)
(m)
α = −

h
λSS

0
αβ + µS

©
(trS0αβ)I + (S

0
αβ)

T
ªi · u(m)β

−©λSS0βγα + µS(S0γαβ + S0αβγ)ª · u(m)β u(m)γ

−
³λS
2
S0αβγ + µSS

0
γβα

´
(u
(m)
β · u(m)γ )

−
³λS
2
S0αδβγ + µSS

0
αβγδ

´
(u
(m)
β · u(m)γ )u

(m)
δ (4.22a)
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(外力部分)

(F ext)
(m)
α = ρ0M

0
αβb

(m)
β +

I
Γ0e

Nαt
(m)
n dΓ0 (4.22b)

である．このとき，上添字 (m) は

max
1≤i≤nSN

¯̄̄̄³du
dt

´(m+1)
i

−
³du
dt

´(m)
i

¯̄̄̄
< ²2 (4.23)

となるまで陽的に反復することを意味する．反復計算後に，

³d2u
dt2

´n+1
i

'
³d2u
dt2

´(m+1)
i³du

dt

´n+1
i

'
³du
dt

´(m+1)
i

un+1i ' u(m+1)i

(4.24)

とする．係数行列は以下のように定義される．

(質量行列)

M0
αβ =

Z
Ω0e

NαNβdΩ
0 (4.25a)

(剛性行列)

S0α =

Z
Ω0e

∇XNαdΩ
0 (4.25b)

S0αβ =

Z
Ω0e

∇XNα∇XNβdΩ
0 (4.25c)

S0αβγ =

Z
Ω0e

∇XNα(∇XNβ ·∇XNγ)dΩ
0 (4.25d)

S0αβγδ =

Z
Ω0e

(∇XNα ·∇XNβ)(∇XNγ ·∇XNδ)dΩ
0 (4.25e)

また，M
0
αβ は質量の集中化

ρ0M
0
αβ =


ρ0
Z
Ω0e

NαdΩ
0 for α = β

0 for α 6= β

(4.26)

から得られる集中質量行列である．
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4.3.3 非圧縮超弾性体のGSMAC有限要素法離散化

有限要素を Ω
(m)
e (1 ≤ e ≤ nSE)として，要素境界を Γ

(m)
e = ∂Ω

(m)
e (1 ≤ e ≤ nSE)とす

る．変位 u(m) は形状関数Ni (1 ≤ i ≤ nSN )で補間され，変換後の圧力 p
(m)
r は形状関数

Np
l (1 ≤ l ≤ npSN )で補間される．

(変位の補間関数)

u(m) = Niu
(m)
i (4.27a)

(変換後の圧力の補間関数)

p(m)r = Np
l p
(m)
rl (4.27b)

単位質量当たりの体積力 b(m) は，変位と同じ形状関数によって補間される．各要素にお

いて，節点 iが局所節点 αに対応し，節点 lが局所節点 aに対応する．

(変位の補間関数)

u(m) = Nαu
(m)
α in Ω(m)e (4.28a)

(変換後の圧力の補間関数)

p(m)r = Np
ap
(m)
ra in Ω(m)e (4.28b)

陽的な反復計算開始時に，

³dv
dt

´(0)
i
'
³dv
dt

´n
i

v
(0)
i ' vni
p
(0)
rl ' pnrl
u
(0)
i ' uni

(4.29)

とおく．m+1回目の反復において，時間的に離散化された基礎方程式から予測子ステップ

の式，Poisson方程式，修正子ステップから成る分離式を導いた後に，分離式をGalerkin

有限要素法で離散化すると，以下に示されるような各要素に対する有限要素法離散化式が

得られる．

(予測子ステップの式)

ρM
(m)
αβ

³fdv
dt

´
β
= (F in)

(m)
α + (F ext)

(m)
α (4.30a)

evα = vnα +∆t½γ³fdvdt ´α + (1− γ)³dvdt ´nα
¾

(4.30b)
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(Poisson方程式)

C
(m)
βa · h∇(m)φpiβ = ρC

(m)
βa · evβ (4.30c)

h∇(m)φpiα = −

nSEX
e0=1

(C
(m)
αb φpb)

nSEX
e00=1

Z
Ω
(m)

e00
NαdΩ

(m)

(4.30d)

(修正子ステップの式)

ρM
(m)
αβ

³dv
dt

´(m+1)
β

= ρM
(m)
αβ

³fdv
dt

´
β
+
C
(m)
αb φpb
γ∆t

−
I
Γ
(m)
e

Nα

³φpn(m)
γ∆t

´
dΓ(m) (4.30e)

ρM
(m)
αβ v

(m+1)
β = ρM

(m)
αβ evβ +C(m)

αb φpb −
I
Γ
(m)
e

Nα(φpn
(m))dΓ(m) (4.30f)

p(m+1)a = p(m)a +
φpa
γ∆t

(4.30g)

(変位の更新式)

u(m+1)α = unα +∆tv
n
α +∆t

2

½
β
³dv
dt

´(m+1)
α

+
³1
2
− β

´³dv
dt

´n
α

¾
(4.30h)

ただし，運動方程式の内力部分と外力部分はそれぞれ

(内力部分)

(F in)
(m)
α = C

(m)
αb p

(m)
rb − 2

µD∂W
∂eIB

E(m)
e

+ 2
D ∂W

∂ eIIB
E(m)
e

¶
S0α

−2
µD∂W

∂eIB
E(m)
e

+
D ∂W

∂ eIIB
E(m)
e

¶
(trS0αβ)u

(m)
β

−2
D ∂W

∂ eIIB
E(m)
e

·©
2S0αβ − (S0αβ)T

ª · u(m)β + 2S0γβα · (u(m)β u(m)γ )T

+(S0αβγ − S0γβα)(u(m)β · u(m)γ )

−(S0αβγ + S0γβα) · u(m)β u(m)γ

+SN2αβγδ

©
u
(m)
β (u(m)γ · u(m)δ )− (u(m)β · u(m)γ )u

(m)
δ

ª
(̧4.31a)

(外力部分)

(F ext)
(m)
α = ρM

(m)
αβ b

(m)
β +

I
Γ0e

Nαt̃
(m)
dΓ0 (4.31b)

である．このとき，上添字 (m) は

max
1≤i≤nSN

¯̄̄̄³du
dt

´(m+1)
i

−
³du
dt

´(m)
i

¯̄̄̄
< ²2 (4.32)
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となるまで陽的に反復することを意味する．反復計算後に，

³dv
dt

´(0)
i
'
³dv
dt

´n
i

v
(0)
i ' vni
p
(0)
rl ' pnrl
u
(0)
i ' uni

(4.33)

とする．また，左 Cauchy-Green変形Bの要素平均値

hBi(m)e = I +
1

Ω0e

©
S0αu

(m)
α + u(m)α S0α + (trS

0
αβ)u

(m)
α u

(m)
β

ª
(4.34)

と低減不変量の定義式を用いると，完全 3次の場合における弾性定数の要素平均値は以下

のようになる．D∂W
∂eIB

E(m)
e

= c10 + c11
¡h eIIBi(m)e − 3¢+ 2c20¡heIBi(m)e − 3¢

+2c21
¡heIBi(m)e − 3¢¡h eIIBi(m)e − 3¢+ c12(h eIIBi(m)e − 3¢2

+3c30
¡heIBi(m)e − 3¢2 (4.35a)

D ∂W

∂ eIIB
E(m)
e

= c01 + c11
¡heIBi(m)e − 3¢+ 2c02¡h eIIBi(m)e − 3¢

+c21(heIBi(m)e − 3¢2 + 2c12¡heIBi(m)e − 3¢¡h eIIBi(m)e − 3¢
+3c03

¡h eIIBi(m)e − 3¢2 (4.35b)

4.3.4 流体と固体の連成系の離散化式

図 4.1のような流体領域と固体領域を考える．流体の境界では ΓF1 ∩ ΓF2 = φであり，

以下に示す現配置の境界条件が与えられる．

(基本境界条件)

v = v on ΓF1 (4.36a)

(自然境界条件)

t = t on ΓF2 (4.36b)

ただし，tは真応力である．また，固体の境界では ΓS1 ∩ ΓS2 = φであり，以下に示す基

準配置の境界条件が与えられる．

(基本境界条件)

u = u on Γ0S1 (4.37a)
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(自然境界条件)

tn = tn on Γ0S2 (4.37b)

ただし，tn は公称応力である．さらに，流体と固体の界面上では以下の条件が成り立つ．

(連続条件)

v
¯̄
Fluid

=
du

dt

¯̄̄
Solid

on ΓI (4.38a)

(平衡条件)

(n · T )¯̄
Fluid

+ (n · T )¯̄
Solid

= 0 on ΓI (4.38b)

ただし，nは境界外向きの単位法線ベクトル，T は Cauchy応力である．

式(4.10a)の流体全要素の総和と式(4.21a)または式(4.30a)の固体全要素の総和を足すと

(非圧縮Newton流体とHooke弾性体)

nFEX
e=1

½
ρM

(m)
αβ

³fδv
δt

´
β

¾
+

nSEX
e=1

½
ρ0M

0
αβ

³d2u
dt2

´(m+1)
β

¾

=

nFEX
e=1

n
−ρ¡hvi(m)e − hwi(m)e

¢ ·A(m)αβ v
(m)
β + (F in)

(m)
α + (F ext)

(m)
α

o
+

nSEX
e=1

n
(F in)

(m)
α + (F ext)

(m)
α

o
(4.39a)

(非圧縮Newton流体と非圧縮超弾性体)

nFEX
e=1

½
ρM

(m)
αβ

³fδv
δt

´
β

¾
+

nSEX
e=1

½
ρM

(m)
αβ

³fdv
dt

´
β

¾

=

nFEX
e=1

n
−ρ¡hvi(m)e − hwi(m)e

¢ ·A(m)αβ v
(m)
β + (F in)

(m)
α + (F ext)

(m)
α

o
+

nSEX
e=1

n
(F in)

(m)
α + (F ext)

(m)
α

o
(4.39b)

となる．非圧縮Newton流体の基礎方程式における外力部分は

nFEX
e=1

(F ext)
(m)
α =

nFEX
e=1

³
ρM

(m)
αβ b

(m)
β

´
+

Z
Γ
(m)
F2

Nαt
(m)dΓ(m) +

Z
Γ
(m)
I

Nα(n
(m) · T (m))dΓ(m) (4.40)

であり，弾性体の基礎方程式における外力部分は
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(Hooke弾性体)

nSEX
e=1

(F ext)
(m)
α =

nSEX
e=1

³
ρ0M

0
αβb

(m)
β

´
+

Z
Γ0S2

Nαtn
(m)dΓ0 +

Z
Γ0I

Nα

©
n0 · S(m) · (F (m))TªdΓ0

=

nSEX
e=1

³
ρ0M

0
αβb

(m)
β

´
+

Z
Γ0S2

Nαtn
(m)dΓ0 +

Z
Γ
(m)
I

Nα(n
(m) · T (m))dΓ(m) (4.41a)

(非圧縮超弾性体)

nSEX
e=1

(F ext)
(m)
α =

nSEX
e=1

³
ρM

(m)
αβ b

(m)
β

´
+

Z
Γ0S2

Nαtn
(m)dΓ0 +

Z
Γ0I

Nα

©
n0 · S(m) · (F (m))TªdΓ0

=

nSEX
e=1

³
ρM

(m)
αβ b

(m)
β

´
+

Z
Γ0S2

Nαtn
(m)dΓ0 +

Z
Γ
(m)
I

Nα(n
(m) · T (m))dΓ(m) (4.41b)

である．界面上の平衡条件より，式(4.40)と式(4.41)における界面での面積力部分が相殺

される．よって，流体と固体の連成系の離散化式は以下のようになる．

(非圧縮Newton流体とHooke弾性体)

nFEX
e=1

½
ρM

(m)
αβ

³fδv
δt

´
β

¾
+

nSEX
e=1

½
ρ0M

0
αβ

³d2u
dt2

´(m+1)
β

¾

=

nFEX
e=1

n
−ρ¡hvi(m)e − hwi(m)e

¢ ·A(m)αβ v
(m)
β + (F in)

(m)
α + ρM

(m)
αβ b

(m)
β

o
+

nSEX
e=1

n
(F in)

(m)
α + ρ0M

0
αβb

(m)
β

o
+

Z
Γ
(m)
F2

Nαt
(m)dΓ(m) +

Z
Γ0S2

Nαtn
(m)dΓ0 (4.42a)
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(非圧縮Newton流体と非圧縮超弾性体)

nFEX
e=1

½
ρM

(m)
αβ

³fδv
δt

´
β

¾
+

nSEX
e=1

½
ρM

(m)
αβ

³fdv
dt

´
β

¾

=

nFEX
e=1

n
−ρ¡hvi(m)e − hwi(m)e

¢ ·A(m)αβ v
(m)
β + (F in)

(m)
α + ρM

(m)
αβ b

(m)
β

o
+

nSEX
e=1

n
(F in)

(m)
α + ρM

(m)
αβ b

(m)
β

o
+

Z
Γ
(m)
F2

Nαt
(m)dΓ(m) +

Z
Γ0S2

Nαtn
(m)dΓ0 (4.42b)

となる．また，界面上の連続条件より

(非圧縮Newton流体とHooke弾性体)³fδv
δt

´¯̄̄
Fluid

=
³δv
δt

´¯̄̄(m+1)
Fluid

=
³d2u
dt2

´¯̄̄(m+1)
Solid

on ΓI (4.43a)

(非圧縮Newton流体と非圧縮超弾性体)³fδv
δt

´¯̄̄
Fluid

=
³fdv
dt

´¯̄̄
Solid

on ΓI (4.43b)

が成り立ち，連成系の離散化式(4.42)における界面上の加速度を求めることができる．た

だし，流体の圧力修正において界面上の加速度は修正されないとする．

4.3.5 流体と固体の連成解析アルゴリズム

上述した数値計算法を含むGSMAC-ALE有限要素法の流れ図を図 4.2に示す．外側に

位置する陽的な反復計算および内側に位置する速度と圧力の同時緩和反復計算から成る 2

重の反復計算となる．ただし，図 4.2 (b)における eDlは修正された速度の発散を圧力の節

点平均した値を意味し，²1 は非圧縮拘束条件の収束判定基準である．

非圧縮Newton流体とHooke弾性体の連成解析の計算手順を以下に示す．非圧縮Newton

流体の代表的な変数を {v, p,w}，Hooke弾性体の代表的な変数を {u}とする．界面では，

流体の変数 {v}と固体の変数 {u}を考える．

(1) 時刻 tnにおける固体領域の {un}，流体領域の {vn, pn,wn}，界面上での {un,vn}が
既知とする．

(2) 陽的なNewmark-β法の反復計算回数をm = 0とおき，固体領域で {u(0)} = {un}，流

体領域で {v(0), p(0),w(0)} = {vn, pn,wn}，界面上で {u(0),v(0)} = {un,vn}とする．



第 4章 GSMAC-ALE有限要素法に基づいた流体固体連成解析 118

(3) 流体と固体の連成式を計算すると，固体領域で {u(m+1)}，流体領域で {ev, p(m),w(m)}，
界面上で {u(m+1),v(m+1)}となる．

(4) 流体領域で速度と圧力の同時緩和反復計算を行い，流体の速度 evと圧力 p(m)が修正さ

れる．流体領域で {v(m+1), p(m+1),w(m)}となり，界面上で {u(m+1),v(m+1)}となる．

(5) 界面速度v(m+1)より，流体メッシュ速度w(m+1)が求まり，流体領域で{v(m+1), p(m+1),
w(m+1)}となる．

(6) |v(m+1) − v(m)| ≤ ²2 ならば，固体領域で {un+1} = {u(m+1)}，流体領域で {vn+1,
pn+1,wn+1} = {v(m+1), p(m+1),w(m+1)}，界面上で{un+1,vn+1} = {u(m+1),v(m+1)}
として，時間進行する．|v(m+1) − v(m)| > ²2 ならば，(m+ 1)→ (m)とおき，(3)か

ら (6)までの手順を繰り返す．

非圧縮Newton流体と非圧縮超弾性体の連成解析の計算手順を以下に示す．非圧縮New-

ton流体の代表的な変数を {v, p,w}，非圧縮超弾性体の代表的な変数を {u,v, pr}とする．

界面では，流体の変数 {v}と固体の変数 {u,v}を考える．

(1) 時刻 tnにおける固体領域の {un,vn, pnr }，流体領域の {vn, pn,wn}，界面上での {un,
vn}が既知とする．

(2) 陽的な Newmark-β 法の反復計算回数をm = 0とおき，固体領域で {u(0),v(0), p(0)r }
= {un,vn, pnr }，流体領域で {v(0), p(0),w(0)} = {vn, pn,wn}，界面上で {u(0),v(0)} =
{un,vn}とする．

(3) 流体と固体の連成式を計算すると，固体領域で {u(m), ev, p(m)r }，流体領域で {ev, p(m),
w(m)}，界面上で {u(m), ev}となる．

(4) 固体領域で速度と圧力の同時緩和反復計算を行い，固体の速度 evと変換された圧力 p
(m)
r

が修正される．固体領域で{u(m+1),v(m+1), p(m+1)r }となり，界面上で{u(m+1),v(m+1)}
となる．

(5) 流体領域で速度と圧力の同時緩和反復計算を行い，流体の速度 evと圧力 p(m)が修正さ

れる．流体領域で {v(m+1), p(m+1),w(m)}となり，界面上で {u(m+1),v(m+1)}となる．

(6) 界面速度v(m+1)より，流体メッシュ速度w(m+1)が求まり，流体領域で{v(m+1), p(m+1),
w(m+1)}となる．

(7) |v(m+1) − v(m)| ≤ ²2 ならば，固体領域で {un+1,vn+1, pn+1r } = {u(m+1),v(m+1),
p
(m+1)
r }，流体領域で {vn+1, pn+1,wn+1} = {v(m+1), p(m+1),w(m+1)}，界面上で {
un+1,vn+1} = {u(m+1),v(m+1)}として，時間進行する．|v(m+1) − v(m)| > ²2 なら

ば，(m+ 1)→ (m)とおき，(3)から (7)までの手順を繰り返す．
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4.3.6 提案する連成計算方法の適用範囲

高Reynolds数流れでない流体と固体の連成解析では，固体の時間積分における時間刻み

幅の制約が厳しくなる．本計算方法では，流体の時間刻み幅は固体の時間刻み幅に合わせる

ことが必要となる．固体の時間積分に陽的な解法を用いる場合に，物質を伝わる波を要素内

で捉える必要がある．そのため，固体の時間刻み幅∆tSはCFL(Courant-Friedrichs-Lewy)

条件

cS∆tS
LS

≤ 1 (4.44)

から見積もることができる．ただし，LS は固体要素の代表長さ，cS は弾性体を伝播する

波の速度である．線形弾性体を仮定すると，縦波と横波の速度はそれぞれ

(縦波の速度)

c(l) =

s
λS + 2µS

ρ

=

s
ES
ρ

(1− νS)
(1 + νS)(1− 2νS) (4.45a)

(横波の速度)

c(t) =

r
µS
ρ

=

s
Es
ρ

1

2(1 + νs)
(4.45b)

となる．この波の速度を cSと考えれば，固体解析の時間刻み幅を評価できる．密度はYoung

率ほどオーダーとして固体間で異なることはないので，cS への影響は小さいと考えられ

る．Poisson比が 0.4より小さい場合には cS への影響は小さい．ただし，圧縮性が小さい

場合には Poisson比が 0.5に近くなり，縦波の速度は非常に大きくなるために，CFL条件

が厳しくなる．本研究で用いた非圧縮超弾性体解析では，縦波として伝播する圧力を陰的

に時間進行することによって，厳しいCFL条件を回避している．Young率が 0.1～10MPa

程度であるような軟らかい固体と流体が相互作用する問題には，固体の時間刻み幅を大き

く設定可能であり，計算機記憶容量も小さい本計算方法が他の計算方法より有効である．

4.4 弾性板の2次元渦励振問題

渦励振は，流体中の固体から放出される渦に伴う非定常な流体力による強制振動である．

渦放出周波数が固体の固有振動数に接近すると，円柱の固有振動に同期して渦が放出さ

れるロックイン現象が起こる．渦励振より高速な流れ場で生じる自励振動として，フラッ
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ターが挙げられる．フラッターは，固体の運動によって流れ場が変化し，その流体力が固

体へ作用するようなフィードバックによって生じる．フラッターの種類として，ねじれフ

ラッター，曲げねじれフラッター，ギャロッピングなどが挙げられる (4.11)(4.12)．

提案した連成解析の計算方法が流体と固体の相互作用が大きい問題に対して有効である

かを検証するために，剛体角柱からの放出渦と剛体角柱に付属した弾性板が相互作用する

2次元渦励振問題を扱う．解析モデルと境界条件を図 4.3に示す．初期条件として，インパ

ルシブに空気が流入する．本解析では，剛体角柱に付属した弾性板をHooke弾性体または

非圧縮超弾性体として扱う．表 4.1に空気，Hooke弾性体，非圧縮超弾性体の物性値を示

す．Reynolds数を計算すると，Re = LrVr/(µ/ρ) ' 332である．圧縮超弾性体の Young

率は，微小変形時の 6(c10 + c01)で評価すると約 1.14MPaである．図 4.4に示されるよう

な要素を用いて，流速と固体変位を 1次補間した場合の結果と 2次補間した場合の結果を

比較する．解析メッシュを図 4.5に示す．メッシュAとメッシュBでは，流速と固体変位の

全自由度数を同じに設定する．メッシュCは，メッシュBを弾性板の軸方向に要素を半分

にしたものである．本解析では固体の時間刻み幅の制約が流体の時間刻み幅の制約より厳

しくなる．固体を伝播する波を要素内で十分に捉えることができるように，時間刻み幅を

メッシュAとメッシュBでは 1.0× 10−5 s，メッシュCでは 5.0× 10−6 sと設定する．メッ

シュの制御方法として，弾性板の壁面から流体領域の遠方へ線形に変化するように ALE

法のメッシュ速度を与える．同時緩和反復計算の収束判定は ²1 = 1.0 × 10−3 Vr/Lr，陽

的な反復計算の収束判定は ²2 = 1.0 × 10−6 Vr である．Newmark-β 法のパラメータは，

γ = 0.6，β = 0.3025 とする．

4.4.1 本解析の問題設定

先端で曲げモーメントを与えた場合における解析に用いる弾性板の曲げ変形を動解析し，

固体変位を 1次補間した場合の shear lockingの影響を調べる．板先端での応力は，中立

面で零，板の厚さ方向に 500 Paまで線形に変化するように与える．図 4.6に弾性板先端

の変位の時刻歴を示す．図 4.6 (b)に示される 2次補間Q2要素の変位解を見ると，軸方向

に 20要素を用いると振動数と振幅に対するメッシュ依存性の影響は非常に小さくなるこ

とがわかる．一方，図 4.6 (b)に示される 1次補間Q1要素の変位解を見ると，要素数が少

ないと shear lockingにより固い解が得られてしまい，メッシュ依存性の影響を小さくす

るには軸方向に 320要素を用いる必要があることがわかる．shear lockingとは，変位に 1

次補間を用いた場合に，曲げ変形によるひずみがせん断ひずみとして過剰に評価されるこ

とが原因である数値計算上の誤差である．FFT (Fast Fourier Transform)によって厳密解

に近い値であると考えられる 2次補間 20要素の変位解を Fourier解析すると，固有振動数

として 0.65 Hzと 3.9 Hzが得られる．
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弾性板が剛体である場合のRe = 332における渦放出を調べる．Reynolds数は比較的小

さく，フラッターが生じるような高速な流れ場ではない．Q2Q1要素のメッシュAとQ1Q0

要素のメッシュBを用いる．剛体板に作用する揚力の振動数をFFTにより Fourier解析す

ると，渦放出周波数 5.9Hz，12.7Hz，18.6Hzが得られる．メッシュAとメッシュBでは，

高次の周波数 18.6Hzのスペクトルの大きさに違いがあるものの，他の周波数とスペクト

ルは一致する．Q1Q0 要素のメッシュAを用いた結果の速度分布と圧力分布を図 4.7に示

す．角柱側面近傍での速度の大きさは非常に小さく，その方向は主流と逆向きである．ま

た，角柱側面における圧力回復も見られない．このことから，せん断層は常に角柱前縁か

ら剥離し続け，せん断層が交互に側面に再付着することはない渦放出のパターン (4.12) で

あることがわかる．

剛体角柱からの渦放出周波数と弾性板の低次の固有振動数は大きく異なる．すなわち，

ロックインが生じない渦励振の範囲である．図 4.8に流速と渦放出周波数の関係および流

速と弾性体の振幅の関係を本研究で扱われる条件と共に概略的に示す．

4.4.2 弾性板がHooke弾性体の場合

空気と Hooke弾性体の連成解析より，提案した計算方法を評価する．得られた結果は

Wallらの結果 (4.6) と比較される．Wallらは，界面でデータを受け渡す弱連成法を用いて

いる．Wallらが用いた要素は，流体にQ1Q1要素，固体にQ2要素である．メッシュAと

メッシュBでは，固体変位の全自由度数はWallらと同じであり，流速の全自由度数はWall

らの結果より全自由度数は多い．Wallらの解析では流体の全自由度数は約 19000である

が，本解析ではMesh Aで 20230 (速度 17920，圧力 2310)，Mesh Bで 26600 (速度 17920，

圧力 8680)，Mesh Cで 37320 (速度 25120，圧力 12200)である．Wallらの結果と比較す

ることによって，計算される物理現象の定性的な評価，流体と連成した弾性板の振動数に

対する定量的な評価を行う．

メッシュAとメッシュCを用いた場合の各時刻における圧力分布を図 4.9と図 4.10にを

示す．計算を開始すると，剛体の角柱から板の側面で対称な渦が放出する (図 4.9 (a)また

は図 4.10 (a)参照)．図 4.9 (b)や図 4.10 (b)に示すように約 1s経過すると流れ場は非対

称となり始め，その後非対称な渦が放出されるようになる．弾性板は，図 4.9 (c)から (h)

や図 4.10 (c)から (h)に示すようにその側面に作用する流体力の差によって振動するよう

になる．用いた要素の種類により弾性板の変形形状に違いがあるが，本計算方法によって，

放出渦と弾性板との相互作用を捉えることが可能であると考えられる．弾性板先端での変

位の時刻歴をWallらの結果と共に図 4.11に示す．本解析結果は，振動の開始時刻が異な

るものの，低次の振動数はWallらに近い値となることがわかる．この低次の振動数は，固

体の固有振動数より大きい．図 4.7に変位の時刻歴を Fourier解析した結果を示す．2次補
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間のメッシュAの変位では，Wallらと高次の振動数の影響が同じ程度であるが，低次の振

動数の影響は小さい．1次補間のメッシュBの変位では，Wallらと低次の振動数の影響が

同じ程度であるが，高次の振動数の影響は小さい．軸方向に要素数を増やしたメッシュC

の変位では，メッシュBの変位より低次の振動数の影響が小さくなり，メッシュAの変位

のように高次の振動数の影響が大きくなる．これは，メッシュBの変位では，固体要素の

shear lockingによって高次の振動数の影響が小さくなっていると考えられる．Wallらの

解析結果は本解析結果と比べて流体の全自由度が少ないが，流速に 1次，固体変位に 2次

補間を用いているために，メッシュAとメッシュBの特徴を有することがわかる．

4.4.3 弾性板が非圧縮超弾性体の場合

空気と非圧縮超弾性体の連成解析より，流体と固体が非圧縮拘束条件を有する場合にお

ける計算方法を評価する．連成解析における非圧縮超弾性体の全面積の保存性が検証さ

れる．

メッシュAとメッシュCを用いた場合の各時刻における圧力分布を図 4.13と図 4.14に

を示す．弾性板がHooke弾性体である場合と同様に，板側面に作用する流体力の差によっ

て，板は振動するようになる．板の先端での変位の時刻履歴を図 4.15に示す．1次補間の

メッシュBの変位では，shear lockingの影響によって振幅が非常に小さくなることがわか

る．軸方向に要素数を増やしたメッシュCの変位では，shear lockingの影響は小さくなり，

2次補間のメッシュAの変位に近い値となる．図 4.16に変位の時刻歴を Fourier解析した

結果を示す．メッシュBを用いた変位の周期が shear lockingで小さくなるために，振動

数はメッシュAやメッシュCより大きくなることが確認できる．固体領域の全面積の履歴

を図 4.17に示す．固体領域の全面積の変化は 3.5 × 10−5 %以内である．本研究で提案し

た連成解析方法では，速度と圧力の同時緩和反復計算によって，非圧縮超弾性体の面積は

良好に保存されることがわかる．提案した流体と非圧縮超弾性体の連成解析の計算方法に

よって，流体と固体が非圧縮拘束条件を持つ場合においても，十分に解析可能であると考

えられる．

4.5 第4章の結言

GSMAC-ALE有限要素法を基にして，流体と軟らかい固体の連成問題に有効である，低

容量かつ高速計算に適した陽的な反復計算方法を提案した．提案した連成解析の計算方法

が流体と固体の相互作用が大きい問題に対して有効であるかを検証するために，剛体角柱

に付属した弾性板の 2次元渦励振問題を扱った．剛体角柱から渦が放出されると，弾性板

はその側面に作用する流体力の差によって振動するようになった．本計算方法を用いるこ
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とによって，弾性板の渦励振を捉えることができた．弾性板をHooke弾性体の場合には，

2次補間の変位解は低次の振動数の影響がWallらの結果より小さくなるが，高次の振動

数の影響が同程度となった．一方，自由度数が同じ 1次補間の変位解は低次の振動数の影

響がWallらの結果と同じ程度であるが，固体要素の shear lockingにより高次の振動数の

影響が小さくなった．このとき，軸方向に要素数を増やすと，高次の振動数の影響は大き

くなる．弾性板が非圧縮超弾性体の場合では，shear lockingにの影響により自由度数が同

じ 1次補間の変位解の振幅が 2次補間の変位解に比べて非常に小さくなった．このとき，

1次補間のメッシュにおいて軸方向に要素数を増やすと，振幅は大きくなり，2次補間の

変位解に近づく．弾性板が非圧縮超弾性体の場合では，振動する非圧縮超弾性体の面積は

良好に保存された．よって，流体と固体が非圧縮拘束条件を持つ場合においても，十分に

解析可能であると考えられる．ホース内部の非定常流のような実際問題を 3次元解析する

ことが今後の課題となる．
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第4章の表および図

表 4.1 計算データ

図 4.1 流体領域と固体領域

図 4.2 流体と固体の連成系を解析するためのGSMAC-ALE有限要素法アルゴリズムの

流れ図

図 4.3 解析モデルと境界条件

図 4.4 流体と固体の連成系を解析するための 4角形要素

図 4.5 解析メッシュ

図 4.6 弾性板先端における変位の時刻歴 (Hooke弾性体)

図 4.7 速度ベクトルと圧力分布 (t = 4.9 s)

図 4.8 速度と渦放出周波数または速度と振幅の関係 (◦: 本研究で扱われた条件)

図 4.9 圧力分布 (Mesh A, 流体: Q2Q1 要素，固体: Q2 要素)

図 4.10 圧力分布 (Mesh C, 流体: Q1Q0 要素，固体: Q0 要素)

図 4.11 弾性板先端における変位の時刻歴 (Hooke弾性体)

図 4.12 弾性板の振動数 (Hooke弾性体)

図 4.13 圧力分布 (Mesh A, 流体: Q2Q1 要素，固体: Q2Q1 要素)

図 4.14 圧力分布 (Mesh C, 流体: Q1Q0 要素，固体: Q1Q0 要素)

図 4.15 弾性板先端における変位の時刻歴 (非圧縮超弾性体)

図 4.16 弾性板の振動数 (非圧縮超弾性体)

図 4.17 固体領域の全面積の時刻歴
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Table 4.1 Calculation data

(a) Incompressible Newtonian fluid (air)

ρ 1.18 kg/m3

µ 1.82× 10−5 Pa

(b) Hookean elastic material

ρ0 2.0× 103 kg/m3

ES 2.0× 105 Pa

νS 0.35

(c) Incompressible hyperelastic material

ρ 1.0× 103 kg/m3

c10 1.81222092× 105 Pa

c01 9.95175450× 103 Pa

c11 −1.51094601× 102 Pa

c20 −2.11709610× 103 Pa

c02 0.0

c21 0.0

c12 0.0

c30 5.00884866× 101 Pa

c03 0.0
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Fig.4.1 The definition of fluid domain and solid domain
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Fig.4.2 The flowchart of ALE GSMAC-FEM for analyzing fluid-solid coupled system
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Fig.4.3 Analysis model and boundary conditions

Fig.4.4 Quadrilateral elements for analyzing fluid-solid coupled analysis
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Fig.4.5 Analysis meshes
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Fig. 4.6 Time histories of displacement at the tip of elastic plate (Hookean elastic
material)
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Fig.4.7 Velocity vectors and pressure contours (t = 4.9 s)
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Fig.4.8 The relationship between velocity and frequency of vortex shedding, or velocity
and amplitude of vibration (◦: the condition treated in the present study)
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Fig.4.9 Pressure contours (Mesh A, fluid: Q2Q1 element, solid: Q2 element)
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Fig.4.10 Pressure contours (Mesh C, fluid: Q1Q0 element, solid: Q1 element)
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Fig.4.11 Time histories of displacement at the tip of elastic plate (Hookean elastic
material)

Fig.4.12 The frequencies of elastic plate (Hookean elastic material)
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Fig.4.13 Pressure contours (Mesh A, fluid: Q2Q1 element, solid: Q2Q1 element)
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Fig.4.14 Pressure contours (Mesh C, fluid: Q1Q0 element, solid: Q1Q0 element)
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Fig. 4.15 Time histories of displacement at the tip of elastic plate (incompressible
hyperelastic material)

Fig.4.16 The frequencies of displacement at the tip of elastic plate (incompressible
hyperelastic material)
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Fig.4.17 Time histories of the area of total solid domain　
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第5章 結言

工業製品で多く用いられるゴム製部品や軟らかい生体組織である血管壁，心臓弁，眼球

網膜などは，流体力によって非常に変形しやすく，流体との相互作用は計算機負荷が大き

い問題である．本研究では，軟らかい固体の固有振動数が小さいこと，強連成における

流体と固体への高次要素の適用，低容量・高速計算に適した非圧縮超弾性体の動解析方法

の必要性に着目した．そこで，速度と圧力の分離型の有限要素法の 1つである GSMAC

(Generalized-Simplified Marker And Cell) 有限要素法に基づいて，流体と軟らかい固体

との連成解析が可能な計算機負荷の小さい陽的な計算方法を提案して，その有効性に対す

る検証を行った．以下に，本論文の構成および各章における知見を示す．

第 1章では，本研究における背景，目的および論文の全体構成ついて述べた．

第 2章では，要素形状と補間次数に制限されないように拡張されたGSMAC有限要素法

の Poissonソルバーによって cavity内強制対流を十分解析でき，離散化 Poisson方程式を

優対角近似する方法および圧力の節点に対する速度と圧力の同時緩和法の妥当性が確認で

きた．2次元 cavity内強制対流の解析において，4角形要素ではQ2Q1要素，3角形要素で

は P+1 P1要素とP+2 P1要素のように，同時緩和反復の収束性が良い補間関数の組み合わせ

を見つけることができた．4角形のQ2Q1 要素と 3角形の P+2 P1 要素による混合メッシュ

も用いることが可能であることも示したが，複雑形状を有する問題ではない 2次元 cavity

内強制対流ではその利点を十分に示すことができなかった．それ故に，複雑形状を有する

流れ場の解析に対する混合メッシュを用いた本手法の有効性を示すことが今後の課題であ

る．2次元 cavity内強制対流の解析の結果を考慮して，6面体要素ではQ2Q1要素，4面体

要素では P+1 P1 要素と P++2 P1 要素を用いて，3次元 cavity内強制対流の解析を行い，拡

張した Poissonソルバーが 3次元解析へも十分に適用できることがわかった．

第 3章では，「変形こう配の第３不変量が 1であること」と「速度の発散が零であるこ

と」の等価性に着目して，従来用いられてきた Lagrange未定乗数法やペナルティ法では

なく，速度と圧力の分離型の有限要素法によって非圧縮超弾性体の挙動を計算できる方法

を提案し，その実用化に向けて検証を行った．まず，Q1Q0要素，Q2Q1要素，P+1 P1要素，

P+2 P1 要素 (P++2 P1 要素) を用いて単純な変形問題を解析し，静的な状態の近似値は厳密

値と良好に一致した．このとき，速度と圧力の分離型の有限要素法の特徴であるサイクル

誤差自己調整の原理が働き，体積誤差が蓄積されるようなことはなく，体積保存が十分な
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精度で成り立つことを確認できた．次に，大変形時の高分子材料が有する硬化特性を表す

ことができるように，要素平均値を用いた弾性定数の計算方法を導入した．作成した S字

型応力ひずみ曲線は厳密値と良好に一致し，高次Mooney-Rivlin体の変形挙動を表すこと

が可能であることがわかった．最後に，特異性が存在する押し込み問題を解析し，1次要

素の使用が特異点付近の圧力場の精度悪化に大きく影響を及ぼすことがわかった．今後，

陽的な接触方法を導入することによって，非圧縮超弾性体の様々な動的な問題が解析でき

るようになると考えられる．例えば，ゴムの球を壁に当てて跳ね返すような問題などの非

圧縮超弾性体の様々な動的な問題が解析も可能となる．

第 4章では，流体とゴムのような軟らかい固体を解析するために，GSMAC-ALE (Ar-

bitrary Lagrangian-Eulerian)有限要素法に基づいた陽的な流体固体連成計算方法を提案

した．陽的な反復計算によって，次の時刻における流体と固体の連成系の離散化式を満足

するようにして，時間進行の安定性を向上させた．流体と固体の相互作用が大きい問題に

対する有効性を検証するために，剛体角柱に付属した弾性板の 2次元渦励振問題を扱った．

まず，弾性板がHooke弾性体の場合を扱った．計算を開始すると，剛体の角柱から板の側

面で対称な渦が放出した．時間が経過すると，流れ場は非対称となり，非対称な渦が放出

されるようになった．そして，弾性板はその側面に作用する流体力の差によって振動する

ようになった．このとき，本計算方法から得られた低次の振動数はWallらの計算結果と

近い値を示した．流速と固体変位に 2次補間を用いた場合の変位解は，高次の振動数の影

響が大きくなった．流速と固体変位に 1次補間を用いた場合の変位解は，高次の振動数の

影響が小さくなった．弾性板軸方向に 1次要素の分割数を増やすと，2次補間の変位解の

ように高次の振動数の影響が大きくなった．本計算方法によって，放出渦と弾性板との相

互作用を捉えることができた．次に，弾性板を非圧縮超弾性体として扱った．固体変位に

1次補間を用いると，shear lockingにより解が固くなり，振幅が非常に小さくなった．固

体変位に 2次補間を用いると，shear lockingを回避できることが確認できた．固体変位に

1次補間を用いた場合に，弾性板の軸方向に分割数を増やすと，固体変位に 2次補間を用

いた解に近くなった．また，面積の時刻歴から固体領域の全体積は良好に保存されること

も確認できた．提案した計算方法によって，流体と固体が非圧縮拘束条件を持つ場合にお

いても，その連成現象を十分に解析できた．ホース内部の非定常流のような実際問題を 3

次元解析することが今後の課題となる．3次元解析では，計算の大規模化に伴う並列計算

の導入も今後必要となると考えられる．
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