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記号表

m : 剛体の質量

J : 剛体の慣性モーメント（三自由度の場合）

Jφ : ロータの慣性モーメント　

Ix : 剛体の慣性モーメント（六自由度の場合）

Iy : 剛体の慣性モーメント（六自由度の場合）

Iz : 剛体の慣性モーメント（六自由度の場合）

Ixy : 剛体の慣性乗積（六自由度の場合）

Ixz : 剛体の慣性乗積（六自由度の場合）

Iyx : 剛体の慣性乗積（六自由度の場合）

Izy : 剛体の慣性乗積（六自由度の場合）

Iyz : 剛体の慣性乗積（六自由度の場合）

Izx : 剛体の慣性乗積（六自由度の場合）

Fx : 剛体の重心に作用する x方向の力　

Fy : 剛体の重心に作用する y方向の力　

Fz : 剛体の重心に作用する z方向の力　

Mx : 剛体の重心に作用する x軸回りのモーメント　

My : 剛体の重心に作用する y軸回りのモーメント　

Mz : 剛体の重心に作用する z軸回りのモーメント　

p : ばねの弾性主軸

q : ばねの弾性主軸

s : ばねの弾性主軸

α : ばねの傾斜角

kp : ばね定数 (p方向)

kq : ばね定数 (q 方向)

ks : ばね定数 (s方向)

cp : 粘性減衰定数 (p方向)

cq : 粘性減衰定数 (q 方向)

l : ばねの取り付け長さ

h : 剛体の弾性支持面からの重心高さ

b : ばね取り付け部から剛体の弾性支持面中心までの距離

ci : ばね取り付け部から重心までの x軸方向の距離　
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G : 剛体の重心

∆m : 不釣り合い質量

r : 不釣り合い質量の回転半径

φ : 不釣り合い質量の回転角

O : 座標原点

z : 剛体の上下方向変位

y : 剛体の左右方向変位

x : 剛体の前後方向変位

θ : 剛体のローリング角

ψ : 剛体のヨーイング角

ϕ : 剛体のピッチング角

i : 回路内に流れる電流

v : 印加電圧

V0 : 公称電圧

R : 端子間抵抗

Le : 端子間インダクタンス

C : 摩擦抵抗定数

kt : トルク定数

ke : 起電力定数

Kyθ : 線形連成復元定数

Kθy : 線形連成復元定数

∆lpn : 点 nにおけるばねの変形量 (p方向)

∆lqn : 点 nにおけるばねの変形量 (q 方向)

T : 系の運動エネルギ

U : 系のポテンシャルエネルギ

D : 散逸関数

Qz : 不釣り合い質量による加振力 (z 方向)

Qy : 不釣り合い質量による加振力 (y方向)

Qθ : 不釣り合い質量による加振トルク (θ方向)

LL : Lagrange 関数

t : 時間

H : hと lの無次元比

B : bと lの無次元比

L : ml2 と J の無次元比
v



K : kq と kp の無次元比

M : ∆mとmの無次元比

λ : rと lの無次元比

µp : p方向の減衰定数

µq : q 方向の減衰定数

µφφ : C と Jφω
2
z の無次元比

Kφi : ktV0 と JφRω
2
z の無次元比

Lr : ∆mrl と Jφの無次元比

Kii : Rと Leωz の無次元比

µiφ : keRと LeV0 の無次元比

τe : 電気的時定数

κe : ke と V0 の無次元比

µzz : z 方向の減衰定数

αz,y,θ : z 方向の無次元非線形復元係数

Kyy : y方向の無次元復元定数

µyy : y方向の減衰定数

µyθ : 線形連成減衰定数

βz,y,θ : y方向の無次元非線形復元係数

Kθθ : θ方向の無次元復元定数

µθθ : θ方向の減衰定数

µθy : 線形連成減衰定数

γz,y,θ : θ方向の無次元非線形復元係数

ωz : z 方向の線形固有角振動数

ωy : y方向の線形固有角振動数

ωθ : θ方向の線形固有角振動数

ε : 微小パラメータ

tn : εntで表される時間尺度

az : z の振幅

ay : yの振幅

aθ : θの振幅

ξz : z の位相

ξy : yの位相

ξθ : θの位相

LT : 駆動トルク

RT : 負荷トルク vi
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1.1 序言

1.1 序言

往復動内燃機関の防振支持は古くから行われ，周辺の機器や建物などの振動軽

減，車両の乗り心地向上などに効果を発揮してきた．しかし，近年，車両や船舶

の乗り心地，内燃機関を利用した発電設備の周辺における振動公害の問題回避な

どのために，より高度な防振性能が要求され，従来は技術的に困難な面があった

ために，実施例が少なかった舶用主機の防振支持もかなり行われるようになった．

本章ではディーゼル機関の防振支持の線形領域における従来の理論 [1][2][3][4]，

非線形領域の研究を行うに至った経緯，従来の研究などについて述べる．

1.2 本研究の背景

1.2.1 発電用機関の防振

従来から行われているディーゼルエンジンの防振支持方式である発電用機関の

防振は，発電用機関が周波数一定の電気を作るために，回転数が一定の状態で,

変動する負荷に追従する運転を行うため，防振系の固有振動数を機関の回転によ

る周波数の 1/3以下にすることが出来れば良好な防振性能を得ることができ，そ

の設計は比較的容易である．

ここでは，防振系の固有振動数と防振性能の計算式に簡単に触れる [1][2]．

図 1.1 に示す解析モデルにおいて，系の重心を原点にとり，機関長手水平方

向を x，それに直交する水平軸を y，上下軸を z，x,y,z 軸回りの回転をそれぞ

れ θ,ϕ,ψ とする．また，　ばねは上下方向に軸を一致させて取り付けられてい

るとすると，その圧縮方向 p，せん断方向 q, sのばね定数をそれぞれ，kp, kq, ks，

剛体の質量を m，各軸回りの剛体の慣性モーメントを Ix, Iy, Iz，慣性乗積を

Ixy, Ixz, Iyx, Iyz , Izx, Izy，剛体の重心に作用する力およびモーメントをそれぞれ

Fx, Fy, Fz,Mx,My ,Mz とする．そして，ばね　の重心位置から取り付け位置まで

の距離を x, y, z 方向それぞれ ci, b, hとすると運動方程式は式 (1.1)で表される．
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1.2 本研究の背景


m 0 0 0 0 0
0 m 0 0 0 0
0 0 m 0 0 0
0 0 0 Ix −Ixy −Ixz

0 0 0 −Iyx Iy −Iyz

0 0 0 −Izx −Izy Iz





ẍ
ÿ
z̈

θ̈
ϕ̈

ψ̈



+


k11 k12 k13 k14 k15 k16

k21 k22 k23 k24 k25 k26

k31 k32 k33 k34 k35 k36

k41 k42 k43 k44 k45 k46

k51 k52 k53 k54 k55 k56

k61 k62 k63 k64 k65 k66




x
y
z
θ
ϕ
ψ

 =


Fx

Fy

Fz

Mx

My

Mz

 (1.1)

ここで，式 (1.1)の左辺第 2項の剛性マトリックスの成分は

k11 = Σks k22 = Σkq k33 = Σkp (1.2)

k44 = Σ(kqh
2 + kpb

2) k55 = Σ(kpc
2
i + ksh

2) k66 = Σ(ksb
2 + kqc

2
i ) (1.3)

k14 = 0 (1.4)

k15 = Σkrh k16 = Σ(−ksb) k24 = Σ(−kqh) (1.5)

k25 = 0 (1.6)

k26 = Σ(kqci) k34 = Σ(kpb) k35 = Σ(−kpci) (1.7)

k36 = 0 (1.8)

k12 = 0 k23 = 0 k13 = 0 (1.9)

k45 = Σ(−kpcib) k56 = Σ(−ksbh) k46 = Σ(−kqcih) (1.10)

となる．

これらの方程式を解いて，防振設計をする場合，コンピュータが十分普及しな

かった時代には，ばね配置の対称性，慣性主軸の原点と方向を座標軸と一致させ

るなどして，自由度の小さいいくつかの式に分けて解いていた．ここでその一例

を示すと，重心と座標原点を一致させ，慣性主軸と座標軸を一致させることで

Ixy = Ixz = Iyx = Iyz = Izx = Izy = 0 (1.11)
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1.2 本研究の背景

となり，ばね が x− y平面において x軸，y軸に平行なピッチ線上に配置される

場合（前後，左右の対称性），系を水平に保つ条件から，x− z面，y− z 面に関し

対称となり，x− ϕ, y − θ, z, ψがそれぞれ独立となる．これを式で書くと

mẍ+ k11x+ k15ϕ = Fx

Iyϕ̈+ k51x+ k55ϕ = My

}
(1.12)

mÿ + k22y + k24θ = Fy

Ixθ̈ + k42y + k44θ = Mx

}
(1.13)

mz̈ + k33z = Fz

Izψ̈ + k66ψ = Mz

}
(1.14)

となる．

x− ϕ方向の振幅と固有振動数 式 (1.12)を解くと振幅 x0 と ϕ0 は

x0 =
1
∆1

{
Fx

m
(−ω2 + ω2

55) −
My

Iy

k15

m

}
(1.15)

ϕ0 =
1
∆1

{
My

Iy
(−ω2 + ω2

11) −
Fx

m

k15

Iy

}
(1.16)

ここに

∆1 = (−ω2 + ω2
11)(−ω2 + ω2

55) −
k2
15

mIy
(1.17)

固有角振動数 ω15,1,2は∆1 = 0とおいて求めることができる．

ω2
15,1,2 =

1
2

{
ω2

11 + ω2
55 ∓

√
(ω11 − ω55)2 + 4k15/(mIy)

}
(1.18)

y − θ方向の振幅と固有角振動数 式 (1.13)を解くと振幅 y0 と φ0は

y0 =
1
∆2

{
Fy

m
(−ω2 + ω2

44) −
Mx

Ix

k24

m

}
(1.19)

θ0 =
1
∆2

{
Mx

Ix
(−ω2 + ω2

22) −
Fy

m

k24

Ix

}
(1.20)

ここに

∆2 = (−ω2 + ω2
44)(−ω2 + ω2

22) −
k2
24

mIx
(1.21)

x− ϕ系と同様に ∆2 = 0とおいて

ω2
24,1,2 =

1
2

{
ω2

22 + ω2
44 ∓

√
(ω2

22 − ω2
44)2 + 4k24/(mIx)

}
(1.22)
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1.2 本研究の背景

z − ψ方向の振幅と固有角振動数 z方向，ψ方向の振動はそれぞれ独立でありそ

の振幅は

z0 =
Fz

m(−ω2 + ω2
33)

(1.23)

ψ0 =
Mz

Iz(−ω2 + ω2
66)

(1.24)

その固有角振動数は

ω2
33 =

k33

m
(1.25)

ω2
66 =

k66

Iz
(1.26)

1.2.2 舶用主機関の防振

舶用主機の場合，防振支持された機関から船体に軸受けが固定されたプロペラ

軸への出力の取り出し，船体の揺動に対する対策などの困難があったためユニ

バーサルジョイントを使わずにこれが実用化されたのは発電用に比べ比較的新し

いと思われる．

出力の取り出しについてはゴムや薄い金属板を組み合わせたフレキシブルジョ

イントを使用することにより，船体側に軸受けを固定されたプロペラ軸と防振支

持された主機関の相対変位を吸収することに成功し，船体の動揺については変位

を制限するストッパを小さな間隙をへだてて設ける事により機関の変位の問題を

解決した．

従って，その設計に際しては前節で示した計算式を用いるほかに，運転時の反

トルクによる機関の出力軸回りの回転による変位と運転時の振動を許容するス

トッパの間隙の決定，水，燃料，排気などの配管の相対変位を吸収する可撓管の

許容変位の検討が必要になる．これらについては，実験および解析の報告がなさ

れている [5]．

1.2.3 非連成支持

すでに述べたように，剛体の重心から下に防振ばねの支持点がある通常の防振

支持では xと ϕ，y と θ が連成する．この状態では各方向の起振力が別の方向の

変位に影響し，その運動が複雑になり，振動絶縁上好ましくない．
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1.2 本研究の背景

そこで，防振材の取り付け角度を y,z 面内で z 方向から α傾斜させて yと θが

連成しないようにすることが出来る．

いま，ばねの軸方向および軸直角方向のばね定数をそれぞれ kp, kq，機関長手方

向の片側のばねの個数を nとすれば，ばねを α傾斜させたことにより，式 (1.13)

のばね定数は

k22 = 2n(kp sin2 α + kq cos2 α) (1.27)

k24 = k42 = 2n{(kp sin2 α+ kq cos2 α)h − (kp − kq)b sinα cosα} (1.28)

k44 = 2n{(kp sin2 α+kq cos2 α)h2+(kp cos2 α+kq sin2 α)b2−2(kp−kq)bh sinα cosα}
(1.29)

となり，非連成の条件はばね定数の連成項 k24 = 0とすればよいから y − θ系の

独立の条件は

(kp − kq) sinα cosα
kp sin2 α+ kq cos2 α

=
h

b
(1.30)

となる．

これは，傾斜支持の特別な場合であり，αを変化させることにより各方向のば

ね定数を変化させることができるため後の章で触れる内部共振の条件を設定する

のに使用できる．

1.2.4 防振材

次にディーゼル機関の防振装置に使用される防振材について触れる．その主な

ものは防振ゴムと防振ばねであり，それぞれ用途に特徴がある [1][6]．

防振ゴムはおよそ 600min−1 ∼ 700min−1 以上の比較的回転数の高いエンジン

の防振に用いられ以下の特徴を持つ．

1. 適度な減衰をもつ

2. 形状を変えることにより軸方向とそれに直角な方向のばね定数を変えること

が出来る

3. 経年変化があり，オゾンや油に弱い

一方，防振ばねは 500min−1程度以下の比較的大形で回転数の低い機関に用いら

れることが多く，以下のような特徴をもつ
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1. 負担荷重が大きく低い固有振動数の系を作ることができる

2. 減衰は小さい

3. 取り付け時の安定のために取り付け高さとコイル径の比をある程度以下に抑

える必要がある

4. 車両用，舶用など移動する対象にはほとんど用いられない

この他に，さらに防振系の固有振動数を下げるために空気ばねを使用する考え方

もある [1]．

1.3 防振支持系に関連する非線形振動現象の従来の研究

防振支持系は回転または往復動機械を弾性体で支持するものが一般であるが，

この系を小型 FRP船の主機に適用した場合を取り扱ったものとして，米沢ら [4]

の, また低速機関に適用した場合を取り扱った研究 [5]がある．また，これとは異

なる方式として防振性能を能動的に制御する能動防振支持を行っている例も見ら

れる [23]．

複雑な振動現象は，通常，多自由度の連立常微分方程式の形に定式化され，そ

れが線形であればモード座標空間において非連成化することができる [9][10]．

しかし，このようなモード解析は，基本的には線形問題に適用され，系に非線

形特性が含まれている場合，非線形項は連成したまま残る．そこで，従来，複雑

な振動現象で，非線形効果を考慮する必要がある場合，非線形項は連成させた状

態で支配方程式を取り扱い，主に数値シミュレーションによる解析がなされて

きた．

一方，コンピュータの発達に伴う数式処理の活用が盛んになり，以下の章で取

り扱うように多数の非線形項を持つ系の振動解析も，数値シミュレーション以外

に，解析的な取り扱いが可能になってきた．

すなわち，これらの非線形部分を処理する手段の一つとして，標準形の方法の

利用が考えられる [11]．標準形の方法は，系を力学的に記述する方程式を簡単化

するために，局部座標変換を用い，最も簡単な形を取る力学系を探すもので，既

知の解の近傍で変換が行われる．本研究のような非線形系に適用される場合，体

系的に得られる座標変換式を用いることにより，支配方程式に含まれる非線形性

を可能な限り取り除き，現象の支配方程式が最も単純な形をとるような座標系に

変換するものである．この方法の欠点の一つは，従来，多量の解析計算を要する
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ことであったが，数式処理の援用により，比較的容易に計算を行うことが可能に

なった．

他方で，線形系におけるモード解析の概念を非線形系へ拡張することが，従来

より検討されてきた [12]．多自由度系の非線形連成振動の解析では，当然，振動

方程式の解に対して重ね合わせの原理が適用できない．しかし，共振現象は，正

規モードの近傍で発生する．したがって，非線形系の場合も，正規モードを求め

ることは，振動解析の基礎として重要なことである [13] ．また，多自由度系の非

線形振動における Nonlinear Normal Modes （以下 NNMsと略記）を求めること

の実用上の有用性については，次数を減少させたモデルからでも要求精度を満た

す結果が得られる可能性が示され，計算時間短縮による制御への応用や [14]，非線

形モードの局在化から，衝撃と振動絶縁への応用が示唆されている [15]．NNMs

に関しては，この他に二次の非線形性のある場合 [26]，連続体に関するもの [27]，

二自由度系の NNMs の分岐に関するもの [29]などがある．

さらに，多自由度非線形振動の一例として，これまで多くの研究者の関心を引

いてきた内部共振 (Internal Resonance)[16] の条件を満たす場合を考える．内部

共振とはある方向の固有角振動数が別方向のそれの整数倍であり，これに見合う

非線形項が存在する場合に各モード間の強い相互作用により共振することをい

う．これについては，葉ら [30]が 1 : 1 : 1の内部共振の条件を満たす三自由度系

を扱っている．

また，実際の防振支持系においては，発停時に必ず共振点通過が起るが，これ

について従来から行われている研究では，回転角速度 φ̇は一定に加速，あるいは

減速するものとして扱われている [17],[18]．しかし，共振状態では駆動トルクが

一定に上昇しているにも拘わらず，回転速度は停滞する例が見られる．

Dimentbergらは共振点通過に関し，一自由度のモデルで，減衰がない時など特

殊な場合について研究している [8]．この問題については，Randら [32]も扱い，

三自由度の場合 [33]，回転軸系が非線形ばねを持つ場合 [34]，弦の共振点通過を

扱った例 [35]などが見られる．

一方，全体の防振系を離れて，回転体に関して注目すると，不釣合いを有する

回転軸と制限された駆動トルクの間の相互作用を扱ったもの [8]，振れ回りに伴う

回転速度の動揺分岐現象を取り扱ったもの [7]などがある．
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1.4 本研究の目的および概要

舶用主機関の防振支持系における振動現象の中で，比較的定格回転数の低い機

関を防振支持した場合に，非線形項の影響を調べなければならない問題の発生が

予想される．前に触れたように防振支持系は，経験上，その固有振動数を加振振

動数の 1/3以下にすることが出来れば機関から基礎または機関台に伝わる力の伝

達率を実用上問題ない範囲まで十分小さくすることが出来る．しかし，定格回転

数が低い機関に対して 6個ある固有振動数すべてについて使用回転数との振動数

比を 1/3以下とすることは，使用する防振材（防振ゴムやコイルばね）の荷重限

界などから困難となる場合が多い．

このため，防振支持系の持つ複数個の固有振動数のなかで，機関使用回転数域

に対し低く出来るグループと高くなるグループを作るように防振材の種類，ばね

定数や配置を選定し，両グループの間の回転数範囲の中で機関を運転し，共振を

避けることがある．（この場合，機関使用回転数範囲よりも高くなるグループに

ついてはそのモードが，高次の機関起振力の特性と一致しないようにすることが

望ましい．）

さらに舶用主機関の場合，機関出力は定格回転数に対する部分負荷回転数の比

の 3乗に比例して変化するため，使用される回転数範囲はアイドル回転から過負

荷 (110%）までと広くなり，全領域について上記の条件を満足することはさらに

困難となる．

したがって，系の共振を避けることが出来ても，使用回転数範囲の上限または

下限付近で運転される時，機関の振幅が大きくなることが起こりうる．このよう

な場合，時として非線形振動特有の現象が発生することが考えられる．これを調

べるためには変位に対する幾何学的非線形性を考慮した支配方程式を導く必要が

ある．

これらの問題に対し，単純化された力学モデルの非線形振動を扱った研究は多

いが，現実的な多自由度非線形振動系において具体的に現象を解析した例は少な

い．これは自由度が増すことで，解析演算が膨大になる点，数値計算上の収束性，

得られた解の多価性および安定性の検討が必要になることから，解析が困難にな

るためであると考えられる．しかし，近年のコンピュータ数式処理の目覚しい進

歩により，多量の解析演算も短時間に行えるようになり，多自由度系の非線形振

動解析も可能となってきている．
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そこで，本研究では，機械システムの一例として実施例の比較的少ない三自由

度以上の振動系の特性を調べるため，本来六自由度系となる防振支持系におい

て，現象の考察に必要な上下方向変位・左右方向変位・ローリングの三自由度に

低減した系を考え，支配方程式に多数の非線形項を有する問題を取り扱う第一歩

として，回転不釣合いによる起振力のみを考慮し，非線形性に起因して起こる挙

動を, まず力学系を簡単化する事ができる方法の一つである標準形の方法 [22]を

用いて解析を試みる．

また，線形系では多自由度系の解析に用いられるモード解析の概念を非線形の

領域に拡張した NNMsを求める．この時，剛体の支持方式として現実の防振系に

用いられている傾斜支持方式 [1][2]を採用する．これにより，各方向の固有角振

動数を目標値に設定することも比較的自由に行うことが出来るため，以下に述べ

る内部共振の条件を満たす振動数比の設定が比較的容易になる．ここでは，，そ

れぞれの固有振動数の比が約 2 : 1 : 1になる場合の内部共振現象について解析を

行う．これにより，非線形連成を有する系の定常時の挙動を NNMsにより明らか

にする．

さらに，このような実際の防振支持系においては，定常応答よりむしろ発停時

に必ず起こる，共振点通過現象がより重要となると思われるが，本研究では実施

例が少ないと思われる，非線形範囲で連成している三自由度に拡張された系を取

り扱う．さらに，直流モータを駆動源に用いた系において，モータ回路の式 [19]

を考慮に入れ，トルクではなく，電圧を与えて考察を行う．

以上のような背景から，ディーゼル機関防振支持系の非線形振動の解析のため

に以下のような具体的な項目を目標とする．

1. 数式処理を援用し多数の非線形項を有する支配方程式を最も単純な形となる

座標系に変換し，解析的に取り扱えるようにする標準形の方法の適用．

2. 内部共振の発生する条件で線形のモード解析の概念を非線形領域に拡張し，

定常振動を調べる NNMsの適用．

3. 内部共振の発生する条件で駆動系の電気に関する支配方程式と振動系の支配

方程式を連立させ，内部共振が現象に及ぼす影響の大きさを調べる防振支持

系の共振点通過現象の解析．

本論文は全 5章から構成されている．

第 2章では，防振支持系を三自由度にモデル化し，以降の各章で解析を行うた

めの基本となる，幾何学的非線形性を考慮した，非線形項を含む支配方程式を，
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Lagrangeの運動方程式を用いて求める．

第 3章では，前章で作った解析モデルにならって実験装置を作り，高調波成分

が発生することを確認する．また線形項のみの非連成化により非線形項が支配方

程式中に連成して残るため，従来は数値解析により解かれていた非線形項を含む

運動方程式を，解析的に取り扱うことができる標準形の方法を用いて簡単化し，

得られた方程式から解析的近似解を求め，数値解と一致することおよび，実験で

得られたと同じ高調波成分の存在を確認する．

第 4 章では，第 2 章で導いた支配方程式から出発し，従来から線形系の複雑

な振動系に対して用いられているモード解析の考え方を非線形の領域に拡張し

た，NNMsを古典的方法により求め，2 : 1 : 1の内部共振が存在する系における

NNMsの定常応答を調べる．

第 5章では，防振支持系で起動，停止時に必ず発生する共振点通過現象を取り

扱う．第 2章で用いた解析モデルに 2 : 1 : 1の内部共振の条件を与え，共振点通

過に及ぼす内部共振の影響を調べ力学的な式にさらにモータ回路の式を考慮す

る．不釣合いを持つロータを回転させる直流モータの回転制御は電圧を変化させ

ることにより行い，トルクの制御は電流を制限することにより行う．このとき，

内部共振が共振点通過にどのような影響を与えるかを調べる．

第 6章は，本研究の結論であり，本研究で得られた成果の総括を行った．
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Fig. 1.1 Analytical Model of 6 D.O.F Vibration Isolation System
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2.1 序言

2.1 序言

本章では，三自由度防振支持系の解析モデルを設定し，このモデルの支配方程

式を Lagrange方程式を用いて求める．このとき，幾何学的に生じる非線形項を

考慮することにより非線形連立常微分方程式に定式化する．この手段は，複雑な

構造を有する系の支配方程式を体系的に求めることができるという利点がある一

方で，莫大な解析演算を必要とする．そこで本研究では，数式処理Mathematica

を援用することでこれに対処する．

2.2 解析モデル

図 2.1に解析モデルとなる三自由度防振支持系を示す．同図において質量 m，

慣性モーメント J の剛体が，その両下端においてばねの弾性主軸 p，q をそれぞ

れ上下方向および左右方向に α傾けて線形ばねで支持されているものとする．そ

して，これらのばねについて p方向および q 方向のばね定数・粘性減衰係数をそ

れぞれ kp・cp および kq・cq とし，z 軸の左側の支持点を点 1，右側の支持点を点

2とする．また，系の静止状態におけるばね取付長さを両弾性主軸方向とも lと

する．

一方，剛体は弾性支持面から重心までの高さを h，ばね取付け部から弾性支持

面中心までの長さを bとし，その重心 Gを回転中心として半径 r の距離で回転

する質量 ∆mの不釣り合い質量を有する．この不釣り合い質量の回転角を φと

する．

この際，系の静止状態における重心位置を座標原点 Oにとり，z − y平面内に

拘束されているものとして，重心 Gの上下方向変位，左右方向変位および重心 G

回りの剛体のローリング角をそれぞれ z, y, θで表す．

・解析モデルに適用した傾斜支持について

　過去の研究 [20]においては，非傾斜支持 (α = 0)を採用していた．この場合，

線形連成復元定数 Kyθ, Kθy はある値を持ち，y と θ は連成する．そこでこの線

形連成について説明するために，線形系において有次元で考えた場合の各方向に

働く復元力および復元モーメントを考える．まず，重心回りに θ 回転した場合，

z 方向に点 1で −bθ，点 2で bθと逆方向に移動して，z 方向に働く点 1の復元力
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F1(= −bθkp)と点 2の復元力 F2(= bθkp)は相殺される．また，回転により y 方

向に両点とも bθ と同方向に移動して，y 方向に働く点 1の復元力 F7(= hθkq)と

点 2の復元力 F8(= hθkq)は強め合う．結果として θ回転することにより y 方向

の復元力が変化する．同様に y方向に移動した場合，復元モーメントは 2hkqyで

あり，回転方向のモーメントが変化する．これにより，yと θが連成することが

わかる．

一方，傾斜支持 (α �= 0)にした場合，傾斜角の変更で固有角振動数が変化し，

線形連成の影響を低減できるが，これを説明するために，線形系において有次元

で考えた場合の各方向に働く復元力を考える．そこで，重心回りに θ回転した場

合の復元力図を図 2.2に示す．また，実際に働く復元力は以下のように表される．

a. z 方向に点 1で −bθ移動し，点 2で bθ移動するとき

F1 = −(kq sin2 α·bθ + kp cos2 α·bθ)
F2 = (kq sin2 α·bθ + kp cos2 α·bθ)
F3 = −(−kq sinα cosα·bθ + kp sinα cosα·bθ)
F4 = −(−kq sinα cosα·bθ + kp sinα cosα·bθ)

　 z 方向に生じる点 1の復元力 F1 と点 2の復元力 F2 は相殺される．

　 y方向に生じる点 1の復元力 F3 と点 2の復元力 F4は強め合う．

b. y方向に点 1で hθ移動し，点 2で hθ移動するとき

F5 = −(kq cosα sinα·hθ − kp sinα cosα·hθ)
F6 = (kq cosα sinα·hθ − kp sinα cosα·hθ)
F7 = (kq cos2 α·hθ + kp sin2 α·hθ)
F8 = (kq cos2 α·hθ + kp sin2 α·hθ)

　 z 方向に生じる点 1の復元力 F5 と点 2の復元力 F6 は相殺される．

　 y方向に生じる点 1の復元力 F7 と点 2の復元力 F8は強め合う．

これにより z 方向に生じる復元力は a.，b.とも相殺される．また，y方向に生

じる復元力は強め合うが，a.と b.で逆の方向に力が働くときこれらが同じ大き

さであれば相殺され，θ回転しても y方向の復元力は変化しない．また，同様に

y方向に移動した場合，回転方向に働くモーメントが相殺されるように働く．こ

のことから傾斜支持することにより，y と θ を非連成にすることができる [2][3]．

これは，1.2.3 で述べた非連成支持のことであり，αの条件は後述する．
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2.3 Lagrange方程式による支配方程式の誘導

　　

図 2.1に示す解析モデルにおいて Lagrange方程式を用いて，支配方程式を求め

る．静止状態から図 2.3の状態に移動した場合，点 1と点 2の p方向におけるば

ねの変形量をそれぞれ ∆lp1, ∆lp2，点 1と点 2の q 方向におけるばねの変形量を

それぞれ ∆lq1 , ∆lq2 とすると,

∆lp1 = f
1
2

p1(y, z, θ) − l

∆lp2 = f
1
2

p2(y, z, θ) − l

∆lq1 = f
1
2

q1(y, z, θ) − l

∆lq2 = f
1
2

q2(y, z, θ) − l

と表される．ただし，

fp1 = [y + h sin θ + b(1 − cos θ) + l sinα]2 + [z − b sin θ + h(1 − cos θ) + l cosα]2

fp2 = [y + h sin θ − b(1 − cos θ) − l sinα]2 + [z + b sin θ + h(1 − cos θ) + l cosα]2

fq1 = [y + h sin θ + b(1 − cos θ) + l cosα]2 + [z − b sin θ + h(1 − cos θ) − l sinα]2

fq2 = [y + h sin θ − b(1 − cos θ) − l cosα]2 + [z + b sin θ + h(1 − cos θ) − l sinα]2

である．このとき，系の運動エネルギー T，ポテンシャルエネルギー U および散

逸関数 Dは，

T =
1
2
m
(
ẏ2 + ż2

)
+

1
2
Jθ̇2

U =
1
2
kp

(
∆l2p1

(z, y, θ) + ∆l2p2
(z, y, θ)

)
+

1
2
kq

(
∆l2q1

(z, y, θ) + ∆l2q2
(z, y, θ)

)
D =

1
2
cp
(
∆l̇2p1

(z, y, θ) + ∆l̇2p2
(z, y, θ)

)
+

1
2
cq
(
∆l̇2q1

(z, y, θ) + ∆l̇2q2
(z, y, θ)

)
となる．また，不釣り合い質量 ∆mによる加振力は，

Qz = ∆mr

(
−d

2φ

dt2
cosφ+

(
dφ

dt

)2

sinφ

)

Qy = ∆mr

(
d2φ

dt2
sinφ+

(
dφ

dt

)2

cosφ

)

Qθ = ∆mr2
d2φ

dt2
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2.3 Lagrange方程式による支配方程式の誘導

であり，T, U, Dおよび不釣り合い質量 ∆mによる加振力を以下の Lagrange方

程式に代入する．

d

dt

(
∂LL

∂q̇j

)
− ∂LL

∂qj
+
∂D

∂q̇j
= Qj (j = 1, 2, 3) (2.1)

ただし，Lagrange関数を LL = T −U とし，q1 = z, q2 = y, q3 = θ, Q1 = Qz, Q2 =

Qy, Q3 = Qθ である．ここで z, yについてはばね取付け長さ l，時間 tについて

は z 方向の固有角振動数の逆数
√
m/2(kp cos2 α+ kq sin2 α)で無次元化すると，

支配方程式は以下のようになる．

z̈∗ = − 1
4(cos2 α+K sin2 α)

[
(1 − f

∗− 1
2

p1 )
∂f∗p1

∂z∗
+ (1 − f

∗− 1
2

p2 )
∂f∗p2

∂z∗

]
− K

4(cos2 α+K sin2 α)

[
(1 − f

∗− 1
2

q1 )
∂f∗q1

∂z∗
+ (1 − f

∗− 1
2

q2 )
∂f∗q2

∂z∗

]
−µp

4

[
f∗−1

p1

∂f∗p1

∂z∗

(
∂f∗p1

∂z∗
ż∗ +

∂f∗p1

∂y∗
ẏ∗ +

∂f∗p1

∂θ∗
θ̇∗
)

+ f∗−1
p2

∂f∗p2

∂z∗

(
∂f∗p2

∂z∗
ż∗ +

∂f∗p2

∂y∗
ẏ∗ +

∂f∗p2

∂θ∗
θ̇∗
)]

(2.2)

−µq

4

[
f∗−1

q1

∂f∗q1

∂z∗

(
∂f∗q1

∂z∗
ż∗ +

∂f∗q1

∂y∗
ẏ∗ +

∂f∗q1

∂θ∗
θ̇∗
)

+ f∗−1
q2

∂f∗q2

∂z∗

(
∂f∗q2

∂z∗
ż∗ +

∂f∗q2

∂y∗
ẏ∗ +

∂f∗q2

∂θ∗
θ̇∗
)]

+Mλ(−φ̈∗ cosφ∗ + φ̇∗2 sinφ∗)

ÿ∗ = − 1
4(cos2 α+K sin2 α)

[
(1 − f

∗− 1
2

p1 )
∂f∗p1

∂y∗
+ (1 − f

∗− 1
2

p2 )
∂f∗p2

∂y∗

]
− K

4(cos2 α+K sin2 α)

[
(1 − f

∗− 1
2

q1 )
∂f∗q1

∂y∗
+ (1 − f

∗− 1
2

q2 )
∂f∗q2

∂y∗

]
−µp

4

[
f∗−1

p1

∂f∗p1

∂y∗

(
∂f∗p1

∂z∗
ż∗ +

∂f∗p1

∂y∗
ẏ∗ +

∂f∗p1

∂θ∗
θ̇∗
)

+ f∗−1
p2

∂f∗p2

∂y∗

(
∂f∗p2

∂z∗
ż∗ +

∂f∗p2

∂y∗
ẏ∗ +

∂f∗p2

∂θ∗
θ̇∗
)]

(2.3)

−µq

4

[
f∗−1

q1

∂f∗q1

∂y∗

(
∂f∗q1

∂z∗
ż∗ +

∂f∗q1

∂y∗
ẏ∗ +

∂f∗q1

∂θ∗
θ̇∗
)

+ f∗−1
q2

∂f∗q2

∂y∗

(
∂f∗q2

∂z∗
ż∗ +

∂f∗q2

∂y∗
ẏ∗ +

∂f∗q2

∂θ∗
θ̇∗
)]

+Mλ(φ̈∗ sinφ∗ + φ̇∗2 cosφ∗)
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2.3 Lagrange方程式による支配方程式の誘導

θ̈∗ = − L

4(cos2 α+K sin2 α)

[
(1 − f

∗− 1
2

p1 )
∂f∗p1

∂θ∗
+ (1 − f

∗− 1
2

p2 )
∂f∗p2

∂θ∗

]
− LK

4(cos2 α+K sin2 α)

[
(1 − f

∗− 1
2

q1 )
∂f∗q1

∂θ∗
+ (1 − f

∗− 1
2

q2 )
∂f∗q2

∂θ∗

]
−µp

4

[
f∗−1

p1

∂f∗p1

∂θ∗

(
∂f∗p1

∂z∗
ż∗ +

∂f∗p1

∂y∗
ẏ∗ +

∂f∗p1

∂θ∗
θ̇∗
)

+ f∗−1
p2

∂f∗p2

∂θ∗

(
∂f∗p2

∂z∗
ż∗ +

∂f∗p2

∂y∗
ẏ∗ +

∂f∗p2

∂θ∗
θ̇∗
)]

(2.4)

−µq

4

[
f∗−1

q1

∂f∗q1

∂θ∗

(
∂f∗q1

∂z∗
ż∗ +

∂f∗q1

∂y∗
ẏ∗ +

∂f∗q1

∂θ∗
θ̇∗
)

+ f∗−1
q2

∂f∗q2

∂θ∗

(
∂f∗q2

∂z∗
ż∗ +

∂f∗q2

∂y∗
ẏ∗ +

∂f∗q2

∂θ∗
θ̇∗
)]

+LMλ2φ̈∗

ただし，8個の無次元パラメータ H, B, L, K, M, λ, µp, µq は，

H =
h

l
, B =

b

l
, L =

ml2

J
, K =

kq

kp
, M =

∆m
m

, λ =
r

l
,

µp =
cp√

2m(kp cos2 α+ kq sin2 α)
, µq =

cq√
2m(kp cos2 α+ kq sin2 α)

で定義され，添字 ∗のついた量は無次元量を表すが，以後これを省略する．さら
に数式処理 Mathematica[21] を援用し，復元項については 3 次の非線形項まで，

減衰項については 1次の線形項のみを考慮して Taylor展開を行うと支配方程式

は以下のようになる．

z̈ + z = −2µzz ż +Mλ(−φ̈ cosφ+ φ̇2 sinφ)
+αyyy

2 + αyθyθ + αθθθ
2 + αzzz

2 (2.5)

+αyyzy
2z + αyzθyzθ + αzzzz

3 + αzθθzθ
2

ÿ +Kyyy +Kyθθ = −2µyy ẏ − 2µyθ θ̇ +Mλ(φ̈ sinφ+ φ̇2 cosφ)

+βyzyz + βzθzθ + βyyyy
3 + βyyθy

2θ (2.6)

+βyzzyz
2 + βyθθyθ

2 + βzzθz
2θ + βθθθθ

3

θ̈ +Kθθθ +Kθyy = −2µθθθ̇ − 2µθy ẏ + LMλ2φ̈

+γyzyz + γzθzθ + γyyyy
3 + γyyθy

2θ (2.7)

+γyzzyz
2 + γyθθyθ

2 + γzzθz
2θ + γθθθθ

3

ここで，Kyθ , · · · , µzz, · · · , αyy，· · ·，γθθθ は，前述の 8個の無次元パラメータから

なる各非線形復元項の係数であり，これらの項は幾何学的非線形性によって生じ
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2.4 結言

たものである．

また，
√
Kyy および

√
Kθθ は，y方向および θ方向のみの運動に拘束した場合

の各方向の固有角振動数 ωy, ωθ を表す．さらに式 (2.5)∼(2.7)は，弾性支持面が

剛体の重心より低いことに起因して線形部分についても y と θ に関して連成し

ていることが分かる．この線形復元定数，つまり各方向の固有角振動数は，傾斜

角 αによって適当に変更可能である．そこで本論文においては，内部共振条件の

一つである各方向の固有角振動数の比が 2:1:1である条件をできるだけ容易に満

たすようにするため，この性質を用い，さらにばね定数およびその配置を選ぶこ

とにより，非連成支持を実現する．この非連成支持に関して，座標軸を剛体の慣

性主軸に一致させることにより慣性独立の条件を満たすことは明らかである．ま

た，弾性独立の条件を満たすようにするには，式 (2.5)∼(2.7)において連成する線

形復元定数 Kyθ, Kθy を 0になるようにすればよい．ここでこれら線形復元定数

は以下のように記述される．

Kyy =
sin2 α+K cos2 α
cos2 α+K sin2 α

(2.8)

Kyθ =
H(sin2 α+K cos2 α) −B/2(1 −K) sin 2α

cos2 α+K sin2 α
(2.9)

Kθθ =
L{B2(cos2 α+K sin2 α) +H2(sin2 α+K cos2 α) −BH(1 −K) sin 2α}

cos2 α+K sin2 α
(2.10)

Kθy =
L{H(sin2 α+K cos2 α) −B/2(1 −K) sin 2α}

cos2 α+K sin2 α
(2.11)

これにより，連成する線形復元定数は LKyθ = Kθy であるため，Kyθ = 0を満た

せばよいことがわかる．そこで解析モデルのパラメータ決定に関しては，2:1:1の

内部共振となり弾性独立を満たすように Kyy = Kθθ = 1/4, Kyθ = 0の条件で求

める．

2.4 結言

以上の検討結果から，三自由度防振支持系の幾何学的非線形を考慮した支配方

程式 (2.5)∼(2.7)が導かれた．以下の章ではこの方程式をもとに検討を行う．
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2.4 結言
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Fig. 2.1 Analytical Model of a Three-Degrees-of-Freedom System
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2.4 結言
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Fig. 2.2 Rotating Strength of Each Points Because of Rotation Angle θ
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2.4 結言
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Fig. 2.3 Movement of Analytical Model
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3.1 序言

3.1 序言

舶用主機関などの防振支持系に生じる複雑な振動現象は，通常，多自由度の連

立常微分方程式の形に定式化され，それが線形であればモード座標空間において

非連成化することができる [9][10]．

しかしこのようなモード解析は，基本的には線形問題に適用され，系に非線形

特性が含まれている場合，非線形項は連成したまま残る [12]． そこで，従来，舶

用主機関などの防振支持系に生じる複雑な振動現象で，非線形効果を考慮する必

要がある場合，非線形項は連成させた状態で支配方程式を取り扱い，主に数値シ

ミュレーションによる理論解析がなされてきた．

一方，コンピュータの発達に伴い数式処理の活用が盛んになり，このような非

線形効果を考慮しなければならない系の振動解析も，数値シュミレーション以外

に，解析的な取り扱いが可能となってきた．

すなわち，これら連成状態の非線形項を処理する有効な手段の一つとして，標

準形の方法 [22][11]が考えられる．標準形の方法では，非線形関数であらわされ

る座標変換式を用いることにより，支配方程式に含まれる非線形性を可能な限り

取り除き，現象の支配方程式が最も単純な形を取るような座標系に変換すること

が可能である．この方法の欠点の一つは，従来，多量の解析計算を要することで

あったが，数式処理の援用により，比較的容易に計算を行うことが出来るように

なった．

ところで，1章にも述べた様に，舶用主機関の防振支持系における複雑な振動

現象の中で，比較的定格回転数の低い機関を防振支持した場合に，非線形項の影

響を調べなければならない問題の発生が予想される．防振支持系は，経験上，そ

の固有振動数と加振振動数の比（固有振動数/加振振動数）を 1/3以下にできれ

ば機関から基礎に伝わる力の伝達率（振動伝達率）を実用上問題ない範囲まで十

分小さくすることができる．しかし系の固有振動数を低く設定するといっても，

低回転数の機関に対し振動数比を 1/3以下とする条件は，使用する防振材（防振

ゴムやコイルばね）の荷重限界や，系の安定性の問題から自ずと制限がある．

このため複数個の固有振動数の中で，機関回転数範囲に対し低く出来る固有振

動数のグループと高くするグループを作るように防振材のばね定数や配置を選定

し，両グループの間の周波数範囲で機関を運転し，共振を避ける形が選定される

ことがある．
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3.2 模型実験

また舶用主機関の場合，機関出力は定格回転数に対する部分負荷回転数比の３

乗に比例して変化するため，使用される回転数範囲は広くなり，全領域について

上記の条件を満足することは困難となる．

よって，系の共振を避けることができても，回転数範囲の下限または上限付近

で運転される時，機関の振幅が大きくなることが起こり得る．

このような場合には，系の非線形効果を考慮する必要があり，時として非線形

振動特有の現象が発生することが考えられる．

本章では，このように振動振幅が大きく系の非線形効果が問題となるような，

舶用主機関の防振支持系の振動現象を明確にすることを目的として，剛体の三自

由度防振支持系 [18][23]を取り上げる．

まず最初に，剛体の三自由度防振支持系の模型実験を行うことにより，系に発

生する振動現象を観察して，非線形効果の特徴，つまり本文中に述べる高調波成

分の発生を確認する．

そして，2章で求められた三自由度防振支持系の運動を支配する方程式，すな

わち，最初に，得られた非同次の非線形連立常微分方程式について，線形部分の

対角化つまりモード解析を行う。つぎに，実験的に確認された高調波成分に着目

して，標準形の方法により，方程式に含まれる連成状態にある高次非線形項を可

能な限り減らし，本質的な非線形項を含む方程式を体系的に誘導する．このとき

多量の解析計算を数式処理により行うため，途中の計算過程で数式処理の援用に

適した工夫をする．

3.2 模型実験

3.2.1 実験装置

実験装置の概略を図 3.2に，その諸元を表 3.1に示す．これは，図 2.1において

α = 0とした，図 3.1の解析モデルに基づいて作成したものであり，軟鋼製の剛

体をコイルばねで支持した．

なお，剛体を支持する際，剛体とばねの接続部分に関しては回転支持とし，土台

との接続部分に関しては固定支持とした．また，剛体の設計に関しては，回転円

盤の中心位置と剛体の重心位置とを一致するように調整した．

さらに，リニアガイドなどの拘束機構を使用せずに，平面運動を実現させるた
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3.2 模型実験

め，剛体内の部品の配置を前後対称となるようにした．加振源としては，不釣り

合い質量を有する円盤 (フライホイール)をギヤードモータによって回転させる

ものとした．

z

y

b

h l

o
r
G

m

k p
l

c q

k q

c p

∆m
φ

θ

J

Fig. 3.1 Analytical model of three-degrees-of-freedom system
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3.2 模型実験

Joint
(rotating)

 Joint
(fixing)

(FRONT) (SIDE)

Flywheel

Dummy WeightUnbalanced Mass

Coil
Spring

Geared Motor

Bearing Holder Set

Fig. 3.2 Schematic of experimental apparatus

Table 3.1 Experimental parameters

m = 3.974kg,∆m = 0.216kg, J = 8.936× 10−3kgm2

b = 25mm,h = 74.5mm, r = 30mm, l = 30mm

kp = 1.910 × 104N/m, cp = 2.23N · s/m
kq = 9.364 × 102N/m, cq = 1.88N · s/m

3.2.2 実験方法

重心の上下・左右方向変位である z · y の測定については，模型の重心位置に
白色の点を付し，その点の挙動を CCD Cameraで観測し，Width Analyzerで自

動追跡し，位置信号を電圧に変換することにより行った．一方，重心回りの回転

角 θの測定については，剛体の上面で H3065センサヘッドが受光した距離情報を

C2935 コントローラで傾きの出力に変換した．

これらの z, y, θ に関する信号に関して，Lowpass Filterにより 30Hz 以上のも

のをカットしたうえで，FFT Analyzerによって振動波形観測および周波数分析
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3.3 三自由度防振支持系支配方程式の非線形部分の簡単化

を行った．

以上の測定方法を用いて，まず，系を自由振動させたときの振動波形から，そ

れぞれの固有振動数を調べるとともに，粘性減衰定数およびばね定数を同定し

た．また，剛体の慣性モーメントについては，ばねを取り外した状態において剛

体の上部を支点として振り子となしてその周期により同定した．

3.2.3 実験結果

図 3.3は，代表的な例としておもりの回転数を上下方向の固有振動数 (15.6Hz)

のほぼ半分の 7.8Hzに設定した場合の重心の上下，左右方向変位 z, yおよび回転

角 θの時刻歴と周波数分析結果である．ここでは，表 3.1 に示す代表値により無

次元化したものを示してある．これにより z 方向において加振振動数とその 2倍

の高調波成分が現れている．また，y，θについてはほとんど単一の振動数成分し

か存在しない．

3.3 三自由度防振支持系支配方程式の非線形部分の簡
単化

本節では，防振支持された剛体の三自由度強制振動について 2章で求めた支配

方程式をもとに，基礎方程式の線形部分を対角化したのち，標準形の方法を用い

て非線形部分を簡単にする．そして，この結果に基づいて理論解析を行い，三自

由度の非線形振動のメカニズムについて考察する．
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Fig. 3.3 Time history and Fourier spectrum

(Experimental results)

3.3.1 支配方程式の変形

　　 2章において求められた支配方程式 (2.5) ∼ (2.7)をばねの傾斜角 α = 0,

Kyy = K, Kyθ = KH, Kθy = LKH, Kθθ = L(B2 +KH2),

µzz = µp, µyy = µq, µθθ = L(µpB
2 + µqH

2), µθy = µqLH,

第 3章 内部共振が存在しない場合の定常振動 29



3.3 三自由度防振支持系支配方程式の非線形部分の簡単化

とおいて書き直すと

支配方程式は以下のようになる．

z̈ + z = −2µpż +Mλ(−φ̈ cosφ+ φ̇2 sinφ)

　　　　 + αyyy
2 + αyθyθ + αθθθ

2 + αyyzy
2z

　　　　 + αyzθyzθ + αzzzz
3 + αzθθzθ

2 (3.1)

ÿ +Ky +KHθ = −2µq ẏ − 2µqHθ̇ +Mλ(φ̈ sinφ+ φ̇2 cosφ)

　　　　　　+ βyzyz + βzθzθ + βyyyy
3 + βyyθy

2θ

　　　　　　+ βyzzyz
2 + βyθθyθ

2 + βzzθz
2θ + βθθθθ

3 (3.2)

θ̈ + L(B2 +KH2)θ + LKHy = −2µpLB
2θ̇ − 2µqLH

2θ̇

　　　　　　　　　　　　 − 2µqLHẏ + LMλ2φ̈

　　　　　　+ γyzyz + γzθzθ + γyyyy
3 + γyyθy

2θ

　　　　　　+ γyzzyz
2 + γyθθyθ

2 + γzzθz
2θ + γθθθθ

3 (3.3)

ここで 8個の無次元パラメータのうち α = 0としたことにより µq, µp のみが 2章

と異なり，

µq =
cq√
2mkp

, µp =
cp√
2mkp

で定義される．

また，式 (3.1) ∼ (3.3) の 23 個の非線形項の係数 αyy, · · · , βyz , · · · , γyz , · · · は，
H,B,L,K の関数として決定される．

解析モデルの無次元パラメータを表 3.2に示す．また基準とした舶用主機（出

力 1029kW,回転数 390min−1)の無次元パラメータも表 3.3に参考として示す．

Table 3.2 Nondimensional parameters

H = 2.483, B = 0.833, L = 0.40

K = 4.903× 10−2,M = 5.435× 10−2, λ = 1.0

µq = 4.825× 10−3, µp = 5.723 × 10−3

表 3.2からわかるとおり，力学的相似モデルは実機と比較して現象があらわれ

易いモデルとなっている．しかし高調波発生などに関わる系の本質的な性質は受

け継がれている．
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Table 3.3 (Parameters of the marine diesel engine)

H = 12.66, B = 6.841, L = 1.193 × 10−2

K = 0.4108,M = 2.517 × 10−4, λ = 2.985

µq = 7.251× 10−2, µp = 0.1131

3.3.2 基礎方程式の線形部分の対角化

多自由度系の線形振動を解析するための一般的な応答解析法については，よく

知られているモード解析法がある．

式 (3.1)∼(3.3)において，左辺の線形振動項のみを考える場合，z 方向は独立で

あるが，y，θ方向は連成しているので，この部分を座標変換により，モード分離

する．

� =

[
z
y
θ

]
, � =

[
1 0 0
0 K KH
0 LKH L(B2 + KH2)

]

とおくと式 (3.1)∼(3.3)は，

ẍ + A x = b (3.4)

という行列の形に表される．ここで，Aの固有値を求めると，

ω2
1 = 1

ω2
2 , ω

2
3 =

1
2
[
K + L(B2 +KH2)

]± 1
2

√
{K + L(B2 +KH2)}2 − 4KLB2

また固有ベクトルは,

�1 =

[
1
0
0

]
,�2 =

[
0
1

(ω2
2 − K)/KH

]
,�3 =

[
0
1

(ω2
3 − K)/KH

]

次に，固有ベクトルを並べた行列 P = [p1 p2 p3] を用いた座標変換 x =

P u,
(
u = [û1, û2, û3]

t
)
を式 (3.4)に施すと，

ü + (P −1A P )u = P−1b (3.5)
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となる．ここで，

�
−1
� � =

[
ω1

2 0 0
0 ω2

2 0
0 0 ω3

2

]

であり，式 (3.5)の左辺は非連成となる．更に数式処理を用いて整理すると，以

下の方程式が得られる．

ˆ̈u1 + ω2
1 û1 = −2µ̂11

ˆ̇u1 + Â1(−φ̈ cosφ+ φ̇2 sinφ)

　　　　　+ α22û
2
2 + α23û2û3 + α33û

2
3 + α111û

3
1

　　　　　+ α122û1û
2
2 + α123û1û2û3 + α̂133û1û

2
3 (3.6)

ˆ̈u2 + ω2
2 û2 = −2µ̂22

ˆ̇u2 − 2µ̂23
ˆ̇u3 + Â2(φ̈ sinφ+ φ̇2 cosφ) + B̂2φ̈

　　　　　+ β12û1û2 + β13û1û3 + β112û
2
1û2 + β113û

2
1û3

　　　　　+ β222û
3
2 + β223û

2
2û3 + β233û2û

2
3 + β333û

3
3 (3.7)

ˆ̈u3 + ω2
3 û3 = −2µ̂32

ˆ̇u2 − 2µ̂33
ˆ̇u3 + Â3(φ̈ sinφ+ φ̇2 cosφ) + B̂3φ̈

　　　　　+ γ12û1û2 + γ13û1û3 + γ112û
2
1û2 + γ113û

2
1û3

　　　　　+ γ222û
3
2 + γ223û

2
2û3 + γ233û2û

2
3 + γ333û

3
3 (3.8)

ただし，αij , αijk, βij , βijk , γij , γijk(i, j, k = 1, 2, 3)および µ̂np(n, p = 1, 2, 3)は，式

(3.1) ∼ (3.3)の各係数が座標変換により修正されたものである．また，û1は z 方

向変位を表わし，û2, û3はそれぞれ θ方向，y方向が支配的なモード座標上の変位

である．このように，減衰項を除く線形部分はモード分離されたが，非線形部分

は連成している．そこで非線形項に対処するため次節で標準形の方法を用いる．

3.3.3 標準形の方法を用いた非線形部分の簡単化

　　

前節で考慮されなかった非線形部分について，標準形の方法を適用する．すな

わち，以下では模型実験における実験装置のパラメータを有する場合の式 (3.5)

の標準形を導く．

εを微小パラメータとして，ûn = εun, µ̂np = εµnp, Ân = εAn(n, p = 1, 2, 3) とお

き，式 (3.6)∼(3.8)の 2次，3次の非線形項 fn1，fn2 をそれぞれ
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f̂n1 = ε2fn1，̂fn2 = ε3fn2 とおくと以下のようになる．

ü1 + ω2
1u1 = −2εµ11u̇1 + A1Ω2 sinΩt

+εf11(u1, u2, u3) + ε2f12(u1, u2, u3) (3.9)
ü2 + ω2

2u2 = −2εµ22u̇2 − 2εµ23u̇3 + A2Ω2 cos Ωt

+εf21(u1, u2, u3) + ε2f22(u1, u2, u3) (3.10)
ü3 + ω2

3u3 = −2εµ32u̇2 − 2εµ33u̇3 + A3Ω2 cos Ωt
+εf31(u1, u2, u3) + ε2f32(u1, u2, u3) (3.11)

以下では 3.2.3の実験結果に着目して，Ω = φ̇ = ω1/2の場合を取り扱う．ここで，

un = ζn + ζ̄n, u̇n = iωn(ζn − ζ̄n), x = eiΩt (n = 1, 2, 3) (3.12)

で定義される複素数 ζn および xを導入すると，式 (3.9)∼(3.11)は以下のように

１階の微分方程式で表される．

ζ̇1 = iω1ζ1 − A1Ω2

4ω1
(x− x̄)

− iε

2ω1
[f11(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3) − 2iµ11ω1(ζ1 − ζ̄1)]

− iε2

2ω1
f12(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3) (3.13)

ζ̇2 = iω2ζ2 − iA2Ω2

4ω2
(x+ x̄) − iε

2ω2
[f21(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3)

−2iµ22ω2(ζ2 − ζ̄2) − 2iµ23ω3(ζ3 − ζ̄3)]

− iε2

2ω2
f22(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3) (3.14)

ζ̇3 = iω3ζ3 − iA3Ω2

4ω3
(x+ x̄) − iε

2ω3
[f31(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3)

−2iµ32ω2(ζ2 − ζ̄2) − 2iµ33ω3(ζ3 − ζ̄3)]

− iε2

2ω3
f32(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3) (3.15)

(a)　 O(1)の簡単化 [11]

　　まず，ζn について未知数 δn1, δn2 を用いて以下に示される座標変換を導入

する.

ζn = ηn + δn1x+ δn2x̄ (n = 1, 2, 3) (3.16)
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上式を式 (3.13)に代入すると次の様な式が得られる．

η̇1 = iω1η1 + i

[
(ω1 − Ω)δ11 − A1Ω2

4iω1

]
x

　　　+ i

[
(ω1 + Ω)δ12 +

A1Ω2

4iω1

]
x̄+O(ε)

いま，Ω �= ω1であるから，

δ11 = − iA1Ω2

4ω1(ω1 − Ω)
　,　δ12 =

iA1Ω2

4ω1(ω1 + Ω)
(3.17)

と置くことにより x, x̄の項を消去することができる．このとき式 (3.13)は次のよ

うな形となる．

η̇1 = iω1η1 + εF11(η1, η̄1, η2, η̄2, η3, η̄3, x, x̄)

　 + ε2F12(η1, η̄1, η2, η̄2, η3, η̄3, x, x̄) (3.18)

　また，式 (3.14),(3.15)についても同様にして x, x̄ の項を消去することができ

て，以下のようになる．

η̇2 = iω2η2 + εF21(η1, η̄1, η2, η̄2, η3, η̄3, x, x̄)

　 + ε2F22(η1, η̄1, η2, η̄2, η3, η̄3, x, x̄) (3.19)
η̇3 = iω3η3 + εF31(η1, η̄1, η2, η̄2, η3, η̄3, x, x̄)

　 + ε2F32(η1, η̄1, η2, η̄2, η3, η̄3, x, x̄) (3.20)

ただし，Fn1, Fn2(n = 1, 2, 3)は，それぞれ式 (3.13) ∼ (3.15)の右辺の O(ε), O(ε2)

の各項が式 (3.16)の座標変換により修正されたものである．

(b)　 O(ε)の簡単化

　　次に ηn について以下の座標変換を導入する．

ηn = ξn + εhn1(ξ1, ξ̄1, ξ2, ξ̄2, ξ3, ξ̄3, x, x̄) (n = 1, 2, 3) (3.21)

これによって式 (3.18)は，

ξ̇1 = iω1ξ1 + εg11 +O(ε2) (3.22)

第 3章 内部共振が存在しない場合の定常振動 34



3.3 三自由度防振支持系支配方程式の非線形部分の簡単化

となり，O(ε)の項 g11 は以下のような形で表される．

g11 = −iω1

(
∂h11

∂ξ1
ξ1 − ∂h11

∂ξ̄1
ξ̄1 − h11

)
　

−iω2

(
∂h11

∂ξ2
ξ2 − ∂h11

∂ξ̄2
ξ̄2

)
− iω3

(
∂h11

∂ξ3
ξ3 − ∂h11

∂ξ̄3
ξ̄3

)
−iΩ

(
∂h11

∂x
x− ∂h11

∂x̄
x̄

)
+F11(ξ1, ξ̄1, ξ2, ξ̄2, ξ3, ξ̄3, x, x̄) (3.23)

ここで，F11 の ξ1 . . . x̄についての関数形より h11 が次のような多項式であると

する．

h11 = ∆11ξ1 + ∆12ξ̄1 + ∆13x+ ∆14x̄+ ∆15ξ
2
2 + ∆16ξ2ξ̄2

+∆17ξ2ξ3 + ∆18ξ2ξ̄3 + ∆19ξ2x+ ∆110ξ2x̄+ ∆111ξ̄
2
2

+∆112ξ̄2ξ3 + ∆113ξ̄2ξ̄3 + ∆114ξ̄2x+ ∆115ξ̄2x̄

+∆116ξ
2
3 + ∆117ξ3ξ̄3 + ∆118ξ3x+ ∆119ξ3x̄

+∆120ξ̄
2
3 + ∆121ξ̄3x+ ∆122ξ̄3x̄+ ∆123x

2

+∆124xx̄+ ∆125x̄
2 (3.24)

式 (3.24)を式 (3.23)に代入して，ξi, ξ̄i, x, x̄ (i = 1, 2, 3)からなる項の係数をまと

める．たとえば ξ̄1 の係数は 2iω1∆12 + µ11 となる．そこでこの係数が 0となるよ

うに∆12 を定めると ξ̄1 項を消去することができる．

　また,他の項に関しても同様に ∆13,∆14, . . .の値を定めることにより消去する

ことができるが，ξ1 および x2 の係数には ∆11 および ∆123 を含まないためその

項を消去することができない．すなわち式 (3.23)に注目したとき，Ω = φ̇ = ω1/2

の場合，右辺第 1項から導かれる ξ1 および第 8項から導かれる x2 から iω1 とい

う係数（固有値）を生ずる．このとき，右辺第 3項の係数（固有値）が同じ iω1

であることから，この項が有する ξ1, x
2 と前述の 2つの項が相殺される．以上の

結果，h11の有する 25個の項のうち 2項だけが残り，式 (3.22)は次式の様な標準

形になる．

ξ̇1 = iω1ξ1 − ε

2ω1
[2µ11ω1ξ1 + i(α22Γ2

12

+α23Γ12Γ13 + α33Γ2
13)x

2] +O(ε2) (3.25)

ただし，

Γ12 =
A2Ω2

2(ω2
2 − Ω2)

，Γ13 =
A3Ω2

2(ω3
2 −Ω2)
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であり，αij は α̂ij が式 (3.16)の座標変換により修正されたものを表す．

　式 (3.19)，(3.20)についても同様にして，以下の様な標準形が得られる．

ξ̇2 = iω2ξ2 − εµ22ξ2 +O(ε2) (3.26)

ξ̇3 = iω3ξ3 − εµ33ξ3 +O(ε2) (3.27)

標準形の導出に関する理論的背景 [22]については，付録に示す．

3.3.4 パラメータの高調波成分への影響

標準形の方程式 (3.25)∼ (3.27) を調べることで現象の把握が容易になる．す

なわち，式 (3.25) には x2 の項が存在する．これが高調波を生み出す項であり，

この項が直接的に高調波成分に影響を与えていることから，x2 の係数を調べる

ことによって各無次元パラメータ B,H, . . . の高調波成分への影響を把握するこ

とが出来る．例として，剛体の無次元幅 B と式 (3.25) の x2 の係数の関係を図

3.4に示す．この図より，B を変化させた際の x2 の係数の推移の様子，即ち無

次元パラメータ B の高調波成分への影響を把握することが出来る．さらに，式

(3.26),(3.27)においては O(ε) までの解析では非線形項はすべて消去され，非線形

項の影響が現れるのは O(ε2)以下であることがわかる．

3.3.5 解析的近似解

次に，式 (3.25)∼(3.27)の標準形を利用して解析解を求める．まず座標変換式

から，

u1 = ξ1 + ξ̄1 − iA1Ω2(x− x̄)
2(ω2

1 − Ω2)
+ ε(h11 + h̄11) +O(ε2) (3.28)

u2 = ξ2 + ξ̄2 +
A2Ω2(x− x̄)
2(ω2

2 − Ω2)
+ ε(h21 + h̄21) +O(ε2) (3.29)

u3 = ξ3 + ξ̄3 +
A3Ω2(x− x̄)
2(ω2

3 − Ω2)
+ ε(h31 + h̄31) +O(ε2) (3.30)
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Fig. 3.4 Effect of the dimensionless parameter B on the superharmonic element

と表される．ここで，

ξn =
1
2
ane

i(ωnt+βn), (n = 1, 2, 3)および，x = eiΩt
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を式 (3.25)∼(3.27)，式 (3.28)∼(3.30) に代入すると，定常状態において，

û1 = ε

[
A1Ω2

ω2
1 − Ω2

sin Ωt+ a1 cos(2Ωt + γ1)
]

　+ ε2 [2∆124 + 2(∆13 + ∆14) cos Ωt] +O(ε3) (3.31)

û2 =
εA2Ω2

ω2
2 − Ω2

cos Ωt

　+ ε2 [(∆211 + ∆218)a1 cos(3Ωt+ γ1) + 2i(∆227 −∆228) sin 2Ωt
　　　+ (∆212 + ∆217)a1 cos(Ωt+ γ1) + 2i(∆25 −∆26) sin Ωt]
　+O(ε3) (3.32)

û3 =
εA3Ω2

ω2
3 − Ω2

cos Ωt

　+ ε2 [(∆311 + ∆318)a1 cos(3Ωt+ γ1) + 2i(∆327 −∆328) sin 2Ωt
　　　+ (∆312 + ∆317)a1 cos(Ωt+ γ1) + 2i(∆35 −∆36) sin Ωt]
　+O(ε3) (3.33)

また，式 (3.25)∼(3.27)より振幅と位相を表す方程式は以下のようになる． ȧ1 = −εµ11a1 − ε

ω1
(α22Γ2

12 + α23Γ12Γ13 + α33Γ2
13) sin γ1

a1γ̇1 = −(2Ω − ω1)a1 − ε

ω1
(α22Γ2

12 + α23Γ12Γ13 + α33Γ2
13) cos γ1

(3.34)

ただし，γ1 = β1 − (2Ω − ω1)tである．また，式 (3.31)∼(3.33)における ∆k (k:自

然数)は式 (3.24)に代表される座標変換式における係数である．式 (3.31)∼(3.34)

に表 3.4に示す実験装置のパラメータを実際に代入すると，図 3.5の時刻歴とそ

の周波数分析結果が得られる．この場合，û1 方向に関して加振振動数 Ω = 0.5と

その 2倍の成分 1が顕著に現れている．

Table 3.4 Coefficients on normal forms

Γ11 = −0.906 Γ12 = 0.174 Γ13 = −2.996
∆13 = −0.519 ∆14 = −0.173 ∆124 = −1.218
∆25 = −0.242i ∆26 = −0.030i ∆211 = 0.083
∆212 = −0.491 ∆217 = −0.062 ∆218 = −0.033
∆227 = −0.181i ∆228 = −0.039i ∆35 = −1.822i
∆36 = −0.853i ∆311 = −1.378 ∆312 = −5.700
∆317 = 2.668 ∆318 = 1.081 ∆327 = 2.010i
∆328 = 1.394i a1 = 2.138 γ1 = −4.712
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3.3 三自由度防振支持系支配方程式の非線形部分の簡単化
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Fig. 3.5 Time history and Fourier spectrum

(Analytical results)

3.3.6 数値解との比較

　　

ここでは，前節における標準形を用いて求めた解析解の妥当性を検討するため

に Runge-Kutta法による数値解との比較検討を行う．
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3.3 三自由度防振支持系支配方程式の非線形部分の簡単化

図 3.6 は式 (3.6) ∼ (3.8)を Runge-Kutta法により，直接解いて求めた時刻歴

と，その周波数分析結果である．これを図 3.5と比較すると，û1，̂u2，̂u3 ともによ

く一致しており，解析解が妥当であることがわかる．なお，図 3.3の模型実験の

結果と比較すると，解析解の û1 つまり z の高調波成分の大きさについては差が

認められる．このことは系のモデル化ならびに実験装置の複雑さなどに依存して

いることが予測され，今後の課題である．
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Fig. 3.6 Time history and Fourier spectrum

(Simulated results)
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3.4 結言

3.4 結言

本章では，防振支持系に生じる非線形振動現象の基本的な問題として，弾性支

持された剛体の三自由度，つまり上下,左右,ローリングの非線形強制振動を取り

上げた．

最初に，回転体の防振支持系の模型実験を行い，加振振動数の 2倍の振動数を

もつ高調波振動成分（2次の超調波共振）の存在を確認した.

つぎに，実験的に確認された高調波成分を含む振動現象の理論解析を，数式処

理の援用に適した解析手法をもちいて以下に示す手順で行った．

すなわち

（１）Lagrangeの方程式をもちいて系の運動方程式を求め，その線形部分を対角

化した．

（２）複素座標ならびに変数を一つ増やすことにより，３つの複素未知関数につ

いての一階の微分方程式に変換した．

（３）多数の非線形項を有する変換後の状態方程式に対して，標準形の方法を適

用した．

その結果，

• 高調波成分へのパラメータの影響を見通し良く調べることが可能である方程
式，つまり標準形の方程式を求めることが出来た．

• 標準形の方程式を考察することで，現象に影響を与えるパラメータを把握す
ることが可能となった．そして得られた標準形の方程式より求められる解析

的近似解は，Runge-Kutta法による数値解と良く一致している．
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4.1 序言

4.1 序言

多自由度系の線形連成振動の解析には，よく知られているように，モード解析

が広く用いられてきた．

一方，同様の概念を非線形系へ拡張することが，従来より検討されて来た [12]．

多自由度系の非線形連成振動の解析では，当然，振動方程式の解に対して重ね合

わせの原理が適用できない．しかし，振動の共振現象は，正規モードの近傍で

発生する．したがって，非線形系の場合も，正規モードを求めることは，振動解

析の基礎として重要なことである [13]．また，多自由度系の非線形振動における

Nonlinear Normal Modes（以降，NNMsと略記する）を求めることの実用上の有

用性については，次数を減少させたモデルからでも要求精度を満たす結果が得ら

れる可能性が示され，計算時間短縮による制御への応用や [14],非線形モードの局

在化から，衝撃と振動絶縁への応用が示唆されている [15]．

このような状況下において，Rosenbergら [13]は，非線形性を有する系に対し

て線形の正規モードの考え方を拡張することにより，以下の条件を満たした運動

を NNMsと定義した．すなわち,

・全ての座標が同じ周期で周期運動する．

・全ての座標が同時に平衡位置を通過する．

・全ての座標が同時に最大変位をもつ．

しかし，Rosenbergらによる上記の NNMsの定義は抽象的であり，以降の研究者

によって NNMsの求め方に違いがある [24]．すなわち，Vakakis[25]らは，多自由

度系の振動に対して，任意の質点の変位はある一質点の変位の関数としてあらわ

されるとして，NNMsを求めている．これに対して，Shaw[14]は，多自由度系の

振動に対して，任意の質点の運動すなわち変位と速度は，ある一質点の変位と速

度とにより記述されるとして，NNMs を求め， Nayfeh[26]∼[28]は Shawの考え

方により連続体の場合の NNMsを求めている．本章では，最初に述べた古典的な

Vakakisの方法に沿って，NNMsを求めることにする．

さらに，NNMs はその性質から Similar modes と Nonsimilar modesに分ける

ことができる [13][15]．すなわち Vakakis[25]らは，多自由度線形振動系と同様，

モード座標 [9]間に直線関係がある場合の NNMs を，Similar modesと呼ぶこと

にしている．これに対して，多自由度非線形振動系の多くに見られる，モード座

標間に直線関係が無い場合の NNMsのことを，Nonsimilar Modesと呼ぶことに
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4.2 定常振動解析のための理論解析

している．

Similar modesを持つ系は非常に特殊な系であるにもかかわらず，計算の容易さ

から，多くの研究がなされてきた [15]．一方，Nonsimilar modesを持つ系は，実

際の機械システムにあらわれる可能性が高いにもかかわらず，計算が複雑である

ことなどから，具体的な解析モデルでの検討が目下のところ見当たらない．

そこで本章では，Nonsimilar modesを持つ系の例として，傾斜支持した防振系

を取り上げる．ここで解析の簡略化のため上下方向変位・左右方向変位・ローリ

ングの三自由度をもつ系を考えた上で，非線形連成の存在下で定常応答を求める

ため，それぞれの固有角振動数の比が約 2 : 1 : 1で内部共振現象が発生する場合

の NNMsを求める．そして，求めた NNMsをもちいて，不釣合いを有する支持

物体の回転に伴う強制振動の解析結果および実験結果を考察する．

最初に，2章で求めた三自由度防振支持系 [4][23]の非線形連立常微分方程式に

基づき，内部共振の存在下における非線形自由振動系を考え，NNMsを求め，そ

の安定性を理論的に調べる．さらに，不釣合いを有する支持物体の回転に伴う定

常強制振動を考える．定常強制振動については，多重尺度法を用いて振幅方程式

を導き，加振角振動数に対する振幅特性，位相特性を理論的に求める．そして非

線形自由振動系における，NNMsと強制振動の応答との関係を理論的に明確にす

る．最後に，解析モデルに基づいた相似模型実験を行い，理論解析との比較，検

討を行う．

4.2 定常振動解析のための理論解析

4.2.1 自由振動系

　 　

線形系で非減衰の場合の振動モードを求めることは，強制振動を考える上でも

重要な意味があった．非線形系においても，NNMsを求めることは系としての性

質を明確にするものであり，後述する強制振動の解析にも繋がるものである．
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4.2 定常振動解析のための理論解析

非線形ノーマルモードの導出

　

非線形ノーマルモードを導くために，2章の式 (2.5)∼(2.7)において，Kyy = ω2
y,

Kθθ = ω2
θ と書き換えて整理すると図 2.1のモデルに関する支配方程式は以下のよ

うになる．

z̈ + z = −2µzz ż +Mλ(−φ̈ cosφ+ φ̇2 sinφ)
+αyyy

2 + αyθyθ + αθθθ
2 + αzzz

2

+αyyzy
2z + αyzθyzθ + αzzzz

3 + αzθθzθ
2 (4.1)

ÿ + ω2
yy = −2µyy ẏ − 2µyθ θ̇ −Kyθθ +Mλ(φ̈ sinφ+ φ̇2 cosφ)

+βyzyz + βzθzθ + βyyyy
3 + βyyθy

2θ

+βyzzyz
2 + βyθθyθ

2 + βzzθz
2θ + βθθθθ

3 (4.2)

θ̈ + ω2
θθ = −2µθθθ̇ − 2µθyẏ −Kθyy + LMλ2φ̈

+γyzyz + γzθzθ + γyyyy
3 + γyyθy

2θ

+γyzzyz
2 + γyθθyθ

2 + γzzθz
2θ + γθθθθ

3 (4.3)

ここで，非連成支持の条件を満たすように線形連成ばね定数Kyθ,Kθy はできる

だけ小さく設定しており，無視できる．各項の係数 ωy, · · · ,Kyθ , · · · , µzz, · · · , αyy,

· · · , βyz, · · · , γyz, · · · は以下に示す 8 個の無次元パラメータから成り，それぞ

れ H = h/l, B = b/l, L = ml2/J, K = kq/kp, M = ∆m/m, λ = r/l, µp =

cp/
√

2m(kp cos2 α + kq sin2 α), µq = cq/
√

2m(kp cos2 α+ kq sin2 α)で定義される．

ここで，減衰の無い自由振動系を考え，この系における NNMsを求める．

まず，微小パラメータを ε = µzz とし，各方向の変位が O(ε)程度であると考え，

z = εz1, y = εy1, θ = εθ1 とおくと，式 (4.1)∼(4.3)は以下のようになる．
z̈1 + ω2

zz1 = ε
(
αyyy1

2 + αyθy1θ1 + αθθθ1
2 + αzzz1

2
)

+ε2(αyyzy1
2z1 + αyzθy1z1θ1 + αzzzz1

3 + αzθθz1θ1
2) (4.4)

ÿ1 + ω2
yy1 = ε (βyzy1z1 + βzθz1θ1)

+ε2(βyzzy1z1
2 + βyθθy1θ1

2 + βzzθz1
2θ1 + βθθθθ1

3) (4.5)

θ̈1 + ω2
θθ1 = ε (γyzy1z1 + γzθz1θ1)

+ε2(γyzzy1z1
2 + γyθθy1θ1

2 + γzzθz1
2θ1 + γθθθθ1

3) (4.6)

ここで，ωz ≈ 2ωy ≈ 2ωθ である場合を考え，y, θの離調パラメータ σy , σθ を以下

のようにおく．

第 4章 内部共振が存在する場合の定常振動 45



4.2 定常振動解析のための理論解析

ωz = 2ωy + εσy , ωz = 2ωθ + εσθ

次に，それぞれの NNMs上において z1, θ1を y1の関数であらわすことができる

と仮定し，その関数を ẑ1(y1), θ̂1(y1)とする．z, θを基準にして求めた関数について

は後述する．また，各方向の非線形項も含めた復元力の項を fz(y1), fy(y1), fθ(y1)

と表すと，式 (4.4)∼(4.6)は以下のようになる．

ÿ1
∂ẑ1(y1)
∂y1

+ ẏ2
1

∂2ẑ1(y1)
∂y12

+ fz(y1) = 0 (4.7)

ÿ1 + fy(y1) = 0 (4.8)

ÿ1
∂θ̂1(y1)
∂y1

+ ẏ2
1

∂2θ̂1(y1)
∂y12

+ fθ(y1) = 0 (4.9)

上の 3 式は同じ変数 y1 についての方程式であるため，各係数は等しい．ま

た，未知数である ẏ1 は，式 (4.8) が 1 変数の保存系の式であるため，初期値を

y1(0) = ay , ẏ1(0) = 0とすることにより，エネルギー保存則から，

ẏ1 =

√
2
∫ ay

y1

fy(ξ)dξ (4.10)

となる．上式と式 (4.8)を式 (4.7),(4.9)に代入すると以下の 2式を得る．

−fy(y1)
∂ẑ1(y1)
∂y1

+ 2
∂2ẑ1(y1)
∂y2

1

∫ ay

y1

fy(ξ)dξ + fz(y1) = 0 (4.11)

−fy(y1)
∂θ̂1(y1)
∂y1

+ 2
∂2θ̂1(y1)
∂y2

1

∫ ay

y1

fy(ξ)dξ + fθ(y1) = 0 (4.12)

式 (4.7)∼(4.9)の 3式は等しいことから，この 2式において y1 の各次数の係数

は零となる．

　また，上式において初期条件を考え，

−fy(ay) · ∂ẑ1(y1)
∂y1

∣∣∣∣
y1=ay

+ fz(ay) = 0 (4.13)

−fy(ay) · ∂θ̂1(y1)
∂y1

∣∣∣∣∣
y1=ay

+ fθ(ay) = 0 (4.14)

という 2つの条件式を得る．

　次にモードの形状をあらわす関数 ẑ1(y1), θ̂1(y1)について考える．本章での解
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4.2 定常振動解析のための理論解析

析モデルは，Nonsimilar Modesを持つと仮定し，関数を求める．

　まず，ẑ1(y1), θ̂1(y1) を ε でべき級数展開する．ε の各次の係数を

ẑ(n)(y1), θ̂(n)(y1), (n = 0, 1, 2, 3, . . .)とすると,

ẑ1(y1) = ẑ(0)(y1) + ẑ(1)(y1) ε+ ẑ(2)(y1) ε2 + · · ·
θ̂1(y1) = θ̂(0)(y1) + θ̂(1)(y1) ε+ θ̂(2)(y1) ε2 + · · ·
次に，各オーダーの係数を y1 でべき級数展開し, その係数を a

(n)
i , b

(n)
i , (i =

0, 1, 2, 3, . . .)とすると,

ẑ(n)(y1) = a
(n)
0 + a

(n)
1 y1 + a

(n)
2 y1

2 + a
(n)
3 y1

3 + · · ·
θ̂(n)(y1) = b

(n)
0 + b

(n)
1 y1 + b

(n)
2 y1

2 + b
(n)
3 y1

3 + · · ·
これらを式 (4.11),(4.12)に代入し，εの各オーダーごとに y1 の係数が零となる

条件を求めていく．また，同時に初期条件である式 (4.13),(4.14)を満たす条件を

考える．

　 O(ε0)の計算により，ẑ(0)(y1) = a
(0)
0 + a

(0)
2 y1

2 , θ̂(0)(y1) = b
(0)
1 y1 のように求ま

る．ただし，a(0)
2 = −2a(0)

0 /a2
y である．また，a

(0)
0 , b

(0)
1 については，このオーダー

の計算では決定できない値であり，より高次の計算により求められる値である．

　次に O(ε)の計算により，先のオーダーで決定できなかった a
(0)
0 , b

(0)
1 について，

4βyza
(0)
0

2
+ 4βzθa

(0)
0

2
b
(0)
1 − αyyay

2 − 4σya
(0)
0

−αyθay
2b

(0)
1 − αθθay

2b
(0)
1

2
= 0 (4.15)

γyza
(0)
0 − βyza

(0)
0 b

(0)
1 + γzθa

(0)
0 b

(0)
1

−βzθa
(0)
0 b

(0)
1

2
+ (σy − σθ) b

(0)
1 = 0 (4.16)

という 2 つの方程式が得られる．また，このオーダーの計算から，係数

ẑ(1)(y1), θ̂(1)(y1)は以下のように求まる．

ẑ(1)(y1) = a
(1)
0 + a

(1)
2 y1

2 + a
(1)
4 y1

4 (4.17)

θ̂(1)(y1) = b
(1)
1 y1 + b

(1)
3 y1

3 (4.18)

ただし，a(1)
0 , b

(1)
1 はこのオーダーの計算では決定できない値である．以上の計算

により，

ẑ1(y1) = a
(0)
0 + a

(0)
2 y1

2 + ε
(
a
(1)
0 + a

(1)
2 y1

2 + a
(1)
4 y1

4
)

+O(ε2) (4.19)

θ̂1(y1) = b
(0)
1 y1 + ε

(
b
(1)
1 y1 + b

(1)
3 y1

3
)

+O(ε2) (4.20)
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4.2 定常振動解析のための理論解析

となる．また，これらを式 (4.7)，(4.9)に代入すると以下の方程式を得る．

ÿ1 + ω2y1 + εΛy13 +O(ε2) = 0 (4.21)

ただし，

ω2 =
1
4
− ε

(
1
2
σy + βyza

(0)
0 + βzθa

(0)
0 b

(0)
1

)
+

1
4
ε2σy

2

Λ =
2
a2

y

(
βyza

(0)
0 + βzθa

(0)
0 b

(0)
1

)
である．また，以降の計算では O(ε2)については微小であると考え，無視する．

初期値を y1(0) = ay , ẏ1(0) = 0としたときのこの方程式の近似解から，y(t)は以

下のようになる．

y(t) = εay cos νt+O(ε2) (4.22)

ただし，ν = ω + 3εΛay
2/8ωである．また，他の変数は以下のようになる．

z(t) = εaz cos 2νt+O(ε2) (4.23)

θ(t) = εaθ cos νt+O(ε2) (4.24)

ただし，az = −a(0)
0 , aθ = b

(0)
1 ay である．

　次に，初期値として与える ay について考える．先に示した計算により，本報

のモデルにおいて NNMsは y1 の初期値である ay に依存している．そのため，系

が複数のモードを持つ場合，ay の値を一定であると考えると各モードでのエネル

ギーの総和が一定に定まらない．今考えている系は保存系であるため，系の持つ

エネルギーが異なる運動ではその性質の違いをうまく捉えることができない．そ

こで，モード上における系の HamiltonianをH(y1 , ẏ1)とし，この値が等しいモー

ドについて考える．

　ここで，初期条件を次のように与える．z(0) = εẑ1(ay) , y(0) = εay , θ(0) =

εθ̂1(ay) , ż(0) = ẏ(0) = θ̇(0) = 0 ．このことから t = 0のとき，系の運動エネル

ギーの総和は零となる．また，このときの各方向のポテンシャルエネルギーを

Vz(0), Vy(0), Vθ(0)とすると，先に求められた ẑ1(y1), θ̂1(y1) を用いて以下のよう
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に表される．

Vz(0) =
1
2
εa

(0)
0

2
+ ε2

{
1
2
αzza

(0)
0

2

−3
4

(
αyy + αyθb

(0)
1 + αθθb

(0)
1

2)
a
(0)
0 a2

y

}
+O(ε3) (4.25)

Vy(0) =
1
8
εa2

y − 1
4
ε2σya

2
y +O(ε3) (4.26)

Vθ(0) =
1
8
εb

(0)
1

2
a2

y − 1
4
ε2σθb

(0)
1

2
a2

y +O(ε3) (4.27)

よって，このときの Hamiltonian H(ay , 0)は以下のように表せる．

H(ay , 0) = h = ε

(
1
2
a
(0)
0

2
+

1
8
a2

y +
1
8
b
(0)
1

2
a2

y

)
+ε2

{
1
2
αzza

(0)
0

2 − 3
4

(
αyy + αyθb

(0)
1 + αθθb

(0)
1

2)
a
(0)
0 a2

y

−1
4
σya

2
y − 1

4
σθb

(0)
1

2
a2

y

}
+O(ε3) (4.28)

　ここまでは，yを基準にしてモードを求めてきた．しかし，z � y, θ � y とな

るようなモードが存在する場合には，それらを求めることができていないので，

z, θを基準に取り，求める必要がある．まず，θを基準にした場合であるが，yと

θの固有角振動数がほぼ等しく，また 2変数の運動方程式が同じ形の項を持つ事

から，y を基準にした場合に求まるモードと同じものが求まる．次に，z を基準

にした場合，他の 2変数を y1(z1), θ1(z1)という関数で表せるとすると以下のよう

になる．

ŷ1(z1) = ε2ŷ(2)(z1) +O(ε3) (4.29)

θ̂1(z1) = ε2θ̂(2)(z1) +O(ε3) (4.30)

ここで，z を基準にして求まるモードは z のみが励振され，他の変数がほとんど

励振されないモードである．

　以上より，y, θ を基準にして求められたモードは，線形で連成していないにも

かかわらず，各変位が同程度のオーダーで運動する．したがって，これらは内部

共振現象の影響を受けて運動するモードである．また，z を基準にして求められ

たモードは，ほぼ z のみが変位を持つモードである．このことから，非線形項の

影響はほとんどなく，線形のモードとほぼ同じである．
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離調パラメータに対する応答性

　　

今，各方向の固有角振動数比がほぼ 2 : 1 : 1であり，内部共振が発生する条件

を満たしている．このような系は，固有角振動数の変動に対しその性質を大きく

変化させることが予想される．そこで，σθ を一定とし，σy を変動させたとき，系

の性質がどのように変わるかを，NNMsを用いて観察する．なお，式 (4.1)∼(4.3)

において実験より同定された無次元パラメータを表 4.1に示し，以後この値を元

に数値解を求める．σθ = 1, h = 0.5のとき，az , ay, aθ の σy に対する応答を図 4.1

に示す．

Table 4.1 Coefficients on governing equations

ωz = 1.000 ωy = 0.501 ωθ = 0.503

Kyθ = 0.001 Kθy = 0.002

µzz = 0.042 µyy = 0.022 µyθ = 0.019

µθθ = 0.044 µθy = 0.021

αyy = −0.305 αyθ = −1.325 αθθ = −2.140

αzz = −0.218 βyz = −0.610 βzθ = −1.325

γyz = −1.453 γzθ = −4.695
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この図から，この系における NNMs は離調パラメータの変動により，その形

状，数，安定性を変化させることがわかる．特に，σy = 0では z と yの固有角振

動数比が完全に 2 : 1となるため，この近傍では影響をより受けやすいと言える．

なお，この場合の安定判別は Randによる方法 [29]に外乱の式の安定判別を組み

合わせて行った．

背骨曲線

　　

線形系では，1自由度で強制振動した場合，その振幅によらず，固有角振動数

で加振した場合に主共振となり，最大振幅をとる．また，多自由度の場合におい

ても，モード座標上での固有角振動数で主共振となる．しかし，非線形系の場

合，振幅によって固有角振動数が変調されるため，1自由度系については背骨曲

線 (Backbone Curve)が求められ，強制振動の応答性を調べるための指標の一つ

として用いられてきた．

　しかし，非線形連成した多自由度系においては初期変位の組み合わせにより，

変調量が幾通りにも変わってしまい，指標となる値をつかむことができない．特

に，内部共振のような非線形振動現象が発生する系では，初期変位の組み合わせ

が非常に大きな影響を及ぼす．そこで，線形の多自由度系と同様にモード上での

固有角振動数に注目する．

　式 (4.22)から，NNMs上での yの固有角振動数の変調量は，以下のようになる．

ςy =
(
ω +

3
8ω
εΛa2

y

)
− ωy (4.31)

また，これにより z, θについても変調量が以下のように決まる．

ςz = 2
(
ω +

3
8ω
εΛa2

y

)
− ωz (4.32)

ςθ =
(
ω +

3
8ω
εΛa2

y

)
− ωθ (4.33)

以上のことから，ay を変動させたときのモードを求め，このときの固有角振動数

の変調量と各方向の振幅の軌跡を背骨曲線とする．

　ここで，各方向の振幅の符号を位相差を用いて表すことにする．すなわち，
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モード上での近似解を以下のようにおく．

z(t) = ε|az | cos(2νt+ φz) +O(ε2) (4.34)

y(t) = ε|ay| cos(νt+ φy) +O(ε2) (4.35)

θ(t) = ε|aθ| cos(νt + φθ) +O(ε2) (4.36)

ここで，az と ay が同符号の場合には φz − 2φy = 0であり，異符号の場合には

φz − 2φy = πである．また，ay と aθ に関しては，同符号の場合 φy − φθ = 0，異

符号の場合 φy − φθ = πである．これらは，各モードの運動パターンの違いをあ

らわすものである．たとえば，φz − 2φy = 0の場合，剛体の重心が z − y 平面内

において下に凸の 2次曲線上を動くことをあらわし，φz − 2φy = πの場合は，上

に凸の 2次曲線上を動くことをあらわしている．

　図 4.2 に背骨曲線を示す．また，このときの各曲線の位相差を表 4.2に示す．

これらから，位相差と固有角振動数の変調量は互いに関係を持っていることがわ

Table 4.2 Phases of backbone curves

No φz − 2φy φθ − φy

i π 0

ii π π

iii 0 π

iv 0 0

かる．モード上における運動は一つの変位について考えていけばよい．そこで，

yについての方程式である式 (4.5)について考える．この式において，εβyzy1z1に

よって変調される固有角振動数の量は ε{1 − 3/(4ω)}βyzaz である．ω ≈ 1/2であ

るから {1 − 3/(4ω)} < 0 であり，表 4.1 より βyz < 0 である．また，φy = 0で

あると考えると，曲線 iについては，位相差から az < 0である．よって，この

項による変調量はマイナスとなり，ソフトスプリングとなるように働く．特に，

この項は y, z の連成項であるため，重心位置が上に凸の 2次曲線上を移動する場

合 (φz − 2φy = π)は，ソフトスプリングに働き，逆に下に凸の放物線上を動く場

合 (φz − 2φy = 0)は，ハードスプリングに働く．また，βzθz1θ1 によって変調さ

れる量は ε{1 − 3/(4ω)}βzθaθ/ay である．このことから，この項については z と
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y，y と θ の位相差が影響してくる．y と θ の位相差 (φθ − φy)が零となる場合，

βyzy1z1 と同じように働く．つまり，重心位置が上に凸の放物線上を動き，剛体

の左右動に伴い上端が外側に振られる運動をするとき，両項ともソフトスプリン

グに働く．この運動に対応するのが，曲線 iであるため，背骨曲線の中でもっと

もソフトスプリングの特性を示す．このときの運動を図 4.3に示す.

4.2.2 強制振動系

　　

次に z, y, θ の角振動数が ωz ≈ 2ωy ≈ 2ωθ ≈ 1の条件において，加振角振動数

φ̇ = Ω ≈ 1である z 方向の主共振の場合を考える．ここで式 (4.2)の右辺第 5項

βyzyz は，βyz sin t·yと変形され係数励振項となり，yが 1/2の固有角振動数成分

で励振される．また，この角振動数成分により式 (4.1)の右辺第 3項 αyyy
2 は z

の固有角振動数成分である 1の角振動数成分をもち，z を励振させる．同様に内

部共振による一連のメカニズムにより，左右対称であるにもかかわらず θも励振

されると考えられる．

解析的近似解の導出

　　

Ω ≈ 1のとき，無次元微小パラメータ εを ε = µzz として，各減衰係数を O(ε)，

加振項の係数Mλおよび各線形連成ばね定数を O(ε2)と評価し，評価後の係数を

　̂を用いて表す．これにより 2次の非線形項と減衰項が同じオーダーになるよう

にする．さらに 4.2.1で用いたと同じ離調パラメータ σy , σθ 加振角振動数の離調

パラメータ σを導入し，

ωz = 2ωy + εσy, ωz = 2ωθ + εσθ , Ω = ωz + εσ (4.37)

と定義する．そこで式 (4.1) ∼ (4.3)の近似解を以下のようにおく．

z = εz1(T0, T1, · · · ) + ε2z2(T0, T1, · · · ) + · · · (4.38)
y = εy1(T0, T1, · · · ) + ε2y2(T0, T1, · · · ) + · · · (4.39)

θ = εθ1(T0, T1, · · · ) + ε2θ2(T0, T1, · · · ) + · · · (4.40)

ただし，Tn = εnt(n = 0, 1, 2, · · · ) であり，多重尺度法を適用することにより式
(4.38) ∼ (4.40)の各成分を求める．また，永年項を生じない条件より以下のよう
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な振幅方程式が得られる．

D1Az = − i

2ωz

{
−2iωzµ̂zzAz − i

M̂λ

2
(ωz + εσ)2eiσT1

+αyyAy
2e−iσyT1 + αyθAyAθe

−i(σy+σθ)T1/2

+αθθAθ
2e−iσθT1

}
(4.41)

D1Ay = − i

2ωy

{
−2iωyµ̂yyAy − 2iωθµ̂yθAθe

i(σy−σθ)T1/2

+βyzAyAze
iσyT1 + βzθAzAθe

i(σy+σθ)T1/2
}

(4.42)

D1Aθ = − i

2ωθ

{
−2iωθµ̂θθAθ − 2iωyµ̂θyAye

i(σθ−σy)T1/2

+γyzAyAze
i(σy+σθ)T1/2 + γzθAzAθe

iσθT1

}
(4.43)

ここで Ai, Ai(i = z, y, θ) は複素振幅，Dn = ∂/∂Tn(n = 0, 1, 2, · · · ) である．さ
らに，式 (4.41) ∼ (4.43) を時間が陽に現れない自律系に変換して複素振幅を

実数で表すために，以下の極座標系 (ai, φi)(i = z, y, θ) を用いて変換を行うと，

Az = 1
2aze

iφzeiσT1 , Ay = 1
2aye

iφyei(σ+σy)T1/2, Aθ = 1
2aθe

iφθei(σ+σθ)T1/2 より各方
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向の振幅 ai と位相 φiの時間変化を表す方程式は，以下のようになる．

a′z = −µ̂zzaz − M̂λ(ωz + εσ)2

2ωz
cosφz

− 1
4ωz

{
αyyay

2 sin(φz − 2φy) + αyθayaθ sin(φz − φy − φθ)

+αθθaθ
2 sin(φz − 2φθ)

}
(4.44)

azφ
′
z = −σaz +

M̂λ(ωz + εσ)2

2ωz
sinφz

− 1
4ωz

{
αyyay

2 cos(φz − 2φy) + αyθayaθ cos(φz − φy − φθ)

+αθθaθ
2 cos(φz − 2φθ)

}
(4.45)

a′y = −µ̂yyay − µ̂yθ
ωθ

ωy
aθ cos(φy − φθ)

+
1

4ωy
{βyzayaz sin(φz − 2φy)

+βzθazaθ sin(φz − φy − φθ)} (4.46)

ayφ
′
y = −σ + σy

2
ay + µ̂yθ

ωθ

ωy
aθ sin(φy − φθ)

− 1
4ωy

{βyzayaz cos(φz − 2φy)

+βzθazaθ cos(φz − φy − φθ)} (4.47)

a′θ = −µ̂θθaθ − µ̂θy
ωy

ωθ
ay cos(φy − φθ)

+
1

4ωθ
{γyzayaz sin(φz − φy − φθ)

+γzθazaθ sin(φz − 2φθ)} (4.48)

aθφ
′
θ = −σ + σθ

2
aθ − µ̂θy

ωy

ωθ
ay sin(φy − φθ)

− 1
4ωθ

{γyzayaz cos(φz − φy − φθ)

+γzθazaθ cos(φz − 2φθ)} (4.49)

ただし，′は T1 に関する微分を表している．また，近似解は式 (4.37) ∼ (4.40)よ
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り以下のようになる．

z = εaz sin(Ωt + φz)

+
ε2

2
{
αyy2a

2
y + αθθ2a

2
θ + αzz2a

2
z + αyθ2ayaθ cos(φy − φθ)

−αzz1a
2
z cos(2Ωt + 2φz)

}
+O(ε3) (4.50)

y = εay sin(
Ω
2
t+ φy)

− ε
2

2

{
βyz1ayaz cos(

3
2
Ωt+ φz + φy)

+βzθ1azaθ cos(
3
2
Ωt+ φz + φθ)

− M̂λΩ2

(ω2
y −Ω2)

cos Ωt

}
+O(ε3) (4.51)

θ = εaθ sin(
Ω
2
t+ φθ)

− ε
2

2

{
γyz1ayaz cos(

3
2
Ωt+ φz + φy)

+γzθ1azaθ cos(
3
2
Ωt+ φz + φθ)

}
+O(ε3) (4.52)

これにより z は主として加振角振動数成分である Ω 成分で，y, θ は主とし

て加振角振動数成分の 1/2 倍である Ω/2 成分で振動することがわかる．ま

た，O(ε2) で z は直流成分および 2Ω の角振動数成分，y, θ は 3Ω/2 の角振動

数成分が含まれる．ただし式 (4.50) ∼ (4.52) の各項の係数は，αyy2 = αyy/ω
2
z ,

αyθ2 = αyθ/ω
2
z − (ωy − ωθ)2, αθθ2 = αθθ/ω

2
z , αzz1 = −αzz/3ω2

z , αzz2 = αzz/ω
2
z ,

βyz1 = βyz/ω
2
y − (ωy + ωz)2, βzθ1 = βzθ/ω

2
y − (ωz + ωθ)2,

γyz1 = γyz/ω
2
θ − (ωy + ωz)2, γzθ1 = γzθ/ω

2
θ − (ωz + ωθ)2

である．

振幅方程式から得られる応答

　　

定常振幅 az, ay , aθ および定常位相 φz, φy, φθ は，各方向の振幅と位相を表す式

(4.44) ∼ (4.49) の時間変動項を 0として Newton法を用いて数値的に解を求める．

また，その際の解の安定性の判別は，Routh-Hurwitzの判別法を用いて行う．図
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4.4に加振力（不釣り合い質量と剛体の質量比）M̂λ = 2.98, 4.00のときの振幅特

性を示す．同図において実線は安定な定常解，破線は不安定な解を表しており，

yおよび θについては式 (4.51), (4.52)から加振角振動数の 1/2倍成分の応答を表

す．ここで式 (4.51), (4.52) において a2
z の項が存在せず加振の影響が直接効いて

こないため，y, θ方向の主共振とは異なり az �= 0, ay = 0, aθ = 0の単モード共振

と az �= 0, ay �= 0, aθ �= 0の多モード共振 [30]が可能となる．ただし，実際は y方

向に強制項が存在するため Ω成分で振動するが，ここでは式 (4.50) ∼ (4.52)にお

いて O(ε)で支配的な az , ay, aθ が 0であるか否かで単モード共振と多モード共振

を区別することにする．

　まず，単モード共振の場合，ay = 0, aθ = 0であることから，非線形項の影響を

無視でき，線形の場合とほぼ同じ形状をとる．このとき，系は内部共振が発生し

ていないと判断される．また，このときの応答曲線は図 4.2の背骨曲線 vに沿っ

て現れていることがわかる．前節でも述べたが，背骨曲線 vは内部共振の影響を

受けていないモードに対応するものであり，このことから両者の関係は妥当であ

る．

　次に多モード共振の場合，内部共振の影響により ay �= 0, aθ �= 0である．この

ときの応答曲線は，背骨曲線 i∼ivに沿ってあらわれている．特に，背骨曲線 i,iv

の周りに注目すると，加振振幅の増加に伴う応答曲線の極値の移動が，この背骨

曲線に沿っていることがわかる．このことから，多自由度系の強制振動の応答曲

線が，保存系での NNMsから求めた背骨曲線と一定の関係を持ってあらわれるこ

とがわかった．特に，今回用いた系については，2次の非線形項の影響であるに

もかかわらず，その背骨曲線が大きく傾き，加振振幅の増加に伴い励振領域が大

きく広がることが確認された．

なお，図 4.4において z方向の振幅は Ω が 1付近で加振力の大きさの影響を受

けない．このことは以下の様に考えられる．すなわち式 (4.1)～(4.3)の右辺には，

非線形項の中に係数励振力，強制外力に相当する項が存在し，Ω = 1 の近傍では

z − y, z − θの間で内部共振に伴うエネルギの授受が行われる．この時 z 方向は加

振力の変化に対し位相をずらしながらエネルギの授受が行われるため，az は加振

力により変化しないものと解釈される．なお，式 (4.44) ∼ (4.49)もこの関係を表

すものと考えられる．また，式 (4.1) で非線形項を取り除いた方程式の解は，線

形強制振動の解析的に求めた通常良く知られている解に帰着する．
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4.3 実験

4.3 実験

理論解析において，内部共振による非線形連成の影響により複雑な現象を引き

起こすことが明らかとなった．そこで本章では，解析モデルに基づいた模型実験

を行い，理論解析によって得られた結果と比較検討する．

4.3.1 実験装置

　　

本実験装置の概要を図 4.6に示す．ここでは，図 2.1の解析モデルに示される

ように，軟鋼製の剛体 (78 × 120 × 125mm,4.5kg) の両下端を上下方向および左

右方向に対し αの傾斜角を有するコイルばねにより支持した．加振源としては，

不釣り合い質量を有する回転円盤をギヤードモータによって回転させるものと

した．重心の上下および左右方向変位の測定には，重心位置に取り付けた発光ダ

イオードの挙動を光ポジションセンサで受光することにより，また，重心周りの

ローリング角の測定は，姿勢検出型近距離センサを用いることにより行った．

4.3.2 実験結果

　　

まず，M̂λ = 2.98の場合，図 4.7に Ω = 0.80(有次元で 12.2Hz)で y, θが励振さ

れない状態，図 4.8に Ω = 0.93(有次元で 14.2Hz)で y, θが励振された状態の結果

を示す．これによると内部共振の影響がない図 4.7においては，z, yともに加振

角振動数で振動しており，1/2倍成分はない．次に図 4.8において内部共振の影

響により y, θは，加振角振動数の 1/2倍成分が突出している．定常回転において

は θ方向には加振力が存在せず，加振角振動数と異なる成分が無視できないほど

存在することは線形系では考えられない．これにより模型実験においても幾何学

的非線形項の存在と，それによる内部共振現象の発生が確認でき，理論解析結果

と定性的に一致する．

次に，図 4.9に加振振幅 M̂λ = 2.98, 4.00で定常加振したときの周波数応答の

振幅特性を示す．ここで，y, θは加振角振動数の 1/2倍成分の振幅であり，両者

とも Ω = 1近傍で励振されている．また，この領域で z に関しても線形解析とは

違った挙動を示しており，内部共振現象が発生していると判断される．さらに，
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4.4 結言

加振振幅を増加させることにより，この現象が発生する領域が広がるといった理

論解析と同様の傾向が現れる．なお，ここで加振振幅を増加させた場合，理論解

析と異なり Ω < 1 の領域において内部共振発生領域が，Ω > 1のそれに比較して

低周波側まで広がっているが，この原因としては「理論解析で使用したパラメー

タと実験装置のそれとの誤差によりバックボーンカーブの形状が左右非対称に

なった．」と「低周波側で y, θの共振の影響により強制振動項が質量を加振した．」

が考えられるが，特定は困難であった．

4.4 結言

本章では，上下方向変位，左右方向変位およびローリングの三自由度をもつ傾

斜防振支持系を取り上げ，それぞれの固有角振動数の比が 2:1:1の内部共振条件

を満たす場合の非線形連成振動について，NNMsを用いてその振動特性を明確に

した．本章において得られた主な理論的結論を以下に述べる．

• 非線形の非減衰自由振動系において NNMsの存在を確かめた．その振動モー

ドは内部共振の影響により，線形の振動モードとは性質が大きく異なった．

• 内部共振が発生する系において，NNMsは非減衰線形系の固有角振動数の微

小な変動に対しても，大きな影響を受け，モードの数や形状を変動させる．

• NNMsに対応する背骨曲線が得られ，減衰がない非線形の強制振動系におい

て，同じ振動モードを持つ解が背骨曲線の近傍に存在する．

• 減衰が存在する強制振動系においても，背骨曲線に対応する解が存在する．
また，その応答性が背骨曲線の影響を受ける．

模型実験においても非線形連成による内部共振現象が発生し，理論解析で予測

された θ方向つまりローリングの励振，および三自由度傾斜防振支持系における

周波数応答との定性的一致を確認した．
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4.4 結言
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Fig. 4.1 Effects of σy on NNMs
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4.4 結言
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4.4 結言
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4.4 結言

(a)front

(b)side

Fig. 4.5 Experimental setup
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Fig. 4.6 Schematic of experimental apparatus
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Fig. 4.7 Time histories and spectra (Ω = 0.80, M̂λ = 2.98)
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Fig. 4.8 Time histories and spectra (Ω = 0.93, M̂λ = 2.98)
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4.4 結言
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Fig. 4.9 Frequency response curves experimentally (M̂λ = 2.98, 4.00)
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5.1 序言

5.1 序言

ディーゼル機関や電動機などの回転機械の防振支持系は，一般に多自由度系と

なり複雑な振動挙動を示す．その挙動の一部は，線形および非線形領域において

モード間の相互作用によって生じるものと考えられ，非線形力学的観点から非常

に興味深い問題である．

本章では，傾斜支持方式 [2][3][31] で支持された剛体の面内運動つまり三自

由度系に着目して，過渡応答時の内部共振の影響を調べるため，その支持部分

の変位についての幾何学的非線形性に起因した 2 : 1 : 1 の内部共振 (Internal

Resonance)[16]を考慮に入れた防振支持系を解析対象とする．すなわち，一自由

度防振支持系を対象に多くの研究が行われてきた共振点通過現象 [7][8][32]につい

て，より複雑な三自由度防振支持系の場合に拡張すると共に，内部共振つまり非

線形項を介したモード連成のある場合を取り上げる．

さらに実際の回転機械の防振支持系においては，定常応答より，発停時に必ず

起る共振点通過時の挙動がより重要となるが [17][33][34][35]，従来，このときの

回転角速度 φ̇は一定に増加，あるいは減少するものとして扱われている．しかし

共振状態では，駆動源が直流モータの場合であれば，電圧が一定に上昇している

にもかかわらず，実際には回転角速度は停滞する例などが見られる．このような

共振点通過現象を再現するためには，モータの電気回路特性 [19]を考慮に入れ，

トルクではなく電圧を入力として，防振支持系，モータの回転角および電気回路

に関する支配方程式を連立させて解くことが必要となる．

以上の状況に鑑み，本章では最初に，防振支持系を上下方向変位 z，左右方向

変位 y，ローリング θ の三自由度に単純化したモデルを用い，z, y, θ および直流

モータの回転角 φ,電流 iを支配する方程式を導く．

次に，三自由度防振支持系の解析に先立って，駆動トルクと負荷トルクとの大

小関係が共振点通過現象に与える影響を知るため三自由度防振支持系の方程式を

z 方向のみの一自由度に低次元化した．そして共振点通過に大きな影響をもつト

ルクの上限値を変化させ，その基本的特性を理論的に確認した．その上で，三自

由度非線形振動系における内部共振が起る場合と起らない場合について，電流制

限が共振点通過に及ぼす影響などを理論的に解明した．

最後に，単純な回転機械の三自由度防振支持系の実験装置をもちいた実験を行

い，解析結果を検証した．
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5.2 直流モータの電気回路を考慮した支配方程式の誘導

5.2 直流モータの電気回路を考慮した支配方程式の誘導

図 2.1から導かれた 2章の式 (2.5)∼(2.7)において，Kyy = ω2
y, Kθθ = ω2

θ , 連成

項Kyθ = Kθy = 0とおき，復元項については 2次の幾何学的非線形項まで，減衰

項については 1次の線形項を考慮して，剛体の上下方向,左右方向変位 z，yおよ

びローリング θの支配方程式は以下のようになる．ただし，z, yはばね取付け長

さ l，時間 tは z方向の固有角振動数の逆数
√
m/2(kp cos2 α+ kq sin2 α)で，それ

ぞれ無次元化する．

z̈ + z = −2µzz ż +Mλ(−φ̈ cosφ+ φ̇2 sinφ)
+ αyyy

2 + αyθyθ + αθθθ
2 + αzzz

2 (5.1)

ÿ + ω2
yy = −2µyy ẏ − 2µyθ θ̇ +Mλ(φ̈ sinφ+ φ̇2 cosφ)

+ βyzyz + βzθzθ (5.2)

θ̈ + ω2
θθ = −2µθθθ̇ − 2µθy ẏ + LMλ2φ̈

+ γyzyz + γzθzθ (5.3)

また，∆mを回転させる直流モータの回転角 φ，電流 iに関する支配方程式は以

下のように表される.

φ̈ = −µφφφ̇+Kφii− Lr(z̈ cosφ− ÿ sinφ) (5.4)

i̇+Kiii = −µiφφ̇+Kiiv (5.5)

ここで i は公称電圧 V0 を端子間抵抗 Rで割った V0/Rで，入力電圧 v は V0 で,

それぞれ無次元化されている.

無次元係数 ωy, · · · , µzz , · · · , αyy, · · · , βyz , · · · , γyz, · · · は無次元パラメータH =

h/l, B = b/l, L = ml2/J , K = kp/kq, M = ∆m/m, λ = r/l, および

µp =
cp√

2m(kp cos2 α+ kq sin2 α)
,

µq =
cq√

2m(kp cos2 α+ kq sin2 α)

の関数として求められる [20]．また無次元係数 µφφ, Kφi, Lr, Kii, µiφ は以下のよ

うに表される．

µφφ =
C

Jφω2
z

,Kφi =
ktV0

JφRω2
z

, Lr =
∆mrl
Jφ

,

Kii =
R

Leωz
, µiφ =

keR

LeV0
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5.3 上下動のみに拘束した一自由度防振支持系の共振点通過

ここで C は軸受けの摩擦抵抗，Jφはロータの慣性モーメント，kt はトルク定数，

Le は端子間インダクタンス，ke は起電力定数である．式 (5.1)∼(5.5)において無

次元量を表す添え字 ∗ は省略した．

5.3 上下動のみに拘束した一自由度防振支持系の共振
点通過

三自由度系の検討に先立ち，共振点通過の基本的特性を把握するために，電気

回路の影響を無視すると共に上下方向のみの一自由度系の検討を行う．5.2節で

導かれた支配方程式のうちの式 (5.1),(5.4)をもちい，z 方向の固有角振動数を通

過する場合について考察する．式 (5.1)の非線形項を 0とおき，式 (5.4)において

ÿ = 0とおくと，式 (5.1),(5.4)は以下のようになる．

z̈ + 2µzz ż + z = Mλ(−φ̈ cosφ+ φ̇2 sinφ) (5.6)

φ̈ = (LT −RT ) − Lr z̈ cosφ (5.7)

ここで，LT , RT はそれぞれ駆動トルクKφii，負荷トルク µφφφ̇を表しており，ば

ねの傾斜角 α = 0の場合である．また，これは Dimentberg らの研究 [8]における

支持剛性切り替えがない,一自由度の主共振の場合に相当する．

これらの支配方程式を，z = A cos(φ+ ξ), ż = −AΩsin(φ+ ξ), φ̇ = ν として書

き改め，A, ξ および φ̇が時間とともにゆっくり変化するものとして，一周期で積

分して平均化を行う．その結果，次の 3つの振幅方程式が得られる.

Ȧ = −µzzA− Mλ

2Ω
(
ν2 cos ξ − ν̇ sin ξ

)
(5.8)

ξ̇ = Ω − ν − Mλ

2ΩA
(
ν2 cos ξ + ν̇ sin ξ

)
(5.9)

ν̇ = (LT −RT ) +
LrΩ

2

{
A(ν + ξ̇) sin ξ − Ȧ cos ξ

}
(5.10)

なお，一周期での平均値を表す¯は省略した．これらの定常応答を調べるために，

式 (5.8)∼(5.10)の時間変動項を 0とおき ξ,Aを消去してトルク LT , RT と ν の関

係を求め，Ω = 1とおくと以下のようになる．ここで S(ν)は系のすべての負荷ト

ルクを表す．

LT (ν) = S(ν)

= RT (ν) +
µzzM

2λ2Lν3

4((ν − 1)2 + µ2
zz)

(5.11)
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5.4 三自由度防振支持系の共振点通過

これは，トルクのバランスを表す方程式である．右辺第 1項は摩擦，第 2項は振

動による負荷トルクを表している．LT (ν)と S(ν)の関係を図 5.1に示す．これに

よれば LT (ν)の値により式 (5.11)の根の数は変化する．

LT1 の場合，根は一つであり，その位置は共振領域外であるため必ず共振点を

通過できる．LT3 の場合において，νrl, νru は共振領域にあり νrl での共振は安定

しているのに対し，νru では不安定であることが知られている．νrl 付近では微小

外乱を与えても，νrlに戻る．しかしながら，νru付近では，外乱が加わると，νru

から離れ，νrl あるいは νpr に落ち着く．

LT2は S(ν)と接しており，半ば静的に共振点を通過する．このように，時間を

かけて共振点を通過する場合の LT2，あるいは S(ν)と接しているときの LT (ν)

の値は共振点を通過できる，もしくは共振状態で捕捉される場合の臨界値に相当

する．このときの余剰トルク T = LT (ν)−RT (ν)は式 (5.11)において ν = 1とす

ることにより以下のように求められる．

T̃ =
(Mλ)2L

4µzz

この T̃ は，一般に共振点通過に関して調べるときの基準値としてもちいることが

できる．

5.4 三自由度防振支持系の共振点通過

5.4.1 内部共振が起らない場合

ここでは，本論文で扱っている三自由度防振支持系の共振点通過のうち，特に

内部共振が起らない場合を考える．そのため傾斜支持の角度 αを変えて固有角振

動数の比を簡単な整数比からずらし，内部共振が起らない状態にした．

回転体の共振点通過においては，駆動トルクが十分に与えられれば速やかに通

過でき，不十分な場合には共振点で回転が停滞し，通過に時間を費やす．さらに

駆動トルクが小さくなると共振点で捕捉される．

本研究では電流 iを制限してこの状況を作り出した．そして，電流制限の影響

による共振点通過の状況を見るために，電流を制限しない場合，その最大値の

30%,および 20%に制限する場合について数値計算を行った．このときの数値計

算結果を図 5.2 ∼ 5.4に示す．これによれば，図 5.2の場合にはロータの回転はス

ムーズに上昇して共振点を通過しており，図 5.3の場合には z 方向の振幅の増加
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5.4 三自由度防振支持系の共振点通過

と共振状態にある時間の延長，回転の停滞が見られ，定格回転に達するまで iが

上限にあり，図 5.4の場合，回転は共振点で捕捉されこれを越えられず，iは上限

値のままとなっている．θの振幅はいずれの場合にも小さい．

なお，電流制限値を与えた数値解析は，Runge-Kutta法の係数 (4次の精度の式

を用いたため，一つの一階の方程式につき 4個ある）を 1個求める度に，その計

算の前に，また 1ステップ進んだ値を計算した前後に,電流が制限電流を超えて

いるかどうかチェックし，制限電流を超えている場合には電流に制限電流を与え

て以降の解析を実施した．

5.4.2 内部共振が起る場合

ここでは，内部共振が起る場合の共振点通過について考える．

0.5 1 1.5 2
0

0.01
LT1LT2LT3

S(ν)

To
rq

ue

ν

νrl νru

νpr

Fig. 5.1 Torque balance
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Fig. 5.2 Transient time histories without an internal resonance (Current i is not

limited, simulation)

Runge-Kutta法による数値解

まず支配方程式 (5.1)∼(5.5) について電流を制限なし，その最大値の 20%およ

び 15%に制限して数値計算を行った結果を示す．

初めに電流を制限しない場合を図 5.5に示す．共振点付近においても φ̇が停滞

することなく，スムーズに通過している様子が見受けられる．

次に電流が 20%に制限された場合を図 5.6 に示す．z 方向の共振点付近で φ̇ が

停滞し，y, θ 方向の振幅が増加して内部共振の影響が出ている．内部共振が起ら

ない場合には 20%の電流制限値では共振点を通過出来なかったにもかかわらず，

内部共振が起るこの場合にはこの制限値でも共振点を通過する．これは内部共振

により，次項に述べる理由で負荷トルクが小さくなり共振点通過が容易になるた
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Fig. 5.3 Transient time histories without an internal resonance (Limit on current

i is 30%, simulation)

めであると思われる．

最後に電流を 15%に制限した図 5.7では z 方向の共振点通過時に内部共振が起

り，前図の場合と同様に z 方向の振幅が減少し y, θ方向の振幅が増加するが，も

はや回転の上昇は起らず捕捉される．

平均法による解析的近似解

Dimentberg らの研究のように，一自由度系では共振点近傍のトルク特性を表す

式を，解析的な解を用いて式 (5.11)のように直接求めることができる．一方，本

研究のように多自由度系で非線形項が連成している場合は，これを直接導くこと
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Fig. 5.4 Transient time histories without an internal resonance (Limit on current

i is 20%, simulation)

は困難であるため, 振幅方程式を数値計算することにより求めた.

(a) 振幅方程式　　 z 方向の固有角振動数 1近傍で不釣り合い質量を回転させた

ときの振幅方程式を，平均法を用いて求める. ここで，主要成分のみを対象に考

え，z = az cos(φ + ξz),　 y = ay cos(φ/2 + ξy),　 θ = aθ cos(φ/2 + ξθ),　 φ̇ = ν
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5.4 三自由度防振支持系の共振点通過

とおく．z方向の固有周期 2πで平均化を行なうことによって以下の式を得る．

ȧz = −µzzaz − Mλ

2
(
ν2 cos ξz − ν̇ sin ξz

)
−1

4
{
αyya

2
y sin(ξz − 2ξy) (5.12)

+αyθayaθ sin(ξz − ξy − ξθ) + αθθa
2
θ sin(ξz − 2ξθ)

}
ξ̇z = 1 − ν +

Mλ

2az

(
ν2 sin ξz + ν̇ cos ξz

)
− 1

4az

{
αyya

2
y cos(ξz − 2ξy) (5.13)

+αyθayaθ cos(ξz − ξy − ξθ) + αθθa
2
θ cos(ξz − 2ξθ)

}
ν̇ = −

(
µφφ − 1

2
Lraz cos ξz +

2
3π
Lrωyay cos ξy

)
ν

+Kφii+
1
2
Lr

(
ȧz sin ξz + az ξ̇z cos ξz

)
(5.14)

+
4
3π
Lrωy

(
ȧy sin ξy − ay ξ̇y cos ξy

)
i̇ = −Kiii− µiφν +Kiiv (5.15)

なお一周期分の平均値を表す¯は省略した．同様にして，z方向の固有周期の 2倍
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の 4πで平均化を行うことによって以下の式を得る．

ȧy = −µyyay − µyθ
ωθ

ωy
aθ cos(ξy − ξθ)

+
1

4ωy

{
βyzayaz sin(ξz − 2ξy)

+βzθazaθ sin(ξz − ξy − ξθ)
}

(5.16)

ay ξ̇y = −
(ν

2
− ωy

)
ay + µyθ

ωθ

ωy
aθ sin(ξy − ξθ)

− 1
4ωy

{
βyzayaz cos(ξz − 2ξy)

+βzθazaθ cos(ξz − ξy − ξθ)
}

(5.17)

ȧθ = −µθθaθ − µθy
ωy

ωθ
ay cos(ξy − ξθ)

+
1

4ωθ

{
γyzayaz sin(ξz − ξy − ξθ)

+γzθazaθ sin(ξz − 2ξθ)
}

(5.18)

aθ ξ̇θ = −
(ν

2
− ωθ

)
aθ − µθy

ωy

ωθ
ay sin(ξy − ξθ)

− 1
4ωθ

{
γyzayaz cos(ξz − ξy − ξθ)

+γzθazaθ cos(ξz − 2ξθ)
}

(5.19)

(b)トルク特性　　内部共振が起る場合の負荷トルクについて，z 方向の固有角

振動数近傍で数値計算を行った結果を，図 5.8に破線で示す．この結果は，振幅

方程式 (5.14)において時間で微分された項を 0 とし，

Kφii =
(
µφφ − 1

2
Lraz cos ξz +

2
3π
Lrωyay cos ξy

)
ν

と式を変形することで，求めることができる．

内部共振が起る場合と起らない場合の負荷トルクの特性曲線を比較してみる

と，負荷トルクの値が最大となる回転速度が，z 方向の共振点 ν = 1からずれて

いることがわかる．また最大値も内部共振が起らないときに比べ，約 63%程度に

小さくなっている．

内部共振が起る場合には z 方向の共振点近傍において，y および θ方向も励振

される．このとき z 方向の振動のエネルギがモータの負荷トルクに影響しない θ

方向の振動にも分散される．その分，負荷トルクのうちの振動によるトルクの最
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Fig. 5.5 Transient time histories with an internal resonance (Current i is not lim-

ited, simulation)

大値も小さくなると考えられる．

よって，解析上同じ駆動トルクを与えた場合，内部共振が起らないときに共振

点を通過できなくても，それが起るときは駆動トルクが上記の減少した負荷トル

クを上回れば共振点を通過できる．

5.5 実験

5.4の理論解析において，条件によっては非線形連成の影響による内部共振が

起り得ることが明らかとなった．このことは,現実の系でも非線形項の影響が無
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Fig. 5.6 Transient time histories with an internal resonance (Limit on current i is

20%, simulation)

視できないものとなる可能性を示しており,これを現実の機械系や模型で確認す

ることが重要な意味を持つ. そこで本章では，2章の解析モデルに基づいた相似

模型実験を行い，現象の発生を確認するとともに 5.4の理論解析によって得られ

た結果と比較する．

5.5.1 実験装置

実験装置は 4章と同一のものをもちいその概要を図 5.9，5.10 に示す．ここで

は，平面運動を実現させるため y − z 平面に関して質量が対称になるように部品

を配置してある．この装置の詳細は 2章による．なお，系を自由振動させたとき

の変位の時刻歴とその周波数分析結果から，p軸および q 軸方向の粘性減衰係数
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Fig. 5.7 Transient time histories with an internal resonance (Limit on current i is

15%, simulation)

cp, cq ならびにばね定数 kp, kq を同定した．

5.5.2 実験結果

前節までの解析で，電流に制限を与えると回転体の共振点通過時の挙動が変

化することがわかった．そこで以下では電流を制限しない場合，また電源装置

の電流制限機能を用いてその最大値の 40%および 30%に制限した場合の実験を

行った．

ここで解析の時と同じ制限割合を設定しなかったのは，実験時の装置の安定性

と，制限しない場合の電流が装置と解析とで異なり，解析と同様の結果を出すた

めにはこの値を取る必要があったためである．図 5.11は実験で使用する範囲で電
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力が不足しないよう電流 iを制限しない場合（最大値は有次元で 0.85A），図 5.12

は制限しない場合の最大値の 40%（有次元で 0.34A）に，図 5.13は同じく 30%

（有次元で 0.26A）にした場合の実験結果である．なお，不平衡質量∆m，電圧上

昇速度 v̇は，すべての場合について同一の値である．

これらの結果から，図 5.11の場合には z, y, θ各方向の振幅はそれぞれの共振点

通過時にもさほど増加せず，ロータの角速度 φ̇はすみやかに上昇し途中の停滞は

見られない．電流 iはロータが回転上昇中のみ最大値をとり，定格回転速度に達

すると定常値に下がり安定する．電圧 v も角速度と同様の傾向を示している．

次に，図 5.12の場合，z 方向の共振点近傍で角速度が停滞し，共振点通過に時

間がかかっている．この時，y, θ 方向の振幅が増加しており内部共振が起ってい

ると判断される．これに伴い電流も長く上限値を維持し，電圧は回転と同様に上

昇途中で停滞が見られる．

最後に，図 5.13の場合，z 方向の共振点で捕捉され，通過できなくなってしま

う．電流は上限値のままであり，そして，z 方向の共振点通過時に yと θ方向の

変位も増加し，内部共振が起っていると思われるが，その値は大小の変化を繰り
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Center of Gravity

Joint

X stage

Joint

(FRONT) (SIDE)

Flywheel

Rotary Encoder

Unbalanced Mass

Coil
Spring

DC Geared Motor

Bearing

Fig. 5.9 Experimental schematic

返している．

これらを図 5.5∼5.7のシミュレーション結果と比較すると図 5.11と図 5.5は良

く一致しており，図 5.12と図 5.6では制限電流が図 5.12の方が大きい分共振点通

過時間が短くなっていると考えられる．図 5.13と図 5.7 を比較すると共振点を通

過できないという結果は同様であるが，図 5.7では z 方向の共振点で角速度が一

定になって無次元時間で 200程度後に，z 方向の振幅が減少すると同時に y, θ方

向の振幅が増加している．これについては内部共振の影響で z 方向から y, θ方向

にエネルギが移行したと考えられるが，図 5.13では z 方向の共振に伴い，yと θ

方向も内部共振により振幅が増大し，すべての方向で脈動が見られる．この原因

は現時点では明確ではない．
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Fig. 5.10 Experimental setup

5.6 結言

本章では，回転体の共振点通過時の複雑な挙動を明らかにするための基礎的研

究として，駆動源に直流モータをもちいた三自由度防振支持系の共振点通過現象

を理論的ならびに実験的に調べた．

理論解析は，防振支持系およびモータの電気回路に関する支配方程式を連立さ
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Fig. 5.11 Transient time histories with an internal resonance (Current i is not

limited, experimental result)

せて，電圧を入力として，共振点通過現象を調べた．最初に駆動トルクと負荷ト

ルクとの大小関係が共振点通過現象に与える影響を明確にしておくため，電気回

路の影響を無視すると共に上下方向のみの一自由度防振支持系の解析を行った．

次に，内部共振がない場合の傾斜支持された三自由度防振支持系の共振点通過時

の挙動を調べた上で，2 : 1 : 1の内部共振の条件を満たす場合の共振点通過につ

いて解析を行った．その結果，主に以下のことが理論的に明らかになった．

• 内部共振の有無にかかわらず，電流の制限をしない場合にロータの角速度が
共振点を抜けられても，電流を制限すると共振点での停滞が起る．さらに電

流制限の度合いを大きくすると, 共振状態から抜けられなくなる．

• 上下振動の共振点において，電流制限を行った場合，内部共振が起らない場
合に共振点を通過出来なくとも，内部共振が起る場合には剛体のローリング
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Fig. 5.12 Transient time histories with an internal resonance (Limit on current i

is 40%, experimental result)

振動増加による負荷トルクの減少により，この負荷トルクを上回る駆動トル

クがあれば共振点通過が可能になる．

　この理由は以下のように説明される．すなわち上下方向の主共振による振

幅増加後，内部共振により剛体の上下振動から左右およびローリング振動へ

エネルギが移行する．この結果，上下振動の振幅が減少し，左右およびロー

リング振動の振幅が増加する．しかし，移行したエネルギのうちローリング

の振幅を増加させた分は，直流モータの回転についての方程式から分るよう

に，負荷トルクに影響を及ぼさないため，全体として負荷トルクが小さくな

り，共振点通過が可能になるものと理論的に解釈される．

さらに，内部共振現象の発生を含む解析結果を検証するために，三自由度防振

支持系の単純なモデルをもちいて実験を行った．その主な結果として，
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5.6 結言

0 200 400 600 800 1000

-0.2

0

0.2

time

time

time

time

time

time

z

0 200 400 600 800 1000

-0.2

0

0.2

y

0 200 400 600 800 1000

-0.2

0

0.2

θ

φ

0 200 400 600 800 1000
0

1

2

0 200 400 600 800 1000
0

0.01

0.02

0.03

i

0 200 400 600 800 1000
0

0.5

1

v

Fig. 5.13 Transient time histories with an internal resonance (Limit on current i

is 30%, experimental result)

• 上記の二つの理論解析結果は，単純な三自由度防振支持系の装置をもちいた
実験により，定性的に確認された．

• 本研究では直流モータの電気回路特性を考慮した支配方程式を導いたが，
ロータの角速度と電流の時間的変化の対応が，解析と実験で傾向的によく

合っている．

なお本章では触れなかったが，ロータの共振点通過時の挙動に影響を及ぼす可

能性のあるパラメータとして印加電圧の時間変化率が考えられる．これは共振点

通過時の最大振幅，その発生時刻などに影響すると思われるが，ここでは今後の

課題として指摘するに止める．
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ディーゼル機関は，その経済性ゆえに古くから使用され，現在に至るもその特

性がさらに改善されている．その一方で騒音・振動の発生源でもあるディーゼル

機関に対して，これらの発生メカニズムや周囲の環境への伝播を抑制する努力も

古くから続けられている．そして，発電用ディーゼル機関に開発・適用されて来

た防振支持が，近年いくつかの技術課題を克服することにより舶用主ディーゼル

機関にも適用されるようになった．

しかしながら，騒音・振動に対して，依然として多くの課題を残している．そ

して，従来から用いられている設計手法，運転に付随して見られる現象を取り扱

う場合の対応の多くは線形範囲のものである．従って，非線形振動に対する対応

は，現象が複雑な事，系の自由度が大きいことなどから，目下のところほとんど

手がつけられていない課題である．

このような状況下において，本研究では，ディーゼル機関防振支持系の非線形

振動現象を調べるにあたり，系を三自由度つまり面内における上下，左右および

ローリング振動系からなる防振支持系にモデル化した．このモデルを用いて導い

た支配方程式は多くの非線形項を持ち，それらは連成状態で存在するため，力学

系を最も簡単にして取り扱いを容易にする方法の一つである標準形の方法を用い

て方程式から非線形性を除いた．このとき，その計算量が膨大になるため数式処

理を援用した．

次に，内部共振が存在する条件下における多自由度非線形振動系の定常応答を

調べるため，非線形ノーマルモード（NNMs）の解析，及び現実の防振支持系で見

られる共振点通過現象の解析を内部共振の存在の有無を考慮して行い，その影響

を調べた．さらにこれらを確認するため防振支持系の相似模型実験を行った．そ

の結果，三自由度防振支持系の非線形振動について主に以下の様な結論を得た．

1. 内部共振が存在しない場合の定常振動

（a）標準形の方程式を求めることができ，高調波成分へのパラメータの影響

を容易に調べることができる解析的な取り扱いができた．

（b）標準形の方程式から解析的近似解をもとめ，これが数値解と良く一致す

ること，実験で再現された非線形振動の特徴を正確に表現していること

を確認した．

2. 内部共振が存在する場合の定常振動

（a）非減衰・非線形自由振動系において NNMs の存在を確かめた．

（b）NNMs は内部共振が発生する系において，非減衰線形系の固有振動数
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の微小な変動に対しても，大きな影響を受けモードの数や形状を変化さ

せる．

（c）NNMsに対応する背骨曲線が得られ，減衰がない非線形の強制振動系に

おいて，同じ振動モードを持つ解が存在する．

（d）減衰が存在する強制振動系においても，背骨曲線に対応する解が存在す

る．また，その応答性が背骨曲線の影響を受ける．

3. 内部共振が存在する場合の過渡振動

（a）内部共振の有無にかかわらず，電流の制限をしない場合にロータの角速

度が共振点を抜けられても，電流を制限すると共振点で停滞が起る．

（b）上下振動の共振点において，電流制限を行った場合，内部共振が起らな

い場合に共振点を通過出来なくても，内部共振が起る場合には共振点通

過が可能になる場合がある．

（c）上記の二つの理論解析結果は，単純な三自由度防振支持系の装置を用い

た実験により，定性的に確認された．

（d）本研究では直流モータの電気回路特性を考慮した支配方程式を導いたが，

ロータの角速度と電流の時間的変化の対応が，解析と実験で傾向的に良

く合っている．

これらのことから，防振支持系において，幾何学的非線形を考慮するとき，非

線形方程式中に存在する連成状態にある高次非線形項を解析的に取り扱う手法と

して標準形の方法の有効性が確認出来た．なお本論文では，内部共振の無い場合

に標準形の方法を適用したが，内部共振のある場合について方程式の非線形性を

除くことが必要となる場合にも適用可能である．

また，線形系で用いられるモード解析を，内部共振が存在する条件下で非線形

領域に拡張した場合の定常応答の成分に相当する NNMsの存在や，その性質を調

べる事ができた．

すなわち，これらの非線形振動系に適用される手法が防振支持系を非線形解析

する時に有効であることがわかった．

さらに，現実に起こる頻度の高い共振点通過現象の中で，内部共振の存在の有

無が，駆動トルクの大小により，共振点で捕捉されるかどうかを左右する事があ

り得ることを知る事が出来た．

以上の成果は，防振支持系においてより静粛かつすみやかに共振点を通過でき

る可能性や，不要な高調波振動成分の低減等への応用の可能性が考えられる．
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付録 A

簡単化の例

以下の議論では式 (3.9)の簡単化を例に挙げる．まず，式 (3.9)を複素座標に変

換した式 (3.13)を次のように書き直す．

ζ̇1 = iω1ζ1 + F10(x, x̄) + εF11(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3)
+ ε2F12(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3) (A.1)

ただし，

F10 = −A1Ω2

4ω1
(x− x̄)

F11 = − i

2ω1
[f11(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3) − 2µ11iω1(ζ1 − ζ̄1)]

F12 = − i

2ω1
f12(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3)

である．ここで式 (B.1)に座標変換

ζ1 = η1 + h10(x, x̄) (A.2)

を施すと，

η̇1 = iω1η1 + iω1h10 − ∂h10

∂x
ẋ− ∂h10

∂x̄
˙̄x+ F10(x, x̄) +O(ε) (A.3)

となる．このとき，

−
(
iω1h10 − ∂h10

∂x
ẋ− ∂h10

∂x̄
˙̄x
)

= F10(x, x̄) (A.4)

となるように h10(x, x̄)を選べば，F10(x, x̄)を消去することができる．なお，式

(B.4)は未知関数 h10(x, x̄)についての線形方程式である．ここで，線形ベクトル
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空間

H0 = span{x，̄x}

を考える．いま，h10 = δ11x+ δ12x̄とすると，h10(x, x̄)はH0の要素であり，写像

h10 �−→ −
(
iω1h10 − ∂h10

∂x
ẋ− ∂h10

∂x̄
˙̄x
)

(A.5)

はH0からH0 への線形写像である [22]．なお，このとき式 (B.2)は式 (3.16)に一

致する．

また，写像 (B.5)より導かれる作用素

L0(h10) =
(
iω1h10 − ∂h10

∂x
ẋ− ∂h10

∂x̄
˙̄x
)

を考えると，H0 は，

H0 = L0(H0) ⊕G0

と表される．ただし，G0 は L0(H0)の補空間である．一般に，F10 が L0(h10)の

値域に入っていれば，O(1)の項は全て消去できる．式 (B.1)の場合は実際にこの

条件に当てはまっているので，O(1)の項，すなわち x, x̄の項を消去できて，本文

中の式 (3.18)が導かれる．

次に O(ε)の簡単化について考える．式 (B.1)は，上述の O(1)に関する座標変

換の影響で高次の項が修正されて，式 (3.18)の様に書ける．ここで式 (3.21)で表

される座標変換

η1 �−→ ξ1 + εh11(ξ1, ξ̄1, ξ2, ξ̄2, ξ3, ξ̄3, x, x̄)

を施すと，式 (3.18)は，式 (3.22)の形に変換される．これに対し，線形ベクトル

空間

H1 = span{ξ1, ξ̄1, x, x̄, ξ22 , ξ̄22 , ξ23 , ξ̄23 , x2, x̄2,

　　　ξ2ξ̄2, ξ3ξ̄3, ξ2ξ3, ξ2ξ̄3, ξ̄2ξ3, ξ̄2ξ̄3, ξ2x, ξ2x̄,
　　　ξ̄2x, ξ̄2x̄, ξ3x, ξ3x̄, ξ̄3x, ξ̄3x̄, xx̄}

を定めると，h11，すなわち，式 (3.24)は H1 の要素である．このとき，

L1(h11) =
(
iω1h11 − ∂h11

∂ξ1
ξ̇1 − ∂h11

∂ξ̄1

˙̄ξ1 　

−∂h11

∂ξ2
ξ̇2 − ∂h11

∂ξ̄2

˙̄ξ2 − ∂h11

∂ξ3
ξ̇3 − ∂h11

∂ξ̄3

˙̄ξ3

　　　　− ∂h11

∂x
ẋ− ∂h11

∂x̄
˙̄x
)

(A.6)
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とすると，H1 は

H1 = L1(H1) ⊕G1

と表され，G1 に入っている項だけが残るように h11 を選ぶことができる．式

(3.18)の場合は，

G1 = span
{
ξ1, x

2
}

− 1
2ω1

[
2µ11ω1ξ1 + i(α22Γ2

12 + α23Γ12Γ13 + α33Γ2
13)x

2
] ∈ G1

となり，式 (3.25)が導かれる．O(ε2)以上についても同様のメカニズムで簡単化

がなされる．つまり，各オーダーでの計算においては，Lk(Hk), (k = 0, 1, 2, · · · )
の補空間に入るような項だけが新しい座標系に存在するように座標変換を行う．

もし，Lk(Hk) = Hk であれば O(εk)の項は全て消去できる．
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付録 B

非線形部分の簡単化のメカニ
ズム

　　

以下の議論では式 (3.9)の簡単化を例に挙げる．まず，式 (3.9)を複素座標に変

換した式 (3.13)を次のように書き直す．

ζ̇1 = iω1ζ1 + F10(x, x̄) + εF11(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3)
+ ε2F12(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3) (B.1)

ただし，

F10 = −A1Ω2

4ω1
(x− x̄)

F11 = − i

2ω1
[f11(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3) − 2µ11iω1(ζ1 − ζ̄1)]

F12 = − i

2ω1
f12(ζ1, ζ̄1, ζ2, ζ̄2, ζ3, ζ̄3)

である．ここで式 (B.1)に座標変換

ζ1 = η1 + h10(x, x̄) (B.2)

を施すと，

η̇1 = iω1η1 + iω1h10 − ∂h10

∂x
ẋ− ∂h10

∂x̄
˙̄x+ F10(x, x̄) +O(ε) (B.3)

となる．このとき，

−
(
iω1h10 − ∂h10

∂x
ẋ− ∂h10

∂x̄
˙̄x
)

= F10(x, x̄) (B.4)
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となるように h10(x, x̄)を選べば，F10(x, x̄)を消去することができる．なお，式

(B.4)は未知関数 h10(x, x̄)についての線形方程式である．ここでR1 上に標準基

底 e1 = 1を取り，この基底に関する座標を x, x̄ で表すと，線形ベクトル空間

H0 = span{x，̄x}

をつくることができる．いま，h10 = δ11x+ δ12x̄とすると，h10(x, x̄)は H0 の要

素であり，写像

h10 �−→ −
(
iω1h10 − ∂h10

∂x
ẋ− ∂h10

∂x̄
˙̄x
)

(B.5)

はH0からH0への線形写像である [22]．また，F10(x, x̄)は明らかにH0 の要素と

みなすことができる．なお，このとき式 (B.2)は式 (3.16)に一致する．

また，写像 (B.5)より導かれる作用素

L0(h10) =
(
iω1h10 − ∂h10

∂x
ẋ− ∂h10

∂x̄
˙̄x
)

を考えると，H0 は，

H0 = L0(H0) ⊕G0

と表される．ただし，G0 は L0(H0)の補空間である．もし，F10 が L0(h10)の値

域に入っていれば，O(1)の項は全て消去できる．式 (B.1)の場合は実際にこの条

件に当てはまっているので O(1)の項，すなわち x, x̄の項を消去できて，式 (3.18)

が導かれる．

次に O(ε)の簡単化について考える．式 (B.1)は，上述の O(1)に関する座標変

換の影響で高次の項が修正されて，式 (3.18)の様に書ける．ここで式 (3.21)で表

される座標変換

η1 �−→ ξ1 + εh11(ξ1, ξ̄1, ξ2, ξ̄2, ξ3, ξ̄3, x, x̄)

を施すと，式 (3.18)は，式 (3.22)の形に変換される．これに対し，線形ベクトル

空間

H1 = span{ξ1, ξ̄1, x, x̄, ξ22 , ξ̄22 , ξ23 , ξ̄23 , x2, x̄2,

　　　ξ2ξ̄2, ξ3ξ̄3, ξ2ξ3, ξ2ξ̄3, ξ̄2ξ3, ξ̄2ξ̄3, ξ2x, ξ2x̄,
　　　ξ̄2x, ξ̄2x̄, ξ3x, ξ3x̄, ξ̄3x, ξ̄3x̄, xx̄}
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を定めると，h11，すなわち，式 (3.24)は H1 の要素である．このとき，

L1(h11) =
(
iω1h11 − ∂h11

∂ξ1
ξ̇1 − ∂h11

∂ξ̄1

˙̄ξ1 　

−∂h11

∂ξ2
ξ̇2 − ∂h11

∂ξ̄2

˙̄ξ2 − ∂h11

∂ξ3
ξ̇3 − ∂h11

∂ξ̄3

˙̄ξ3

　　　　− ∂h11

∂x
ẋ− ∂h11

∂x̄
˙̄x
)

(B.6)

とすると，H1 は

H1 = L1(H1) ⊕G1

と表せて，G1 に入っている項だけが残るように h11 を選ぶことができる．式

(3.18)の場合は，

G1 = span
{
ξ1, x

2
} − 1

2ω1

[
2µ11ω1ξ1 + i(α22Γ2

12 + α23Γ12Γ13 + α33Γ2
13)x

2
] ∈ G1

となり，式 (3.25)が導かれる．O(ε2)以上についても同様のメカニズムで簡単化

がなされる．つまり，各オーダーでの計算においては，Lk(Hk), (k = 0, 1, 2, · · · )
の補空間に入るような項だけが新しい座標系に存在するように座標変換を行う．

もし，Lk(Hk) = Hk であれば O(εk)の項は全て消去できる．
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付録 C

振動解析における共鳴項の物理
的な解釈

　　

式 (3.25)においては，ξ1 および x2 の項だけが残る．ここで，式 (B.6)の演算

に注目したとき，右辺第 2項から導かれる ξ1 および第 8項から導かれる x2 から

iω1 という係数（固有値）を生じる．このとき，右辺第 1項の係数（固有値）が

同じ iω1 であることから，この項が有する ξ1，x2 と前述の２つの項が相殺される

（共鳴）．換言すれば，共鳴項は時間と共に増大する項（永年項）を生じるが，非

共鳴項はこれを生じないので一連の座標変換後，共鳴項だけが微分方程式に存在

する．なお，式 (B.6)の演算によって ξ1，x2 の 2項が消去されるため，線形作用

素 L1(·)はH1 上，可逆ではなくなる．すなわち，式 (3.13)から，O(εk)の項を消

去できるための十分条件は線形作用素 Lk(·)が Hk 上可逆であることである．ま

た，消去できなかった 2項が張る空間について次の関係が得られる．

span{ξ1，x2} ∈ ker (L1(H1))
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付録 D

直流モータについて

ブラシ付き直流モータは，回転速度制御およびトルク制御の容易さから，従来

から可変速運転を必要とする幅広い用途に用いられてきた [19]．以後，ブラシ付

き直流モータのことを簡単に，直流モータと呼ぶ．まず，動作原理を考える．簡

単の為に電機子コイルは 1巻きとし，本研究で用いたものと同様に，界磁極に永

久磁石を用いたものを考える．電機子コイルが一様な磁束密度 B[Wb]の中に置

かれている．コイル面の法線方向と磁束の方向とのなす角を φ̇t[rad]として，コ

イルに電機子電流 i[A]を流すと，ローレンツ力によりコイルに回転力が働く．そ

のトルク τ は

τ = abBi sin φ̇t　　 [Nm] (D.1)

となる．ただし，a[m]，b[m]はコイル辺長である．

　また，導体が磁束の中を移動すると導体には電圧が誘起される．電機子コイル

の回転角速度を φ̇[rad/s]とすれば，この誘起電圧 ea はファラデー電磁誘導の法

則により

ea = abBφ̇ sin φ̇t　　 [V ] (D.2)

となる．トルクの方向が常に一定となるように，ブラシと整流子により電機子電

流 iを切り替える．簡単のために，電機子電流 iの大きさは誘起電圧 ea によらず

一定と仮定した．これは，コイルの回転角速度 φ̇が小さいため誘起電圧 ea が小

さく，電機子電流 iがコイルの抵抗のみによって決定する場合に相当する．トル

ク τ はこのままでは大きなリップル分を含んでいる．トルク τ の平滑化は，複数

の電機子コイルを回転軸の周りに均等に配置し，またそれに応じて，整流子を同

108



様に分割することにより実現できる．平滑化により，トルク τ および誘起電圧 ea

は，角度 φ̇tによらずほぼ一定となり，

τ = KT i　　 [Nm] (D.3)

ea = KE φ̇　　 [V ] (D.4)

と表現できる．コイル辺長さ a，b，磁束密度 B，その他のコイルの巻き数など

は，モータの構造によって決まる定数であるので，KT，KE は定数である．KT，

KE はそれぞれ，トルク定数および起電力定数と呼ばれる．このように複数個

のコイルを用いる場合にも，式 (D.1)および式 (D.2)から容易にわかるように，

KT = KE である．なお，実際には磁束密度 B は，電機子電流 iにより変化する

(電機子反作用)．しかしながら，界磁極に永久磁石を用いる直流モータにおいて

は，永久磁石の作る磁束が電機子電流の作る磁束に比べて十分に大きく，電機子

反作用の影響は無視してもさしつかえない．

実際の直流モータの電気的作用を示すのに，等価回路が用いられる．これを，

図D.1に示す．

直流モータの記号は，その特徴であるブラシを描いて表す．電機子コイルのイ

ンダクタンス (電機子インダクタンス)L，および電機子コイルの抵抗 (電機子抵

抗)Rは，通常，直流モータの記号の外に描かれる．この等価回路から第 2章の式

(2.6)が導かれる．
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Fig.D.1 Equivalent Circuit of DC motor
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付録 E

Routh-Hurwitzの判別法

平衡点付近の安定性は特別な場合を除き平衡点付近の線形近似で判断できる．

平衡点を

(bzr0 , bzi0, byr0 , byi0, bθr0 , bθi0)

とし，この点で以下の微係数をとる．

ξzr = bzr − bzr0 , ξzi = bzi − bzi0, ξyr = byr − byr0, ξyi = byi − byi0,

ξθr = bθr − bθr0, ξθi = bθi − bθi0

よってこの線形近似は，

ξ̇ = B ξ (E.1)

となる．ただし，

ξ =


ξzr

ξzi

ξyr

ξyi

ξθr

ξθi

 , B =



∂b′zr

∂bzr

∂b′zr

∂bzi

∂b′zr

∂byr

∂b′zr

∂byi

∂b′zr

∂bθr

∂b′zr

∂bθi

∂b′zi

∂bzr

∂b′zi

∂bzi

∂b′zi

∂byr

∂b′zi

∂byi

∂b′zi

∂bθr

∂b′zi

∂bθi

∂b′yr

∂bzr

∂b′yr

∂bzi

∂b′yr

∂byr

∂b′yr

∂byi

∂b′yr

∂bθr

∂b′yr

∂bθi

∂b′yi

∂bzr

∂b′yi

∂bzi

∂b′yi

∂byr

∂b′yi

∂byi

∂b′yi

∂bθr

∂b′yi

∂bθi

∂b′θr

∂bzr

∂b′θr

∂bzi

∂b′θr

∂byr

∂b′θr

∂byi

∂b′θr

∂bθr

∂b′θr

∂bθi

∂b′θi

∂bzr

∂b′θi

∂bzi

∂b′θi

∂byr

∂b′θi

∂byi

∂b′θi

∂bθr

∂b′θi

∂bθi


これにより，B の固有値を求める方程式は，

a0λ
6 + a1λ

5 + a2λ
4 + a3λ

3 + a4λ
2 + a5λ+ a6 = 0 (E.2)
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となる．ここで式 (E.2)の係数 an とその行列式 Hn が an > 0, Hn > 0 (n =

1, · · · , 6) の条件を満たすとき安定となる．

ただし，

H1 = a1

H2 =
∣∣∣∣ a1 a3

a0 a2

∣∣∣∣
H3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5

a0 a2 a4

0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣
H4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5 0
a0 a2 a4 a6

0 a1 a3 a5

0 a0 a2 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣
H5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5 0 0
a0 a2 a4 a6 0
0 a1 a3 a5 0
0 a0 a2 a4 a6

0 0 a1 a3 a5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

H6 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 a5 0 0 0
a0 a2 a4 a6 0 0
0 a1 a3 a5 0 0
0 a0 a2 a4 a6 0
0 0 a1 a3 a5 0
0 0 a0 a2 a4 a6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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付録 F

装置図面
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Fig. F.1 振動試験装置計画
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Fig. F.2 シンドウシケンクミタテ
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Fig. F.3 シンドウシケンクミタテ
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Fig.F.4 ダミーウエイト
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Fig.F.5 フライホイール

付録 F 装置図面 118



Fig. F.6 ウエイト＊１
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Fig. F.7 ウエイト＊２
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Fig. F.8 バネウケ＊１
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Fig. F.9 バネウケ＊２
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Fig.F.10 カラー
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Fig. F.11 アングル

付録 F 装置図面 124


