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第 1 章 

緒論 

1.1 序言 

電子写真方式によるレーザ・プリンタにおいて，クリーナ・ブレードと感光体

表面との摩擦に起因する自励振動によって，高周波数成分を持つ非常に耳

障りな音が放射される場合がある．この問題は古くから知られているにも関わ

らず，未だに製品開発時の試行錯誤的な努力によって，多大な時間をかけ

て解決されているのが現状であり，問題の再発の危険性を常に内包している．

そこで，この異音の原因である自励振動の発生機構の理論的解明とこれに

基づく根本的解決策の提示が切望されている． 
本章では，まず研究の背景として，レーザ・プリンタの構造と電子写真プロ

セスの概要を述べ，クリーナ・ブレードの役割を明らかにする．次に，本研究

で取り上げる異音の概要と，関連する研究の状況について述べ，本研究の

位置付けを明らかにする．最後に，本研究の目的を明確にするとともに，本

論文の構成を示す． 

1.2 研究の背景  

1.2.1 電子写真方式による画像形成プロセス 

電子写真方式 [1,2,3,4]による普通紙複写機やレーザ・プリンタに代表され
る画像形成装置は，視覚を介して情報を記録・伝達するための機器である．

近年では，画質，印字速度の大幅な向上により，オフィスから個人まで広く普

及し，情報化社会を支える重要な役割を担っている． 
本研究では，このような電子写真方式によるレーザ・プリンタを主な研究対
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象とする．本節では，電子写真方式による画像形成プロセスについて説明す

る．電子写真方式は，1938 年にチェスター・カールソンらによって発明され，
以降基本的な画像形成プロセスは変わっていない．電子写真方式の画像形

成プロセスは，光導電現象を利用して感光体上に静電的な電荷の像（静電

潜像）を形成し，着色した帯電微粒子（トナー）を静電力で静電潜像に付着

させて可視像を得る．図 1.1 に電子写真方式の 6 つの基本プロセスを示す． 
 
(1) 帯電 このプロセスでは，光導電性を有する感光体（電荷を発生す

る電荷発生層と電荷を輸送する電荷輸送層の 2 層構造の有機材料

を表面に塗布した薄肉の円筒）表面に，所望の帯電電圧を有する電

荷層が形成される．現在のレーザ・プリンタでは，電荷供給ローラを感

光体に接触させて電荷移動による帯電を行うローラ帯電方式 [5,6,7]
が主流となっている．従来の放電ワイヤ方式 [8]に代表される非接触帯
電方式に比較して，ローラ帯電方式では，オゾン発生量が少ない，印

加電圧を低く抑えられる等の利点がある．電荷供給ローラは鉄，銅合

金等の導電性金属芯と，電荷供給層となる導電カーボン粉を混合し

たウレタン・ゴムで構成されている．金属芯は高圧電源に接続され，通

常の画像形成プロセスでは，約 1-1.5kV の電圧が印加される． 

(2) 露光 次の露光プロセスでは，感光体上に形成された電荷層にレー

ザ光が照射され，画像データに対応した静電潜像が形成される．画像

データに対応したディジタル信号に基づいて半導体レーザがスイッチ

ングされ，感光体表面を走査する[9]．レーザ光の照射には，反射面を
複数有する回転多面鏡（ポリゴンミラー）が利用される．数万 rpm で高

速回転する回転多面鏡にレーザ光が反射，偏向し，感光体表面を走

査露光する．レーザ光の照射した画像に相当する部分では，感光体

表面の帯電電荷が除電され，電位が減衰する． 

(3) 現像 次の現像プロセスでは，トナーを静電潜像に付着させることに

より感光体上に視認可能な画像が形成される．このプロセスでは，正

電荷に帯電したキャリアと呼ばれる導電性磁性粒子とトナーを混合し

た現像剤が用いられる．キャリアとの摩擦帯電によりトナーは 5-30µC/g
の比電荷をもち，静電力によりキャリア表面に付着している．多極の固
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定磁石の周囲に回転可能なスリーブ部を設けた現像ローラが，トナー

を付着させたキャリアを磁力によってスリーブ上に吸引・搬送する．スリ

ーブには画像部電位と非画像部電位の中間の電位に設定されたバイ

アス電圧が印加され，感光体に近接する現像領域では，画像部と非

画像部で逆向きの電界が形成される．形成された電界の作用によって，

帯電したトナーのみが感光体表面の画像領域に移動し，現像が行わ

れる[10,11,12,13]． 

(4) 転写 このプロセスでは，感光体上に現像されたトナーの静電力によ

る記録紙への移動と付着が行われる．帯電プロセスと同様にローラ帯

電器により，記録紙が数 100～数 kV 程度に帯電され，その際発生す
る静電気力によってトナーが記録紙上に移動・付着する[14]． 

(5) 定着 転写プロセスによって紙の上に移動・付着したトナーは，単に

静電力によって紙に付着しているだけである．定着プロセスでは，熱と

圧力によるトナーの記録紙への溶融・固着が行われる．ハロゲン・ラン

プなどの熱源を内蔵するヒートローラと両端をバネによって加圧・支持

されたローラにより，画像を保持した用紙に熱と圧力が加えられる．通

常のトナーは 200℃前後の温度で軟化･溶融し，用紙表面の繊維など
に浸透したのち，冷却･固化して固着する． 

(6) クリーニング 転写プロセス後の感光体上には，未転写のトナーや

帯電プロセスの際に生じたオゾン，窒素酸化物などの活性物質および

それ等の反応生成物（以後 ,これらを放電生成物と総称する）が残留し
ている．クリーニング・プロセスでは，これらの残留物の除去と清掃が行

われる．感光体に現像されたトナーのうち，20%程度は転写プロセス後
に感光体上に残留する．また，トナー以外にも紙粉や帯電時の放電

生成物等が感光体上に残留している．これらの残留物が次の画像形

成プロセスに持ち越された場合，帯電，露光，現像の各プロセスに悪

影響を及ぼす．現在は，弾性ゴム・ブレードを感光体表面に押し当て

て，残留物を機械的な力で除去するクリーナ・ブレード方式 [15]が主
流である．弾性ゴム・ブレード（以後，単にブレードと称す）の材料とし

ては，耐磨耗性，耐オゾン腐食性，耐トナー腐食性といった材料特性
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に加え，残留物を確実に除去するための真直度の高いエッジを形成

しやすいといった点から，熱硬化型ポリウレタン・ゴムが用いられている

[16]．ブレードはプレス成型された鋼板や押し出し成型のアルミ板に接
着固定もしくは一体成型され，感光体の軸方向全長にわたって均一

な当接角度と押圧力を与える．ブレードの感光体に対する設置方式

には，押圧力と摩擦力の合力がブレードを圧縮する方向にはたらく角

度で設置されるドクター方式と，ブレードを伸張する方向にはたらく角

度で設置されるワイパー方式があり，近年では前者の方式が主流であ

る．  
図 1.2 に，一般的なレーザ・プリンタの構造の概要を示す[17]．図中，時計

回りに回転する感光体の周囲には，前述した 6つのプロセスを行うデバイスが
配置されている．まず，ローラ帯電器によって感光耐表面上に数百 V の電位
を持つ電荷層が形成される．次に，レーザ露光装置によって，感光体上に画

像信号に従ってレーザ・ビームが照射され，レーザが照射された部分はローラ

帯電器により付与された帯電電位が消失する．この結果，感光体上には所

望の画像に対応した静電潜像が形成される．そして現像ローラから供給され

るトナーによって静電潜像が現像される．形成されたトナー像の回転位置と

同期を取って給紙ローラが回転し，給紙トレイ内の記録紙を図中の一点鎖線

で示す経路に従って感光体へと搬送する．感光体上に現像されたトナー像

は，転写ローラの放電に伴う静電力によって記録紙側へと移動，転写される．

その後，定着器で圧力と熱を加えられてトナーが記録紙上に固着され，排紙

口に設けられた排紙ローラによって機外へと排出される．感光体上に残留す

るトナー，紙粉，放電生成物等がクリーナ・ブレードにより除去され，次の画像

形成プロセスへと移行する．  
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Fig.1.2 Schematic Diagram of a Laser Printer 
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1.2.2 クリーナ・ブレードに求められる特性  

ブレードの先端部（エッジ）における感光体上のトナー･残留物除去・清掃

は，感光体との摩擦力による回転方向に追随したエッジ部の弾性変形と復

元の繰り返しによって，せき止めたトナー・残留物を弾き飛ばすことで実現さ

れている．つまり，電子写真装置の基幹部品である感光体に対して最も強く

物理的に接触している部位がクリーナ・ブレードである．したがって，クリーナ・

ブレードの材料選択や設置条件の決定には，感光体やトナーの特性との関

係を十分に検討する必要がある．効率的な残留物の除去と長期にわたる画

質維持性を両立するためのクリーナ・ブレードに求められる特性は以下の 4
点に要約される[18]． 

① 感光体を傷つけない適度な柔軟性（ゴム硬度，弾性率） 

② 安定した押圧力を維持するための小さな永久ひずみ特性  

③ トナーのすり抜けを生じず，かつ摩擦によって生じる微振動を吸収す
る適度な反発弾性  

④ エッジの局部的欠損や磨耗を回避するための高い強度 (モジュラス) 

しかし，静電潜像形成，現像，転写といったプロセスに比較して，クリーニ

ング・プロセスのメカニズムを含めた体系的な理論構築 [19]には整備が不十
分な点が多く，未だに試行錯誤的な開発手法にとどまっているのが現状であ

る． 

 
 
 
 



 
 1.2 研究の背景 

   
第 1章 緒論  8 

1.2.3 クリーナ・ブレードの異音問題  

オフィスの一角に配置される複写機に比べ，使用者の近くに置かれる機会

が多いレーザ・プリンタでは，高速・高画質といった主機能の向上以外にも，

知的生産活動を妨げない静粛性，特に不快感を伴う異音発生の防止が重

要となる．現状では，前節で述べたクリーナ･ブレードの特性を全て満足し，か

つ異音の発生を回避し得るブレード材料および設置条件を多大な時間と手

間をかけて試行錯誤的に決定している． 
図 1.3に特許庁で公開されている特許公報からクリーナ・ブレードの異音に

関する特許の出願件数を年代別にまとめたものを示す．この問題が 1990 年
代以前から存在し，現在にいたるまで増加傾向にあることがわかる． 
これは，クリーナ･ブレードの特性と異音回避を両立するブレード材料およ

び設置条件が製品ごとに異なるため，問題再発の危険性を抱えたまま試行

錯誤的な対策法から脱却できていないことを示唆している．さらに，画質向上

のためのトナー粒子の小径化により，クリーナ･ブレード先端にはたらく摩擦力

は増加の一途を辿っており，異音回避をさらに困難にしていることが背景にあ

ると考えられる． 
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1.2.4 クリーナ・ブレード異音発生機構に関する従来研究  

クリーナ・ブレードの異音 (以後，単に異音と称する)の発生機構を解明する
研究としては，この現象をブレードと感光体の摩擦による自励振動として捉え

る考え方が主流である．これは，この異音が，①異音の周波数に一致する外

部加振源がない，②駆動部の回転数を変更しても異音の周波数が変化しな

い，③異音の周波数はクリーナ・ブレード近傍の構造物の固有振動数に一

致する，といった自励振動特有の性質を示しており，強制加振による共振現

象とは異なるためである． 
このような観点から，中村は，感光体を放射部とする異音に着目した[20]．

そして，クリーナ・ブレードと感光体の乾性摩擦によって感光体のねじれ振動

が励起される機構を明らかにした．また，Kawamoto は，感光体が停止する直
前や，回転を開始した直後に発生する異音に着目した．そして，摩擦係数の

速度勾配が負となるクリーナ・ブレードの自励振動の発生機構に関し，帯電

ローラの強制振動に起因するクリーナ・ブレードと感光体の接触部における

垂直効力の変動を含めて明らかにした[21]． 
これらの研究成果では振動部位が前者は感光体，後者はクリーナ･ブレー

ドという違いがある．したがって，異音を生じさせる自励振動の発生機構は単

一ではなく，複数存在することを示唆していると考えられ，上記報告事例以

外にもクリーナ･ブレードの異音を引き起こす自励振動現象が存在する可能

性がある． 
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1.2.5 自励振動発生機構に関する研究  

自励振動現象の不安定振動の発生機構を，微小外乱に対する系の安定

性（漸近安定性）を問題とする線形安定性理論 [22,23,24]の観点で捉えれば，
これは複素平面上の固有値の挙動を解析する複素固有値問題に帰着され

る． 
具体的には，系の静的平衡状態近傍での微小外乱に対する支配方程式

の特性方程式（固有値方程式）を求め，そこに含まれるシステム・パラメータを

変化させ，対応する固有値が描く軌跡を調べる．このとき，系に含まれる全て

の固有値の軌跡が，実部が負の領域に留まるならば，系の応答は漸近安定

となる．固有値の軌跡が，実部が正の領域に含まれるものが一つでも存在す

れば，系の応答は不安定となる． 
複素平面上における固有値の位置と系の応答の関係は次のようになる．

[22,25] 

(1) 固有値が実数である場合  系の応答は振動ではなく，時間の経過と

共に単調に増減する指数関数となる．固有値が正の実数である場合，

系の応答は発散する．これを物理的な意味からダイバージェンス型不

安定と呼ぶ．また，分岐理論の立場では，ピッチホーク分岐と呼ばれ

る． 

(2) 固有値が複素数である場合  系の応答は振動となる．固有値の虚

部は振動の振動数を表し，固有値の実部は振幅の成長率を表す．固

有値が正の実部を持つ複素数である場合には，振幅が指数関数的に

増大する振動となる．これを物理的な意味からフラッタ型不安定と呼ぶ．

また，分岐理論の立場では，ホップ分岐と呼ばれる． 

(3) 固有値が純虚数である場合  微小外乱に対する系の応答は定常振

動となり，中立安定と呼ばれる． 

後述するように，自励振動現象の不安定振動の発生機構を現象論から見

た場合，負減衰，時間遅れ，多自由度系の連成，連続体の不安定振動の 4
つに大別される．しかし，複素固有値問題の観点から考えれば，上記の 4 つ
はいずれもフラッタ型不安定として不安定振動の発生機構を統一的に説明

することができる． 
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自励振動現象の不安定振動の発生機構を現象論的に分類すれば，以

下の 4 つのタイプに集約される[26]． 
 
(1) 負減衰 質量 m，減衰係数 c，ばね定数 k，変位 x の外力が作用
しない一自由度振動系を考える． 

0=++ kxxcxm &&&       (1.1) 

mkc 42 < のとき，式(1.1)の系の固有値の実部すなわち振動の成長率

は，速度項の係数（減衰係数）の正負に依存する．減衰係数が負であ

るとき，速度項は負減衰としてはたらき，不安定振動を生じる[27]．先
にあげた文献 [20,21]の発生機構はこの範疇に入る． 
クリーナ･ブレード以外の事例としては，複写機の定着器に用いられ

るスプリング・クラッチにおけるスティック･スリップについて摩擦係数や

ギャップの影響を調べた事例 [28]，ポンプのサージング[29]，流体励起
振動のギャロッピング[30]などがある． 

(2) 時間遅れ 復元力項に時間遅れ h を有する一自由度振動系を考え
る． 

0=−++ )ht(kxxcxm &&&      (1.2) 

hが微小であるとき， )ht(x − をテーラー展開して xhx)ht(x &−=− と近似す

れば，式 (1.2)は次式のように書き改められる． 

0=+−+ kxx)khc(xm &&&      (1.3) 

hkc < のとき，式 (1.3)の系の固有値の実部が正となって，負減衰のと

きと同様に不安定振動を生じる．一方，h が微小ではなく，特性方程
式を超越方程式として扱う場合には，系の安定性を特性方程式の求

解による固有値問題に帰着することができない．この場合には，ニュー

トン法による数値計算で特性根を求める方法や，偏角原理に基づくナ

イキストの安定判別法を用いて安定性を判別する． 
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この時間遅れに起因する自例振動としては，工作機械の再生びび

り [31,32,33]，フィードバック制御系のむだ時間による発振現象 [34，
35]，接触回転系のパターン形成現象 [36,37,38,39]などがこれにあた
る．また非線形復元項に時間遅れを有し，さらに外力による励振項と

係数励振項を同時に持つ系の動的挙動を扱った研究 [40]がある．  

(3) 多自由度系の連成 線形多自由度振動系において，剛性行列や

減衰行列が実対称正定値行列ではなく非対称性を有することによっ

て，系の固有値に正の実部を持つ複素数の根が現れ，不安定振動を

生じる．例として次式のような減衰のない二自由度振動系を考える． 
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式 (1.4)の特性方程式は次式で与えられる． 
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式 (1.5)はλ2 に関する二次代数方程式であるので，λ2 が複素数の解を

持てば，正の実部を持つ特性根が必ず存在する．したがって，式 (1.4)
の系が不安定となる条件は，次式で与えられる． 
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式 (1.6)は，剛性行列の非対称性が大きく，かつ非対角成分が異符号
を持つと成立する．一自由度系では，正の実部を持つ複素数となる固

有値が現れる条件として，速度項の係数が重要な役割を果たす．これ

に対し，多自由度系では，式 (1.4)の系のように速度項のない場合でも
不安定振動を生じる固有値が出現する可能性がある．例えば，負減

衰タイプの原因となる乾性摩擦の相対速度に対する摩擦力の負勾配

とは異なり，多自由度系の連成では，相対速度が十分大きく，相対速
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度に対する摩擦力の勾配が正となる領域でも不安定振動を生じる． 
この多自由度系の連成に分類される事例としては，黒板上を移動

するチョークのホッピング現象の解析 [41,42]，磁気記録装置における
コンタクト・スライダの安定解析 [43,44]，油圧昇降装置における自励振
動発生機構の研究 [45]，切削ドリルの曲げとねじりの連成振動系の研
究 [46]，あるいは操舵系の蛇行現象 [47]などがある． 
これらの事例では，不安定振動を生じるメカニズムを，剛体と見なし

た振動体の重心位置での回転運動と並進運動の連成と捉えている． 

(4) 連続体の不安定振動 クリーナ･ブレードのような弾性体を扱った事

例としては，自動車のワイパ・ブレードを二本の剛体棒が回転可能な

ジョイントで接続された二自由度系とみなした研究がある[48,49,50]．ま
た，片持ち弾性送水管の横振動のように，弾性体の特定の固有振動

が管内流により不安定化する場合がある[51,52]．この場合，連結送水
管で不安定化した状態を物理的に説明できることから，(3)の多自由
度系の連成と共通している．ただし，管内流速に依存して不安定化す

る固有モードが異なる点が本質的な特徴である．このようなある特定の

固有振動モードの不安定化は，流体運動の安定性とも深い係わりが

ある[22,53]．  

系の安定性を冒頭に述べた特性方程式の複素固有値問題に帰着させる

解析手法は，自励振動による不安定振動発生の有無を判断する場合に有

効である．しかし，系の安定性を線形安定理論に基づく漸近安定性として捉

える範囲では，有限の外乱に対する安定性（完全安定性）あるいは微小外

乱の成長過程を定量的に扱うことは出来ない． 
そのような要請に対しては非線形安定性理論 [22,24,53]の観点からの議

論が必要になる．非線形安定性理論で取り扱われる問題としては，外乱の大

きさに依存して安定から不安定に移るパラメータの大きさが変化する亜臨界

問題（Subcritical Instability）と，不安定化した微小外乱の成長過程を取り
扱う超臨界問題 (Supercritical Instability)とに分けられる． 
微小外乱の成長後の周期解を求める解析手法としては，位相面によるリミ

ット･サイクルの解析，平均法や多重尺度法などの近似解析手法，および調

和バランス法やシューティング法のような数値解析手法が用いられる． 
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前述した自励振動の研究事例では，自励振動の主機能への悪影響が大

きく，発生自体の回避が主目的であるため，多くの場合複素固有値問題に

基づく系の安定・不安定判別の検証にとどめたものが多い． 
一方，本研究が対象とするクリーナ・ブレードにおける自励振動の場合，自

励振動の振動数が数 kHzであり，振幅は高々数十 nmである．これに対し，ト
ナー粒子の大きさは数µm あるため，クリーナ・ブレードの主機能であるトナー

除去には大きな影響が無い．したがって，自励振動が発生したとしても，機械

の通常稼動音以下の大きさであれば問題として認識されない．つまり，自励

振動の発生回避は必須ではなく，むしろ微小外乱の成長過程と定常状態に

至った後の振幅を決定する機構を解明し，このような状況を意図的に利用し

て，異音防止と清掃機能を両立するブレードの設計条件の範囲を広げること

が重要となる．
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1.3 本研究の目的および構成  

本研究は，実機における現象の定量的観察から，文献 [20,21]の報告例と
は異なる特徴を持つクリーナ・ブレードの自励振動に起因した異音の存在を

明らかにし，この異音の原因となる自励振動の発生機構を，非線形定常振

動の挙動を含めて明らかにすることを主目的とする． 
この目的を達成するために，本研究では以下の手順で検討を進める． 
まず初めに，実機を構成する多数の部品から，異音の周波数に一致する

固有振動数を持つ部位がブレード単体であることを明らかにする．そして，ブ

レード単体を単純支持したモデルによって実機と同じ特徴を持つ異音を再現

できることを実験的に示す．  
次に，この自励振動の発生機構を説明するモデルとして，多自由度連成

モデルを提案する．具体的には，ブレード単体を有限要素モデルで表し，感

光体とブレードの接触部における垂直抗力をブレードの固有振動モードの線

形結合として表す．そして，この自励振動の発生機構が，近接した固有振動

数を持つブレードの高次曲げモードと 1 次伸縮モードの摩擦力を介した不安
定モード連成 [54]であることを示す．さらに，連成後のモードの固有値が正の
実部を持つ複素数となって，自励振動が発生する条件を明らかにする． 
次に，発散振動発生後の非線形定常振幅を明らかにするため，非線形振

動方程式の導出を検討する．このとき，連成振動におけるモードの固有関数

が直交していないという課題に対して，本研究では，各モードの固有関数ベ

クトルに直交する随伴ベクトル[55]を導入し，固有値が正の実部を持つ複素
数となる不安定振動モードに関する非線形振動振幅方程式を抽出する．こ

れを多重尺度法により解き，不安定振動モードのモード変位を定式化する．

そして，定常振動時における二つのモードのモード変位を明らかにし，非連

成時の固有関数ベクトルとの線形結合により定常振動時におけるブレード上

の変位を定式化する． 
最終的に，異音を防止するためのブレードの設計パラメータを変更した複

数の事例について，実現象と理論計算結果との比較を行い，検討結果の妥

当性を検証する． 
本論文は全 6 章から構成されている． 
第 2 章では，実機上における定量的な観察から，この異音の原因が自励



 
 1.3 本研究の目的および構成 

   
第 1章 緒論  16 

振動によるものであることを確認する．同時に，この異音の原因となる自励振

動現象が，従来の摩擦係数の負減衰モデルの報告例 [20,21]とは異なる特
徴を有することを示す．そして，実機を構成する多数の部品から，異音の周

波数に一致する固有振動数がどの部位に存在するのかを検証する．具体的

には，感光体，クリーナ・ブレード部をそれぞれ加振して得られる加振応答波

形の周波数分析を行う．そして，測定された振動の卓越周波数から，クリー

ナ・ブレードの固有振動数が異音の周波数に一致することを明らかにする． 
第 3章では，異音の周波数に一致する固有振動数を持つクリーナ・ブレー

ド部について，ブレード単体を単純支持したモデルによる現象の再現を試み

る．そして，ブレード単体実機と同じ摩擦力を与えて再現された自励振動が，

実機の観察結果と同じ特徴を有していることを示す． 
次に，この自励振動を多自由度系の連成振動 [41,42,43,45,46,48,49,50]

として考える．具体的には，連続体であるブレードを有限要素モデルで表し，

ブレード接触部における摩擦力を変位と同様にモード分解する考え方を導

入して，摩擦力を介したモードの連成振動として定式化する．この連成モデ

ルに実機のパラメータを適用し，数値計算による安定解析を行う．この解析に

より，曲げ主体の高次振動モードと伸縮主体の低次振動モードとの連成によ

って，この自励振動が生じることを明らかにする． 
第 4 章では，上記の発散振動発生後の二自由度の連成振動において，

直交性が成立しない固有ベクトルに対し随伴ベクトルを用いた対角化を行う．

さらに，発散振動発生後に振幅が非自明な定常状態に達するという観察結

果を元に，その定常振幅を決定するための非線形項を物理的に考察する．

そして，この非線形項と対角化により抽出されたモード変位で発散振動発生

後の非線形振動方程式を定式化する．これを多重尺度法で解き，得られた

解を発散振動発生後における曲げモード変位と伸縮モード変位の二自由度

系に再構成する．再構成されたモード変位と非連成時の固有関数により定

常振幅定常振動時におけるブレード上の変位を定式化し，実験値との比較

から非線形項の係数を決定する． 
第 5 章では，製品への具体的な応用を想定し，ブレードの厚さ，支持部の

拘束点からブレード先端までの長さを変更したブレードの振動振幅の予測を

行う．そして，これを実際に製作したブレードの実測結果と比較し，本研究の

理論検討の妥当性と産業応用への有用性を示す． 
第 6章は，本論文の結論であり，本研究で得られた成果について総括する．
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第 2 章  

実機における異音の観察とその特徴 

2.1 序言  

クリーナ・ブレードと感光体の摩擦によって生じる異音について，文献

[20,21]ではその原因となる自励振動の発生機構を，摩擦係数の負減衰とし
て捉えた．すなわち，物体間の相対速度差が小さく，乾性摩擦力の相対速

度に対する傾きが負となる領域において，減衰項が負減衰となる自例振動と

して発生機構を説明した． 
さらに，文献 [20]では感光体のねじれ振動を定式化し，各固有振動数に

おける感光体に作用する摩擦力のモーメントの比較を行った．この結果，感

光体の 2 次のねじれモードが最も励振されやすく，発生している異音の周波
数がこのモードの固有振動数に一致することを示した．また，この自励振動の

特徴として，機械が稼動し始めても必ず発生するとは限らず，非常に不安定

であることが指摘されている．  
一方，文献 [21]では感光体の回転開始直後，または停止直前に不定期

に発生する異音に着目した．そして，摩擦係数の負減衰に加え，帯電ローラ

が感光体を強制振動する際のクリーナ・ブレードと感光体の接触部における

垂直抗力の変動を含め定式化を行った．この結果，異音の原因となる振動

は，摩擦係数の負減衰によるクリーナ・ブレードの自励振動に感光体の強制

振動が加わった係数励振である可能性を示唆した． 
本章では，実機上における定量的な観察から，この異音の原因が自励振

動によるものであることを確認する．同時に，この異音の特徴を定量的に把握

し，文献 [20,21]の異音の特徴との比較から，この異音固有の特徴を明らかに
する． 
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2.2 実機における定量的把握  

2.2.1 異音の発生場所  

実機における観察結果を述べる前に，異音の発生場所について説明する．

図 2.1 は，レーザ・プリンタ内部のトナー・カートリッジの位置を示したものであ
る．近年のレーザ･プリンタでは，感光体，クリーナ･ブレード，現像器，トナーを

一体に実装するトナー･カートリッジ方式が主流である．トナー･カートリッジの

外観を図 2.2 に，断面の構造を示したものを図 2.3 にそれぞれ示す．本研究
が対象とする異音は，トナー･カートリッジ内部のクリーナ･ブレードと感光体の

接触部で発生する．クリーナ･ブレードは，図 2.4 に示すように，プレス成型さ
れた鋼板の先端に熱硬化型ポリウレタン・ゴムを接着した構造になっている．

クリーナ・ブレードは感光体の回転方向に対し，押圧力と摩擦力の合力が先

端のゴム・ブレードを圧縮する方向にはたらく角度で設置されている．  
以後の説明において，ブレードとはゴム・ブレード単体を指し，クリーナ・ブ

レード部とはゴム・ブレードと鋼板の板金部材を含めた部品全体を指す事とす

る． 

2.2.2 異音の原因となる自励振動の特徴  

本研究で取り上げる異音の特徴として，高い再現性がまずあげられる．文

献 [20]では，この自励振動が，機械の稼動開始後に必ず発生するとは限ら
ず，非常に不安定であることが指摘されている．これに対し，本研究の対象と

する異音の場合，次の二つの条件を満たすと非常に高い確率で再現するこ

とを実機における観察から確認している．①両面印刷モードで連続稼働させ，

ブレードの温度が 40℃以上になる，②感光体上にコロナ放電時に発生する
放電生成物が付着している（経験的に放電生成物の付着により，感光体表

面の摩擦係数が上昇する事が知られている）． 
そこでまず，実機の排紙口に騒音計（小野測器，  LA-230 コンデンサ・マ

イクロホン方式）を設置した．次に，両面印刷モードの連続稼動により，ブレー

ドの温度上昇と感光体への放電生成物の付着を促進させた．そして，ブレー

ドに装着した熱電対による温度の測定と，排紙口から放射される異音の周波

数分析を行った． 
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図 2.5 にブレードの温度と周波数 4600Hz 成分の音圧の関係を示す．ブレ
ードの温度が 37℃になると異音が散発的に発生し始め，40℃を超えると継続
的に異音が発生するようになり，音圧も大きくなる．また，ブレードの温度が

42℃における，異音発生直後の時間波形を図 2.6 に，周波数分析結果を図
2.7 に示す．主たる周波数成分は 4600Hz であり，9200Hz にはその高調波
成分が存在することがわかる． 
また，この異音が駆動系のギアの噛み合い，モータのコギングといった外部

加振源による強制振動ではない事を確認するため，感光体の回転数を

50rpm(通常稼動時回転数 )から 120rpm に変えた場合の異音の周波数分析
を行った．結果を図 2.8に示す．感光体の回転数が変わっても異音の周波数
は変化していないことがわかる． 
したがって，この異音の原因は外部加振源による強制振動ではなく，摩擦

力に起因する自励振動であることがわかる．  

2.2.3 乾性摩擦モデルと異なる特徴  

2.1 節で述べたように，文献 [20,21]における乾性摩擦モデルは，自励振動
の発生機構を摩擦係数の負減衰として捉えている．このモデルでは，自励振

動の発生は物体間の相対速度差が小さい領域に限られる．これは，文献

[21]の異音が，感光体の回転開始直後，または停止直前において発生する
特徴と矛盾しない． 
一方，本研究で取り上げる異音は，ブレードと感光体の相対速度差が十

分大きい定常回転中に発生する．感光体の回転数を 40rpm から 120rpm ま
で段階的に変化させた場合の異音の音圧測定結果を図 2.9に示す．感光体
の回転数の増加とともに，音圧が大きくなることがわかる．感光体の回転数の

増加に伴い，感光体とブレード間の相対速度差は必然的に大きくなる．相対

速度差が大きくなり，乾性摩擦力の相対速度に対する傾きが正に近くなれば，

自励振動は起き難くなる．これは，図 2.9 の結果と矛盾する． 
以上の結果から，この異音の原因となる自励振動は，相対速度が低い場

合に発生する摩擦係数の負勾配に起因する自励振動とは発生機構が異な

ることが示唆される．  
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Fig.2.1 Position of a Toner Cartridge in a Laser Printer 
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Fig.2.2 Toner Cartridge 

 

 
 

Fig.2.3 Schematic Diagram of a Toner Cartridge
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Fig.2.4 Dimension of a Cleaning Blade 
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Fig.2.5 Relationship between Sound Pressure Level of Noise and 

Temperature of Blade 
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Fig.2.6 Time History of Unforeseen Noise  
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Fig.2.7 Frequency Analysis of the Unforeseen Noise 
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Fig.2.8 Frequency Analysis of the Unforeseen Noise for Variation of 
Photoreceptor Revolution Number ( 50rpm → 120rpm ) 
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Fig.2.9 Relationship between Rotation Number of 
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2.3 自励振動に関わる振動系の特定  

前節の異音の周波数分析結果より，この異音の原因は摩擦力に起因する

自励振動であると考えられる．したがって，異音の周波数に近い固有振動数

を持つ部位が存在するはずである．そこで，多数の部品によって構成されて

いる実機から，異音の周波数に近い固有振動数がどの部位に存在するのか

を検証した． 

2.3.1 感光体の検証  

今回の場合，候補として考えられるのは，ブレード単体，ブレードと板金部

材を含めたクリーナ・ブレード部，そして感光体の 3 つである．文献 [20]によれ
ば，摩擦力によって感光体の 2 次のねじれ振動の固有振動モードが励振さ
れることが指摘されている．そこで，文献 [20]と同様の方法によって，感光体
の固有振動数を測定した． 
感光体の構成を図 2.10 に示す．感光体は，光導電層を塗布したアルミ中

空 管 ( 以 後 ， 素 管 と 称 す ) と ， 素 管 の 内 部 に 挿 入 さ れ る ABS
（ACRYLONITRILE BUTADIENE STYRENE）樹脂製リング，素管の両端に
圧入されるギア・フランジで構成されている．素管の内部に挿入される ABS樹
脂製リングは，近年のレーザ・プリンタにおいて一般的に用いられている．この

役割は，帯電ローラと感光体間に生じる静電力による加振力を減衰させるこ

とにある．これにより，帯電時に発生する騒音を大幅に抑制することができる．

素管の大きさは，長さ 348mm，外径  30mm，厚み 2mm である． 
測定方法の概要を図 2.11 に示す．素管中央部にひずみゲージを配し，素

管両端のフランジ・ギアのうち，片方をクランプで固定した．他方のギア・フラン

ジに図 2.12 に示すような板金部材をネジ止めし，感光体の周方向に打撃加
振を与えた．そして，その際に生じた周方向のねじれ振動を動ひずみ計（共

和電業，DPM-603A）で測定した． 
得られたひずみ信号の周波数分析結果を図 2.13に示す．この結果におい

て，6300Hz に卓越周波数が見られるものの，破線で示した異音の周波数
4600Hz 近辺には特に卓越した周波数は無いことがわかる．また，図 2.14 に
示す素管内部の ABS樹脂リングを外した場合の周波数分析結果を示す．両
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者の比較から，素管内部に挿入された ABS 樹脂製リングの制振効果により，
この感光体の固有振動数の共振峰は大きく減衰されていることがわかる．文

献 [20]における感光体には，この樹脂リングが挿入されていなかったため，感
光体のねじれ振動が発生したものと考えられる． 
したがって，文献 [20]により報告された感光体のねじれ振動に起因する異

音とは異なり，この感光体には，異音の周波数に相当する固有振動数は存

在していないことがわかる． 
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Fig.2.10 Composition of Photoreceptor Assembly Unit 
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Fig.2.11 Measurement of Twisting Vibration of the Photoreceptor 

 
Fig.2.12 Detail of Impulsive Excitation Method 

Strain Gage

Steel Plate 
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Fig.2.13 Frequency Analysis of Free Vibration of the Photoreceptor 
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Fig.2.14 Frequency Analysis of Free Vibration of the Photoreceptor without 

Resinous Ring 
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2.3.2 クリーナ・ブレード部の検証  

次に，ブレード，板金部材を含めたクリーナ・ブレード部の固有振動数を調

べるため，図 2.15に示すようにプロセス・カートリッジ・ユニットを，クリーナ・ブレ
ード部と感光体が一体化された部分と，それ以外の部分とに分離した．そし

て，図 2.16に示すように，樹脂製筐体の一部を切り欠いて，ブレードが接着さ
れている板金部材とブレードの先端部を露出させた．次に，図 2.17 に示すよ
うに，露出した板金部材の先端部に打撃加振を与え，ブレード先端の自由

振動をレーザー・ドップラー振動計（小野測器，LV-1100）で測定した． 
ブレード先端の自由振動の周波数分析結果を図 2.18 に示す．この結果を

見ると，ブレード先端の自由振動の卓越周波数に，異音の周波数である

4600Hz にほぼ一致するものが存在することがわかる．つまり，異音の周波数
に一致する固有振動数はブレード単体，板金部材を含めたクリーナ・ブレー

ド部に存在する． 

 

Fig.2.15 Separation of Cleaning Blade and Photoreceptor from Process 
Cartridge Unit 
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Fi.2.16 Cutting Part of Cover 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

Fig.2.17 Measurement Point for Free Vibration of the Cleaning Blade 
Assembly 
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Fig.2.18 Frequency Analysis of Free Vibration of the Cleaning Blade 

Assembly 
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2.4 結言  

本章では ,実機における異音の特徴を定量的に把握するため，異音の周
波数分析，構成部品の固有振動数の検証を行った．そして，これらの測定結

果から，この異音の特徴を次のように明らかにした． 

1) 感光体の回転数を変えても異音の周波数は変化しない． 

2) 異音の周波数に一致する強制加振力を有する外部加振源が無い． 

3) この異音は相対速度の大きい定常回転時に発生し，感光体の表面
速度の増加とともに，音圧が大きくなる．したがって，相対速度が低い

場合に発生する摩擦係数の負勾配に起因する自励振動 [20,21]とは
発生機構が異なる． 

4) 異音の周波数はブレード単体，板金部材を含めたクリーナ・ブレード
部の固有振動数に一致する．これは，感光体の固有振動数に起因

する文献 [20]の自励振動とは発生機構が異なる． 

これらの特徴は，この異音の原因は摩擦力に起因する自励振動であるもの

の，その発生機構は，従来の報告例 [20,21]とは異なることを示唆している． 
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第 3 章  

自励振動発生機構の検討 

3.1 序言  

第 2 章では，実機における異音の特徴を定量的に把握し，従来の報告例
[20,21]とは異なることを明らかにした．この中で，この異音の周波数に一致す
る固有振動数がブレード単体とこれを支持する板金部材を含めたクリーナ・ブ

レード部に存在することを明らかにした． 
ブレードと感光体の摩擦に起因する自励振動の発生機構の従来研究とし

て，文献 [20]では感光体が振動系となる異音について，ブレードと感光体の
摩擦によって感光体のねじれ振動が励起される機構を明らかにした．また，文

献 [21]では感光体が停止する直前や，回転を開始した直後に発生する異音
に着目した．そして乾性摩擦モデルに，帯電ローラが感光体を強制振動する

際のブレードと感光体の接触部における垂直抗力の変動を含めて明らかにし

た． 
これらの文献では，異音の原因となる自励振動の発生機構を，乾性摩擦

の負減衰として捉えた．この場合，自励振動の発生はブレードと感光体の相

対速度差が小さい場合に限定される．また，文献 [20]では，この自励振動が
機械の稼動開始後に必ず発生するとは限らず，現象の再現性が低いことを

指摘している． 
しかしながら，本研究が対象とする異音は，原因となる自励振動の発生源

が感光体ではなく，ブレードと感光体の相対速度差が十分大きな定常回転

時に発生する．さらに，この異音の場合，①両面印刷モードで連続稼働させ，

ブレードの温度が 40℃以上になる，②感光体上に帯電による放電生成物が
付着している，という二つの条件を満たすと非常に高い確率で再現するという

特徴をもつ．したがって，文献 [20,21]の成果から，本研究が取り上げる異音
の原因となる自励振動の発生機構を十分に説明することができない． 
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本章では，本研究が対象とする異音の原因となる自励振動の発生機構と

して，自励振動の発生部位を特定する．まず，自励振動に関わる振動系がク

リーナ・ブレード部におけるブレード単体であると仮定し，ブレード単体を単純

支持したモデルによる現象の再現により，この自励振動と同じ発生機構を持

つ最も単純なモデルを抽出する．次に，連続体であるブレードを有限要素モ

デルで表し，数値計算による振動の線形安定性を解析する．この際，ブレー

ド接触部における摩擦力を変位と同様にモード分解し，摩擦力を介したモー

ドの連成振動として定式化する．この解析により，曲げ主体の高次振動モー

ドと伸縮主体の低次振動モードとの連成によって，この自励振動が生じること

を明らかにする．さらに，このモデルの固有値の安定条件から自励振動の発

生条件を明らかにする． 

3.2 単純要素モデルの抽出  

3.2.1 実験装置の概要  

ブレード単体による異音再現を検証するための実験装置の概要を図 3.1
および 3.2 に示す．クリーナ・ブレード部は実機のものを流用し，図 3.3 に示す
ようにブレードが接着・支持されている板金部材の長手幅方向の７カ所を，厚

さ 10mm のアルミ製支持ステージにネジで締結した．これにより，板金部材を

支持ステージに一体化された剛体とみなした．また，感光体については，実機

からギア・フランジを外した薄肉円筒部分と内部のリングを流用した．そして，

感光体に駆動シャフトを貫通させ，回転速度を調節できる駆動モータにカッ

プリングを介して連結した．さらに，異音の発生条件を意図的に満足させるた

め，ブレード温度を上昇させるためのセラミック・ヒータと，感光体に放電生成

物を付着させるためのローラ帯電器を配した． 
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3.2.2 異音の特徴再現結果  

この単純実験モデルにより，実機の異音と同じ特徴を持つ現象の再現を

試みた．クリーナ・ブレード部を固定する支持ステージは，垂直および水平方

向に可動するように構成されている．支持ステージの位置を調節し，ブレード

の感光体に対する初期設定角度を 27.0°とし，その状態からの押しつけ量を
1.2mm と実機と同じ値に設定した．以上の構成により，実機と同じ摩擦力を

再現した．次に，セラミック・ヒータにより感光体表面を加熱し，感光体に接触

するブレードの温度を上昇させた．さらに，ローラ帯電器に実機と同じ 2.2kV
の帯電電圧を印加して，感光体表面上に放電生成物を付着させた．  
この結果，ブレード温度 42℃において，実機で確認された異音の周波数

にほぼ近い 4800Hz の卓越周波数を持つ異音の発生を確認した．実機にお
ける異音と単純実験モデルにおける異音の周波数分析結果を比較したもの

を図 3.4 に示す． 
次に，モータの回転数を 50rpm から 120rpm に変えた場合の異音の周波

数を図 3.5 に示す．実機と同様，感光体の回転数変更に対して異音の周波
数は変化しておらず，この異音が外部加振源による共振現象ではないことが

わかる． 
さらに，感光体の回転数を 40rpmから 85rpmまで変化させた場合の音圧レ

ベルの変化を図 3.6 に示す．これも実機と同様，回転数の増加とともに，音圧
レベルが大きくなっていることがわかる．  
以上の結果から，ブレード単体を単純支持した実験モデルにより，実機と

同じ特徴を持つ異音を再現できることを示した．つまり，このモデルが実機で

確認された自励振動と同じ発生機構を有する最も単純なモデル（以後，要素

モデルと称す）と結論できる． 
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①  Cleaning Blade Assembly ⑤  Speed Controller 

②  Photoreceptor ⑥  Thermo Controller 
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Fig.3.2 Detail of Drive System of Photoreceptor and Support of 

Cleaning Blade Assembly 
 

 
Fig.3.3 Fixation of Cleaning Blade Assembly

Movable Stroke 

Vertical : 13.0mm 

Horizontal:25.0mm 
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Motor 
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(a) Frequency of Unforeseen Noise in Actual Machine 
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(b) Frequency of Unforeseen Noise in Simplified Model 

 
Fig.3.4 Comparison between Actual Machine and Simplified Model 

about Frequency of Unforeseen Noise 

4600Hz

4800Hz
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(a) Frequency of Unforeseen Noise (Rotation Number=50rpm) 
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(b) Frequency of Unforeseen Noise (Rotation Number=120rpm) 

 
Fig.3.5 Frequency Analysis of the Unforeseen Noise with the 

Variation of Rotation Speed 
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Fig.3.6 Comparison between Actual Machine and Simplified Model 

about Variation of Sound Pressure Level for Relative Velocity 
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3.3 自励振動発生機構に関する理論的検討  

前節において，この異音の原因となる自励振動は，ブレード単体が振動系

となっていることを明らかにした．さらに，ブレード単体を単純支持した実験モ

デルが，この自励振動の要素モデルとなっていることを示した．  
本節では，この要素モデルを使い，自励振動の発生機構について理論的

な検討を行う．本研究では，自励振動の発生機構を説明するモデルとして，

多自由度系の連成モデルに着目した．そして，弾性体であるブレードを有限

要素モデルで表し，ブレードと感光体の接触部における垂直抗力が変位に

依存すると仮定し，垂直抗力をモード変位の線形結合として表現する多自由

度モデルを提案する．  

3.3.1 多自由度連成自励振動モデル 

第 1章の 1.2.5節で述べたように，線形多自由度振動系では，剛性行列や
減衰行列が実対称正定値行列ではなく非対称性を有することによって，系の

固有値が正の実部を持つ複素数となり，不安定振動を生じる．この場合 ,不
安定振動の発生は，摩擦力の物体間の相対速度差に対する勾配の正負で

はなく，摩擦係数の大きさに依存する．末岡らは，黒板上のチョークの自励振

動について剛体であるチョークの並進と回転の二自由度系の運動方程式を

定式化し，摩擦係数が剛性行列の非対称性によって系の固有値が正の実

部を持つ複素数となることを示した[41,42]．同様に，剛性行列の非対称性に
起因する自励振動の研究事例として，小野らによる磁気ディスク装置のコンタ

クト・スライダの例 [43]や，桜井らの昇降機の例 [45]がある． 
これらの研究事例は，剛体の並進運動と回転運動が摩擦力を介した連成

問題として捉えることができる．これに対し，本研究では弾性体であるブレード

が持つ固有モードに着目し，本来独立であるモード間の振動が，特別な条件

下において摩擦力を介して連成することを明らかにする．  
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3.3.2 クリーナ・ブレード自励振動モデル 

(1) 有限要素を用いた基礎方程式  

本研究では，弾性体であるブレードを多数の節点と要素から成る有限要

素モデルとして考える．ただし，ブレードは，先端が感光体に接触した位置か

ら所定量押しつけられ，平衡状態にあるものとする． 
このブレードが摩擦力を受けて振動する場合には次式のように表される．  

[ ]{ } [ ]{ } { }FxKxM =+&&        (3.1) 

ここで， { }x は各節点における釣り合い位置からの変位を要素とする列ベクト

ルであり， { }F はブレードと感光体の接触部に作用する摩擦力を要素とする列

ベクトルである．また， [ ]M ， [ ]K は質量行列，剛性行列をそれぞれ表してい

る． 
モード解析の理論 [56]に従えば，変位 { }x は，質量に対して正規化された

各モードの固有関数ベクトル { }iφ （i=1,・・・,n）を用いて次のように表現できる． 

{ } { } { }[ ] [ ]{ }qΦ
q

q
,,x

n

n =
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
= ML

1

1 φφ       (3.2) 

ただし，n はモードの数， { }q は固有関数ベクトル { }iφ （i=1,・・・ ,n）を基底ベクト

ルとするモード空間における変位量を要素とする列ベクトルを表す．式 (3.2)を
式 (3.1)に代入すると，次式を得る． 

{ } [ ] { } [ ] { }FΦqΩq T2 =+&&        (3.3) 

式 (3.3)に含まれる [ ]Ω は，次式に示すような各モードに対応する固有角振動
数ωnを対角成分に持つ正方行列となる． 
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            (3.4) 

以上が，摩擦力による連成を考慮しない場合の振動の基礎方程式となる． 

(2) 摩擦による連成力を考慮した連成振動モデル 

次に，式 (3.3)に摩擦による連成力を加える．いま， { }F の各要素は摩擦力

であるので，摩擦係数μ，ブレードと感光体の接触部における垂直抗力ベク

トル { }NF によって 

{ } { }NFF µ=         (3.5) 

と表される．ここで，垂直抗力は接触部における節点の変位に依存すると仮

定し，構造力学の影響係数と類似の考え方に基づき，垂直抗力ベクトル { }NF

を式 (3.6)のように表現する． 
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    (3.6) 

ここに，N は節点の数，行列 [ ]FA の各成分は，接触部での反力に対する各モ

ードの寄与率である．つまり，変位 { }x と同様に，垂直抗力 { }NF もモード変位

{ }q の線形結合として表現できると仮定する．  

式 (3.5)，(3.6)を式 (3.3)に代入すれば， 

{ } [ ] [ ] [ ]( ){ } { }0T2 =−+ qAΦΩq Fµ&&       (3.7) 

と表される．摩擦係数が 0 である場合には，式 (3.7)のかっこ内の行列（以後，
剛性行列と称す）は対角項だけに成分を持つため，この系の固有値は全て

純虚数となる．これに対し，摩擦係数が値を持つ場合には，剛性行列に非対



 
 3.3 自励振動発生機構に関する理論的検討 

  
第 3章 自励振動発生機構の検討 46 

称な成分が現れるため，系の固有値が正の実部を持つ複素数となる可能性

が出てくる． 

3.3.3 数値計算による線形安定性の検証  

以上の摩擦力による連成振動モデルに実機のブレードの数値を適用し，

式 (3.7)の線形安定性を数値計算によって検証した．まず，汎用有限要素コ
ード ANSYS を用いて図 3.7に示す二次元有限要素モデルを作成した．適用
した数値を表 3.1 に示す．ブレードの要素としては，4 節点アイソパラメトリック
要素 [57]を用いた．要素の分割方法としては，ANSYS の自動分割機能を用
いた．図 3.8に示すように，ブレードと感光体の接触点を中心とする半径 1mm
の扇形の部分とそれ以外の二つの領域にブレードを分け，ブレードの長辺を

24 分割，その他の領域の境界線を 8 分割するように指定した．また，ブレード
と感光体は一点  (節点番号 1)のみで接触 [58,59,60]し，両者は y 軸方向に
は離間しないものと仮定した．さらに，ブレードが接着固定されている部分の x
軸方向および y 軸方向の変位を 0 に拘束した． 
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Fig.3.7 Finite Element Model of Blade 
 

 

 
 

 
 

Fig.3.8 Number of Partitions for Automatic Meshing in ANSYS 
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Table 3.1 Parameters of the Numerical Simulation 

Parameters Values 

Blade Length : Lb  [mm] 11.5 

Free Length : Lf  [mm] 7.5 

Blade Thickness : Tb  [mm] 2.0 

Initial Setting Angle :  θ  [°] 27.0 

Young’s Modulus of Blade [MPa] 5.88 

Density [kg/mm3] 1.5×10-6 

Poisson Ratio 0.495 

Number of Elements 264 
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まず初めに，ブレードを初期設定位置から感光体に 1.2mm 押しつけた場

合の大変形解析を行い，平衡状態における変形形状を求めた．解析結果を

図 3.9 に示す．次に，この平衡状態における形状に対して固有値解析を行っ
た．この解析により，各モードの固有振動数，固有関数および，接触点での

反力に対する各モードの寄与率が求められる．いま，接触点は節点番号１の

みであるので，式 (3.7)における括弧内は式 (3.8)のようになる．6 次までのモー
ドの固有振動数，接触点である節点番号 1 に対応する固有関数ベクトルの
第 1 成分および反力に対する各モードの寄与率を表 3.2 に示す． 
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Fig.3.9 Deformation of the Blade with Interference=1.2mm 

 

Table 3.2 Results of Eigenvalue Analysis of the Deformed Blade 

Mode 

Natural 

Frequency 

[Hz] 

Factor of Eigenvector

),,i(i 611 L=φ [ kg - 1 / 2  ]

Contribution to Reaction Force 

),,i(a i 611 L=  [  N m- 1  kg- 1 / 2  ]  

1 1104.6 -20.0 -91971.7 

2 1978.8 324.3 -116596.3 

3 2836.9 4.6 -459826.8 

4 4430.5 95.9 -542963.1 

5 4687.5 -182.4 -221179.2 

6 6040.2 278.5 256524.0 

Outline of Original Shape 

Deformed Shape 

1.2 mm 
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表 3.2 の結果を式 (3.7)に代入し，摩擦係数 µを 0 から 1.0 まで変化させた場
合の固有値を根軌跡 [61]として複素平面上に描画した．結果を図 3.10 に示
す．一般的に，固有値の虚部は振動の固有角振動数  ωn（以後，単に固有

振動数と称す）を表し，実部は振動振幅の単位時間における変化率  ζ ωn 
(以後，成長率と称す)を表す．図 3.10 を見ると，摩擦係数の上昇に伴って，4
次と 5次のモードが連成し，同一の振動数で振動するようになることがわかる．  
一般的に知られているホップ分岐では，システム・パラメータの変化により，

ある単独の複素固有値が振動数を変えながら負から正の成長率を持つ軌跡

を描く．これに対し，図 3.10 の結果は二つの固有値が同一の振動数で正負
の成長率を持つ特徴的な軌跡を描いている．これはハミルトニアン・ホップ分

岐と呼ばれるモード連成パターンのひとつである[62,63,64]．本来，摩擦力は
非保存力であるが，本研究では式 (3.6)により，垂直抗力をモード変位の関数
として表現している．このため，今回の安定解析結果における固有値の軌跡

が，保存系に類似した分岐現象を呈したものと考察される． 
図 3.11 に，4 次と 5次のモードの根軌跡をより詳細に描画したものを示す．

摩擦係数が 0 のときには，二つのモードは異なる固有振動数を持つ．しかし，
摩擦係数が上昇するにつれて，互いに近づくように虚軸上を移動する．そし

て，摩擦係数が 0.44を超えると，5次モードの固有値の実部が正，つまり成長
率が正となって系が不安定化する．このとき二つのモードの固有振動数は，

同一の 4582Hz となり，実機で確認した異音の周波数 4600Hz にほぼ一致す
る． 
連成を起した 4 次モードと 5 次モードの固有関数の形状を，それぞれ図

3.12 と図 3.13に示す．図中，点線はブレードの原型を示し，最大変形時の外
形を実線で示している．これらの結果から，4 次モードは垂直方向の変形であ
る曲げ変形が支配的であり，5 次モードは水平方向の変形，つまり伸縮が支
配的であることがわかる． 
以上のように，実機の数値を適用した数値シミュレーションの結果，摩擦係

数の上昇に伴って，4 次モードと 5 次モードが連成し，その固有値が正の実
部を持つ複素数となる．その際，モードの固有振動数は実機における異音の

周波数にほぼ一致した．したがって，この多自由度連成モデルは，本研究で

取り上げた自励振動の発生機構を説明するモデルとして妥当である．  
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Fig.3.10 Root Locus with the Variation of Friction Coefficient 
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Fig.3.11 Detailed Root Locus of the 4th Mode and the 5th Mode 
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Fig.3.12 Shape of the Eigenfunction { }4φ  

 
 

 

Fig.3.13 Shape of the Eigenfunction { }5φ  
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3.4 二自由度系の連成における自励振動発生条件  

次に，二つのモードが連成し，固有値が正の実部を持つ複素数となって自

励振動が発生する条件について考えてみる．n=2 として，式 (3.7)を 4次モード
と 5 次モードについて書くと次式のようになる． 
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ただし， { } { }jiij αTφγ =  (i  = 4, 5  j  = 4, 5)であり， { } { }T
21 Njjjj aaaα L= (j = 4, 5)

とする．式 (3.9)の解を tQq λe44 = ， tQq λe55 = とおき，特性方程式を求めると次式

を得る． 

( ) ( )( ) 05445
2

55
2

544
2

4
2

55
2

544
2

4
4 =−−−+−+−+ γγµµγωµγωλµγωµγωλ     (3.10) 

式 (3.10)はλ2に関する二次代数方程式であるので，λ2が複素数となる．つまり

次式が成り立つとき，λ は虚数軸に対称な二組の共役複素数となる．このとき，
 λの解の中に実部が正の複素数が必ず存在する． 

( ) ( )[ ] 04 5445
22

55
2

544
2

4 <+−−− γγµµγωµγω     (3.11) 

通常， µγω >>2 と考えられ，式 (3.11)はさらに以下のように簡略化できる． 

( ) 04 5445
222

5
2

4 <+− γγµωω       (3.12) 

ここで，式 (3.12)が成り立つ条件，つまり自励振動が発生する条件について
考えてみる．式 (3.12)の左辺第１項は必ず正となるので，式 (3.9)における剛
性行列の非対角成分 45γ と 54γ が異符号を持つこと，つまり { } { }5

T
4 αφ と { } { }4

T
5 αφ

が，異符号を持つことが必要条件となる．さらに，二つの固有振動数が接近

していること，および摩擦係数が大きいことが式 (3.12)を成立しやすくさせる条
件である． 
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以上の条件は，ブレードと感光体間の相対速度に対する摩擦力の勾配に

依存しない．つまり，ブレードと感光体間の相対速度が大きい場合にも，固有

値が正の実部を持つ複素数となり得ることを示唆しており，感光体の定常回

転時における自励振動の発生を説明することができる．   
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3.5 結言  

本章では，本研究が対象とする異音の原因となる自励振動の発生機構と

して，自励振動の発生条件を明らかにするため，ブレード単体を単純支持し

たモデルによる現象の再現と，この単純モデルによる自励振動発生機構に関

する理論的検討を行い，以下の結論を得た． 

(1) ブレード単純支持モデルによって実機と同じ特徴を持つ異音を再現
できることを実験的に示し，このモデルが実機の自励振動と同じ発生

機構を有する要素モデルであることを確認した． 

(2) 自励振動の発生機構に関し，弾性体であるブレード単体を有限要素
モデルで表し，感光体とブレードの接触部における垂直抗力をブレー

ドの固有振動モードの線形結合として表現する多自由度連成モデル

を提案した．このモデルに基づき線形安定解析を行った結果，実機

の数値を適用して求められた連成後のモードの固有振動数は，実際

の異音の周波数とよい一致を示し，本モデルの妥当性を確認した． 

(3) この自励振動の発生機構は，固有振動数が近接したブレードの曲げ
モードと伸縮モードの摩擦力を介した不安定モード連成であることを

示し、摩擦係数の上昇に対する固有値の軌跡は，保存系におけるハ

ミルトニアン・ホップ分岐に類似の挙動を示すことを明らかにした．さら

に，この二つのモードについて，固有値が正の実部を持つ複素数とな

って，自励振動が発生する条件を明らかにした． 

さらに，(3)に示した自励振動の発生条件は，この自励振動が持つ固有の特
徴である 

(a) この異音は相対速度の大きい定常回転時に発生する． 

(b) 異音の周波数はクリーナ・ブレード部の固有振動数に一致する． 

を矛盾無く説明できることを確認した． 
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第 4 章  

不安定振動モードに関する非線形振動

方程式の導出 

4.1 序言  

第 3 章では，単純支持条件のブレード単体によって，実機と同一の特徴を
持つ現象を再現し，これが本自励振動現象の要素モデルであることを示した．

異音の原因となる自励振動の発生機構を説明するモデルとして，感光体とブ

レードの接触部における垂直抗力を，ブレードの固有振動モードの線形結合

として表現する多自由度連成モデルを導入した．そして，自励振動を線形化

された系の発散振動とみなし，この線形モデルの固有値の安定条件から , 自
励振動の発生条件を明らかにした．この結果，この自励振動の発生機構が

単なる乾性摩擦に起因する負減衰振動ではなく，ブレードの高次曲げモード

と 1次の伸縮モードの摩擦力を介した不安定モード連成であることを明らかに
した．これらの成果により，不安定振動モード（以下，固有値が正の実部を持

つ複素数であるモードをこのように称する）が現れる可能性をブレードの設計

条件から予め把握できることを示した．  
しかし，実機の観察では自励振動が発生した場合でも，定常振動の振幅

が十分小さく，通常稼動音以下の大きさであれば問題として認識されない．こ

のような状況を意図的に利用できれば，異音防止と清掃機能を両立するブレ

ードの設計条件の範囲を広げることが可能となる． 
そこで本章では，不安定振動モードに起因するブレードの自励振動につい

て，非線形振動方程式の導出を検討する．具体的には，第 3章において，摩
擦係数の上昇によって固有値が正の実部を持つ複素数となる事が確認され

た二つのモードの連成振動について，これに非線形項を加えた非線形振動

方程式を考える．そして，各モードの固有ベクトルに直交する随伴ベクトルを
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導入し，不安定振動モードに関する非線形振動方程式を抽出する[55]．次
に，この非線形振動方程式を多重尺度法により解き，不安定振動モードのモ

ード変位を定式化する．さらに，定常振動時における二つのモードのモード変

位を明らかにし，非連成時の固有関数ベクトルとの線形結合 [65]により定常
振動時におけるブレード上の振動振幅に関する理論式を導く． 

4.2 不安定振動モードに関する非線形振動方程式

の定式化  

第 3章においてブレードの持つ 4次モード（高次曲げ）と 5次モード(1次伸
縮 )が，摩擦係数の上昇と共に摩擦力を介して連成し，固有値が正の実部を
持つ複素数となる事を示した．この二つのモードについて非線形成分を含め

た場合の非線形振動は式 (3.9)より次のように記述される． 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−
−−

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

5

4

5

4

55
2

554

4544
2

4

5

4

f
f

q
q

q
q

µγωµγ
µγµγω

&&

&&
    (4.1) 

式 (4.1)の右辺は主にブレード先端に働く摩擦力に起因すると推定される未
知の非線形成分である． 
まず，次式のような状態ベクトル { }Z を導入する． 

{ } { }T
5454 qqqqZ &&≡       (4.2) 

この { }Z を用いて，式 (4.1)を { }Z についての一階の常微分方程式として表せば

次式を得る． 

[ ]{ } [ ]{ } { }'FZΓZR =+&        (4.3) 

ただし 
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[ ] [ ] { } { }T
54

55
2
554

4544
2
4

00

00
00

0010
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00
00

10
01

10
01

00
00

ff'FΓR =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

µγωµγ
µγµγω

 (4.4) 

とする．いま，式 (4.3)の右辺を 0 とした { }Z についての線形微分方程式の解を

次のようにおく． 

{ } { } tZ λΨ e=         (4.5) 

式 (4.5)を式 (4.3)に代入すれば，次式を得る． 

[ ]{ } [ ]{ } { }0=+ ΨΓΨRλ        (4.6) 

式 (4.6)の特性方程式は，λ2 に関する二次代数方程式であるので，λ2 が複素

数となるとき，λ は虚数軸に対称な二組の共役複素数となる． 

ここで，  µ ≠0 であるので，式 (4.6)の [ ]Γ は非対称行列となり，連成後の各
固有値に対応する固有ベクトル { }Ψ 間の直交性が成立しない．同時に， { }Ψ の
各成分は複素数となる．そこで，次式を満足するような { }Ψ の随伴ベクトル { }P

を導入する[55]． 

{ } [ ] { } [ ] { }TTT 0=+ ΓPRPλ       (4.7) 

式 (4.6)のλがλ i  (i=1,･･･ ,4)である場合と，式 (4.7)のλがλ j  (j=1,･･･,4) の場合を
考える． { }T

jP を式 (4.6)の左側から， { }iΨ を式 (4.7)の右側からかけると，次式を
得る． 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }
{ } [ ]{ } { } [ ]{ } ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=+

=+

0

0
TT

TT

ijijj

ijiji

ΨΓPΨRP

ΨΓPΨRP

λ

λ
     (4.8) 

二つの式の差をとれば 
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( ){ } [ ]{ } 0T =− ijji ΨRPλλ        (4.9) 

となる． ji ≠ のとき， ji λλ ≠ であるので，式 (4.8)，(4.9)より次式を得る． 

{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ } ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=

0

0
T

T

ij

ij

ΨΓP

ΨRP
       (4.10) 

次に，式 (4.3)の右辺を非零として非線形成分を含めた場合の解を次のよ
うなモード結合で与える． 

{ } { }∑
=

=
4

1k
kkΨZ ξ        (4.11) 

式 (4.11)を式 (4.3)に代入すれば次のようになる． 

[ ]{ } [ ]{ } { }'FΨΓΨR
k

kk
k

kk =+ ∑∑
==

4

1

4

1

ξξ&      (4.12) 

となる．ここで，式 (4.12)の左側から { } )41(T ,,kP k L= を順次乗ずれば，式 (4.10)
の関係より， i=j=k の成分だけが残り，各モードの状態方程式を次式のように

得る． 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } { } 41TTT ,,k'FPΨΓPΨRP kkkkkkk L& ==+ ξξ    (4.13) 

また，式 (4.8)より，i=j=k のとき 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }kkkkkkk ΨRPΨΓP TT λ−=       (4.14) 

であり，さらに { } [ ]{ }kkk ΨRPΛ T≡ , { } { }'FPζ T
kk ≡ とすれば，式 (4.13)は次のように書き
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改められる． 

41 ,,kΛΛ kkkkkk L& ==− ζξλξ       (4.15) 

いま，着目しているのは不安定振動モードのモード変位である．そこで，連

成後に現れる 4 つの固有値のうち，実部が正のものだけを抽出する．仮に，
実部が正の固有値をλ1，λ2 とし，以下の二式のみを考える． 

222222

111111

ζξλξ

ζξλξ

=−

=−

ΛΛ

ΛΛ
&

&
       (4.16) 

いま，λ1，λ2 は複素共役の関係にあるから， 21 ΛΛ =  , 21 ξξ =  , 21 ζζ = となる．した

がって 

11111

111111

1 ζξλξ

ζξλξ

=−

=−

ΛΛ

ΛΛ
&

&
       (4.17) 

以上で不安定振動モードのみの振動方程式を抽出できた．ここで，さらに下

記のような演算子を導入して，この二つのモードを結合する． 

1L ddD λ−≡ t         (4.18) 

式 (4.18)の演算子を式 (4.17)に適用して，二式を加えれば次式を得る．  

( ) ( ) 11L1L11LL DDDD Λζζξξ +=+       (4.19) 

さらに， uiu qq i1 +≡ξ , uiur λλλ i1 +≡ , ir 111 iζζζ +≡ として式 (4.19)に代入すれば，  

( ) ( )iuirurruuiuruuru qqq 111
1

22 12 ζλζλζ
Λ

λλλ −−=++− &&&&     (4.20) 

式 (4.20)の右辺は主にブレードと感光体の接触点に働く摩擦力に起因すると
推定される未知の非線形成分である．いま，対象とする自励振動が一定時
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間後に定常状態になるという観察結果を考慮し， uurq&λ2− の成長を抑制する

非線形項の存在を仮定する．この非線形項をモード変位と速度の関数とした

場合に，定常振幅を一意に決められる可能性があるものを検討すると， 3
uq& と

uuqq &2 の二つが考えられる（詳細は巻末付録 A を参照のこと）．前者を式 (4.20)
に代入すれば van der Polの方程式となり，後者の場合には Rayleighの方程
式に一致する．よく知られているように，この二つの方程式は変数変換で相互

に変換が可能であり，本質的に同一である[67,68]．本研究では，Rayleigh の
方程式を参考に，式 (4.20)の右辺を以下のように表す．  

( ) 3222 uuuiuruuru qqqq &&&& δλλλ −=++−    (4.21) 

ここで，δ は実験における定常振幅値との比較から決定する非線形項の係数

である．決定方法の詳細については後述する． 
したがって，不安定振動モードのモード変位に関する非線形振動は次式

のように定式化できる． 

( ) 02 223 =+++− qqqq uiuruuuru λλδλ &&&&       (4.22) 
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4.3 多重尺度法による非線形定常周期解の導出  

本節では，前節で定式化された不安定振動モードのモード変位に関する

非線形振動方程式の解 ( )δλλ ,,,;tq uiuru を，多重尺度法により求める． 

いま，未知関数 quの無次元量 vu，独立変数である時間 tの無次元量 τ を，

次のように定義する． 

T/t,L/qv uu ≡≡ τ        (4.23) 

ただし， uiuiur /T,/L λδλλ 12 2 == とする．式 (4.22)において 222
uiuiur λλλ ≈+ とした後，

式 (4.23)を代入すれば次式を得る． 

0
d
d

d
d12

d
d 2

2

2

=+
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−− u

uuu vvvv
ττ

ε
τ

     (4.24) 

ここで，無次元パラメータε は次式で与えられるものとする． 

ui

ur

λ
λε =         (4.25) 

式 (4.24)より，無次元変位 vuは，ε を無次元パラメータとする無次元時間  τ の

関数であることがわかる． 

無次元化された式 (4.24)の解を多重尺度法により求める．いま，式 (4.24)の

近似解を，パラメータ ε 用いて次式のように展開できるものと仮定する． 

( ) ( ) ( ) L++= 101100 ττετττ ,v,vv uuu      (4.26) 

ここで， εττττ ≡≡ 10 , は単一の時間尺度 τ の代わりに，導入された複数の時間
尺度である．式 (4.24)に式 (4.26)を代入し，多重尺度法の求解法にしたがっ
て ，  τ0 に関 す る永 年 項 が生 じ ない条 件 を考 慮 すれば ， vu0 の解 を

( ) .Avu C.Ce 0i
10 += ττ とした時の複素振幅 ( )1τA は次式を満足する必要がある． 
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( ) ( ) ( ) ( )1
2

1111 3D ττττ AAAA −=       (4.27) 

したがって，定常振幅に達した場合の ( ) sAA =1τ を，式 (4.27)の左辺を 0 として

求めると，次式のようになる． 

3
1

=ss AA         (4.28) 

式 (4.28)を ( ) .Avu C.Ce 0i
10 += ττ に適用すれば 

00 sin
3

2 τ=uv         (4.29) 

となる． 
したがって，式 (4.26)の uv に関して，ε の 2 次以上の高次微小項を無視し

た解は，次式のようになる． 

( )ετ Ovu += sin
3

2        (4.30) 

4.4 非線形定常周期解の二自由度系への再構成  

最終的に，ブレード上の変位 { }x を非連成時の固有関数 { }4φ ， { }5φ を使って，

{ } { } { } 5544 qqx φφ += と表すため，本節では定常振動時における 4q および 5q を式

(4.30)の uv を使って表現する[65,69,70]． 

前節と同様に式 (4.23)を用いて式 (3.1)を無次元化すると，次のようになる． 
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v

µγωµγ
µγµγω

&&

&&
    (4.31) 

ただし， iii L/qv ≡  (i = 4, 5)とする．このとき，式 (4.31)の右辺を 0 とした線形部

分の解を次式のように考える． 



 
 4.4 非線形定常周期解の二自由度系への再構成 

  
第 4章 不安定振動モードに関する非線形振動方程式の導出 65 

C.C.ei
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v
v

       (4.32) 

ここで，定常振動時の 4A ， 5A は ,式 (4.31)の右辺によって決まるため，この段
階では未知である．式 (4.32)を式 (4.31)の線形部分に代入すれば次式を得
る． 

( )
( ) ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
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⎥
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5
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2
4544

2
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2
τ

µγωµγ
µγµγω

A
A

TT
TT    (4.33) 

式 (4.33)の左辺の行列の積を計算し，その結果得られる行列の第 2 行の要
素が，対応する右辺の行列の要素である 0 と等しいと考えれば，次の関係を
得る． 

( ){ } 01 555
2
5

2
4

2
54 =−+−+− ATAT µγωµγ      (4.34) 

このとき， 4A , 5A の複素振幅比を次のように定義する． 

( )
54

55
2
5

2

5

4 1
µγ

µγω −+−
=≡

T
A
AR       (4.35) 

同様に， 4A , 5A の複素振幅比を 

5

4

A
AR ≡         (4.36) 

と定義する．式 (4.35)，式 (4.36)の関係を用いれば，式 (4.32)は次のように書
き改められる． 

.A
R

v
v

C.Ce
1

i
5

5

4 +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ τ        (4.37) 

さらに， 5A の絶対値を 5A とし，複素振幅 R の絶対値を R ，偏角を R∠ とすれ

ば，式 (4.37)は次のように書き改められる．  
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( )
⎪⎭

⎪
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⎫
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∠+=

τ

τ

sin2

sin2

55

54

Av

RRAv
      (4.38)  

式 (4.38)には，定常振動時の未知の複素振幅 5A に関する項 5A が含まれて

おり，このままでは 4 次モードと 5 次モードの定常振動時のモード変位を決定
することができない．そこで，この二つのモードの線形結合から定常振動時の

無次元化されたモード変位 vuを求め，式 (4.30)との比較から 5A を決定する． 

式 (4.11)より，二組の共役複素数となる固有値のうち，実部が正となる不安
定振動モードのみを取り出せば次式のようになる． 

{ } { } { } 2211 ξξ ΨΨZ +=        (4.39) 

このモードが互いに複素共役であることと，式 (4.2)の定義を考慮すれば，次
式の関係を得る． 
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       (4.40) 

また， { } { }T
51415114111 ψψψλψλ=Ψ より 
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q
q

       (4.41) 

となる．これを無次元化し，複素振幅比 R を用いて書き改めれば，次式を得

る． 

.
L

R
v
v *

C.C
1

1
51

5

4 +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ξ

ψ       (4.42) 

ここで， *
1ξ は 1ξ を無次元化したものである． *

1ξ の大きさは未知であるので、
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*
151ξψ を改めて *

1ξ と置きなおせば，次式の関係を得る． 

C.C.
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4 +⎥
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v
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       (4.43) 

したがって，式 (4.37)と式 (4.43)の比較から次式の関係を得る． 

τξ i
5e1

AL* =         (4.44) 

ここで， uiu qq i1 +≡ξ の関係を考慮すれば， { }*
u Rev

1
ξ= であるから 

( )55 sin AAvu ∠+= τ        (4.45) 

ただし， 5A∠ は複素振幅 5A の偏角である． 

一方，式 (4.30)では非線形部分を含めた解析により振幅が得られている．
したがって，式 (4.45)と式 (4.30)の比較から， 5A が次式のように求められる． 

3
2

5 =A         (4.46) 

これを式 (4.38)に代入し，有次元に戻せば定常振動時の 4 次と 5 次のモード
変位は次式で表すことができる． 

( )
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λ
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4

      (4.47) 
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4.5 定常振幅の理論式と非線形項δ の決定  

以上の検討結果より，定常振動時の変位を定式化する．ブレードの非線

形外力成分を含めた振動は次式で記述される．  

{ } { } { } 5544 qqx φφ +=        (4.48) 

いま，任意の節点番号ηについて，対応する変位と4次モードおよび5次モー
ドの固有関数の値をそれぞれ， ηx , ηφ4 , ηφ5 とすれば，振動振幅に関する以下

の理論式が得られる． 
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24
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ただし 

( )a/bRRbRRa -1
454 tansincos =∠=+∠= σφφφ ηηη    (4.50) 

である．さらに，節点番号ηと同一地点における振動振幅の測定値 xexp と式

(4.49)の理論値が等しいとすれば，式 (4.22)の非線形項の係数 δ が次のよう

に求められる． 

( ) ( ){ }2
4

2
5422 sincos

3
32 RRRR

xexpui

ur ∠++∠= ηηη φφφ
λ

λ
δ    (4.51) 

以上の検討結果に実機の設計パラメータを適用し，実際に非線形項 δ を決

定する．設計パラメータの具体的な数値としては，第 3章の表 3.1の数値を用
いた．次に，実機で発生している自励振動について，定常振幅，成長率およ

(4.49)
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び定常振動の振動数を測定した．図 4.1 に自励振動の周波数分析による定
常振幅の測定結果を示す．この周波数分析結果から，定常振幅 xexp および

固有角振動数λui が求められる．また，図 4.2 に自励振動発生から定常振動
に至るまでの時間波形と，時間波形の振幅の成長率を指数関数で近似した

結果を示す．この近似式より，振幅の成長率λurが求められる．これらの数値と，

第３章の線形解析結果から得られる非連成時の固有関数 { }4φ , { }5φ を式 (4.35)

と式 (4.51)に代入すれば，モード振幅比 Rおよび非線形項係数 δ が求められ
る．結果を表 4.1 に示す．なお，振動中のブレード先端における摩擦係数は
実測による把握が困難であるため，振動成長率の実測結果と第３章における

安定解析結果から推定した．具体的には，第 3 章の図 3.10 において固有値
の実部が振動成長率の実測結果 65.9 である場合の摩擦係数から 0.46 と決
定した．  
以上のような手順で求められた数値と，式 (4.49)とから，ブレード上の任意

の点における振動振幅を求めることができる． 
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Fig.4.1 Measurement Result of Steady-state Amplitude in the 
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(b) Approximation of Growth Rate of Amplitude 

 
Fig.4.2 Growth Rate of Amplitude in the Actual Machine 
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Table 4.1 Results of Nonlinear Analysis with Design 
Parameters of the Actual Machine 

Parameters Values 

Steady-state Amplitude: xexp  [nm] 67.6 

Growth Rate of Amplitude:  λ ur  65.9 

Frequency:  λ ui [Hz] 4588 

Friction Coefficient: µ  0.46 

Complex Amplitude Ratio: R 0.51 

Coefficient of Nonlinear Term: δ  3.3×1012 
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4.6 結言  

本章では，不安定振動モードに起因するブレードの自励振動について，非

線形振動方程式の導出を検討した． 
まず，摩擦力を介して連成する 4 次と 5 次のモードについて，非線形項を

加えた非線形振動方程式の導出を検討した．この際，不安定振動モードの

固有関数が直交しないという課題に対し，各モードの固有ベクトルに直交す

る随伴ベクトルを導入し，この随伴ベクトルによって抽出された不安定振動モ

ードの重ね合わせにより，非線形振動方程式が導出できることを示した． 
次に，摩擦力の非線形成分をモード変位と速度の関数として表されるもの

と仮定し，振幅抑制効果を得ることができる非線形項を検討した．具体的に

は，多重尺度法による求解において，永年項を生じない条件から速度の 3 乗
に比例する非線形項を仮定し，導出した非線形振動方程式を多重尺度法

により解き，不安定振動モードのモード変位を定式化した．  
さらに，定常振動時のブレード上の振動振幅を，非連成時の固有関数と

不安定モードのモード変位を使って定式化することを試みた．この際，未知

数となる定常振動時における 4 次モードと 5 次モードの複素振幅を，先に求
めた不安定振動モードの振動方程式との比較から決定した．  
最終的に，定常振動時の振幅に関する理論式を導出し，理論式に含まれ

る未知の非線形項の係数 δを，実測した定常振幅から決定することで，定常

振動時におけるブレードの自励振動の挙動を明らかにする手法を示した． 
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第 5 章 

ケース・スタディによる設計への適用検

討 

5.1 序言  

第 4 章では，摩擦係数の上昇によって固有値が正の実部を持つ複素数と
なる二つのモードの連成振動について，これに主にブレード先端に働く摩擦

力に起因すると推定される非線形成分を加えた非線形振動方程式を考え，

系の随伴ベクトルを用いて抽出した不安定振動モードに関する非線形振動

方程式を導出した．そして，非連成時の固有関数ベクトルとの線形結合によ

り定常振動時におけるブレード上の振動振幅に関する理論式を導き，未知

数として残されていた非線形項の係数δを実験値との比較から決定する方法

を明らかにした． 
本章では，第 4 章で示した非線形解析手法の妥当性と，ブレード設計変

更への有用性を確認する． 
最初に，実際の開発プロセスで行われているブレード設計に関する主な設

計パラメータについて述べる． 
次に，現状で発生している異音を抑制するための設計パラメータの検討を

行う．この検討により，主機能への影響が少なく，製品として現実的に変更可

能なパラメータとしてブレードの厚みと自由長を考える．そして，この二つの設

計パラメータを変更した複数の事例について，第 4 章の成果をもとに，自励
振動の振動数と定常振幅の予測を行う． 
次に，ブレードの厚みと自由長を変更したクリーナ・ブレード部を実際に製

作し，発生する自励振動の振動数と定常振幅値を実測する．この実測結果

と定常振幅に関する理論式から算出した値との比較から，本研究における非

線形解析手法の妥当性を検証する． 
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さらに，理論式の妥当性確認に続き，ブレードの厚みと自由長を変更した

56 ケースの数値計算を行う．この結果から二つの設計パラメータに関する自
励振動の発生領域及び定常振幅値の詳細分布を可視化・考察し，ブレード

の厚さに対する連成モードの固有振動数差，固有関数の大きさの二つによ

って得られた詳細分布を説明できることを明らかにする．以上の考察から，自

励振動抑制のためのブレードの厚みと自由長に関する設計指針を抽出す

る． 
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5.2 クリーナ・ブレード部の設計  

5.2.1 ブレードの設計パラメータ 

クリーナ・ブレード部では，感光体上の残留物除去・清掃という基本機能を

長期にわたって維持することが重要となる．そこで，用いられるブレードに要

求される特性としては，感光体を傷つけない柔軟性，安定した押圧力，トナ

ーのすり抜けや振動を防止する反発弾性，エッジの局部的欠損や磨耗を回

避するための高い強度の４点に要約されることを第 1章の 1.2.2節で述べた．
本節では，これらの要求特性を満たすためのブレードの具体的な設計パラメ

ータの決定方法について説明する． 
残留物除去・清掃を効率的に行うためには，ブレードの感光体に対する押

圧力と当接角度，摩擦係数が重要となる．図 5.1 にブレードの主な設計パラ
メータを示す[19]． 
ブレードを片持ちの梁とみなせば，片持ち針の先端に集中加重した場合

のたわみの式から，ブレードを d 押し付けたときのブレードの長手方向におけ

る単位長さあたりの押圧力 PNは次式で表すことができる． 

3

3

4 f

b
N L

dETP =         (5.1) 

一方，自由長 Lfのブレード先端部のたわみ角度β は次式で表される． 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= −

fL
d1tanβ         (5.2) 

したがって，ブレードの初期設定角度をθ とすれば，ブレード先端部の感光

体に対する当接角度θwは次式で表される． 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= −

f
w L

d1tanθθ        (5.3) 
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現在の開発プロセスでは，式 (5.1)，(5.2)，(5.3)を元に，所望のブレードの
押圧力 (残留物除去・清掃能力 )と自励振動抑制を両立する値を試行錯誤
的に決定している．多くの場合，過去の開発機種における設計値を踏襲しつ

つ，若干の変更を加えている． 
表 5.1 にプリンタにおける代表的な設定量と本研究が対象とする機種の設

定値を示す．一般的に，押圧力，当接角度，摩擦係数が高いほど，残留物

の除去・清掃能力は向上する．しかし，ブレードのめくれや異音は発生しやす

くなる．つまり，残留物の除去・清掃能力と異音防止はトレード・オフの関係に

ある．したがって，二次障害となる異音・めくれ発生の防止と，主機能である

残留物の除去・清掃機能を両立するように設計パラメータを決定する必要が

ある． 
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Fig.5.1 Design Parameters of Blade 

 
 
 

Table 5.1 Common Values of Design Parameters for Blade 

Parameters Common Values Original Setting

Young’s Modulus [MPa] 4.5-10.0 5.9 
Free Length [mm] 5.0-12.0 11.5 
Thickness [mm] 1.0-2.0 2.0 
Initial Setting Angle [°] 20.0-30.0 27.0 
Working Angle [°] 5.0-15.0 12.2 
Interference [mm] 0.7-1.5 1.2 
Pressure Force [N/m] 5.0-35.0 46.6 

 

Free Length ： Lf 

Initial Setting 
Angle ： θ 

Working 
Angle ： θw

Interference ： d

Pressure Force ： PN 

Photoreceptor 

Support Plate 

Thickness 
：Tb 

Young’s 
Modulus：E 
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5.2.2 設計変更パラメータの選定と範囲  

現状で発生している異音を抑制するための設計パラメータの検討を行う．

前節で挙げた設計パラメータのうち，摩擦係数を所望の値に保つことは実機

上では極めて困難である．また，ブレードの押し付け量と，初期設定角度は，

機械レイアウトの制約があるため，開発中途の変更には多大なコストがかかる．

さらに，ブレードの弾性率は残留物除去･清掃能力や耐磨耗性への影響が

大きい． 
そこで，主機能への影響が少なく，製品として現実的に変更可能なパラメ

ータとしてブレードの厚みと自由長の二つを考えることとする．表 5.2 に本研
究で検討したブレードの厚みと自由長の数値を示す．Case1 と Case2 は自由
長を現状と同じにして，ブレードの厚さを変更することで，当接角度は変えず

に押圧力を変更するものである．Case3 はブレードの厚さを現状と同じにして，
自由長を短くすることで，押圧力と当接角度を共に大きくするものである． 

 
 
 

Table5.2 Value of Modification Case  

 Thickness: Tb [mm] Free Length: Lf [mm] 

Original 2.0 7.5 

Case 1 1.6 7.5 

Case 2 2.2 7.5 

Case 3 2.0 6.4 
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5.3 数値計算による定常振幅予測  

5.3.1 定常振幅の予測  

第 4章の成果をもとに，ブレードの厚みと自由長を変更した場合について，
ブレードと感光体の接触点における定常振幅の予測を行う．ただし，摩擦係

数µ，非線形項係数δ および成長率λur は設計パラメータの変更に対して変

化しないと仮定し，第 4 章で決定した値を使用する． 
まず第 3 章の 3.3.3 節で行った線形安定解析と同様に，表 5.2 に示す数

値にしたがって有限要素モデルを作成し，汎用有限要素コード ANSYS を用
いて固有値解析を行った．各ケースにおいて得られた 4 次と 5 次モードの固
有振動数と，固有関数および接触点での反力に対するモードの寄与率を表

5.3 に示す． 
この結果と，第 4 章の 4.5 節の表 4.1 に示す摩擦係数，非線形項係数お

よび成長率を第 4 章 4.4 節の式 (4.48)に適用して，各ケースにおける定常振
幅値を算出した．表 5.4に各ケースにおける不安定振動モードの固有角振動
数および定常振幅の値を示す． 
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Table5.3 Results of Eigenvalue Analysis of Modified Blades 

 

Natural 

Frequency 

[Hz] 

ηφi  
( i=4, 5 ) 
[ kg -1/2  ] 

ηia  
( i=4, 5 ) 

[ N m-1 kg-1/2  ] 

4th 
Mode 4498.0 77.7 -6.6×105 

Case1 
5th 

Mode 5289.8 -152.9 -2.3×105 

4th 
Mode 4333.5 147.0 -3.0×105 

Case2 
5th 

Mode 4511.3 -109.8 -2.6×105 

4th 
Mode 4857.6 41.1 -2.2×105 

Case3 
5th 

Mode 5278.9 -176.1 -5.8×105 

 
 
 

Table5.4 Calculation Results of Nonlinear Analysis of 
Modification Case  

 

Natural Frequency of 

Unstable Mode 

[Hz] 

Steady- State Amplitude 

[nm] 

Case 1 4976 16.0 

Case 2 4419 41.4 

Case 3 4944 14.7 
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5.3.2 実験による妥当性検証  

前節の数値計算結果の妥当性を検証するため，表 5.2 に示した数値にも
とづいてクリーナ・ブレード部を製作した．各ケースにおけるブレードの先端部

の拡大写真を図 5.2 に示す． 
これらのクリーナ・ブレード部を，図 5.3および 5.4に示す実験装置に装着し，

ブレード上の自励振動の定常振幅値を測定した．まず，クリーナ・ブレード部

を水平および垂直方向に移動可能なマイクロステージに取り付けた．実機で

は，図 5.5に示すように板金支部の両端二箇所を樹脂筐体にネジ止めしてい
る．そこで，同じ箇所を，樹脂ブロックを介してステージに取り付けた．これによ

り，クリーナ・ブレード部の拘束を実機と同じ条件とみなした． 
次に，ローラ帯電器に 2.2kV の帯電電圧を印加して，感光体表面上に放

電生成物を付着させた．さらに，感光体の直下に配したセラミック・ヒータによ

り，ブレードの温度が 42℃になるまで加熱した． 
そして，レーザー・ドップラー振動計（小野測器，LV-1100）により，異音発

生時における自励振動の定常振幅をブレード上で測定した．振動の測定点

は，図 5.6に示すように，ブレードの長手方向の中央，ブレード・エッジ先端部
より 1mm の位置とした． 
このとき，各ケースにおける振幅測定を，現状のクリーナ・ブレード部，各ケ

ースのクリーナ・ブレード部，現状のクリーナ・ブレード部の順で行った．そして，

各ケースにおける振幅測定の前後で，現状のクリーナ・ブレード部の場合に

発生する自励振動の振動数と振幅が変化していないことを確認した．このよう

な手順で測定を行うことにより，ブレード先端部に働く摩擦の状態は各ケース

において維持されていると見なした． 
各ケースにおける自励振動の周波数分析結果を図 5.7 に示す．この結果

から，表 5.4 の理論計算によって予測された振動数は，実際に発生した自励
振動の振動数にほぼ一致していることがわかる．さらに，設計変更後の自励

振動の定常振幅について理論計算の予測と実験結果を比較したものを図

5.8 に示す．定常振幅についても，理論計算による予測と実測結果は定量的
な差はあるものの，形状の変更に対する振幅の増減に関して定性的に一致

しており，本研究において導出した非線形振動振幅方程式は妥当であると

考えられる． 
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(a) Original Tb=2.0mm Lf=7.5mm 
 
 
 

 

(b) Case1 Tb=1.6mm Lf=7.5mm 
 

Fig.5.2 Detail of Modified Blade Edge 
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(c)Case2 Tb=2.2mm Lf=7.5mm 
 

 

(d) Case3 Tb=2.0mm Lf=6.4mm 
 

Fig.5.2 Detail of Modified Blade Edge 
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① Cleaning Blade Assembly ⑤ Drive Motor 

② Photoreceptor ⑥ Speed Controller 

③ Laser Doppler Vibrometer Probe ⑦ Thermo Controller 

④ Heater   

 
Fig.5.3 Experimental Apparatus for Verification of Modified Blades 

①

②

③

④⑤ 
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Fig.5.4 Dimension of Experimental Apparatus 

Blade 
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Fig.5.5 Fixation Point of Cleaning Blade Assembly in Actual Machine 
 

 
 

Fig.5.6 Measurement Point of Vibration  
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(a) Original Tb=2.0mm Lf=7.5mm 

0
25
50
75

100

2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Frequency [Hz]

Am
pl

itu
de

 [n
m

]

 

(b) Case1 Tb=1.6mm Lf=7.5mm 
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(c) Case2 Tb=2.2mm Lf=7.5mm 
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(d) Case3 Tb=2.0mm Lf=6.4mm 
Fig.5.7 Steady-State Amplitude and Frequency in each Case 
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Fig.5.8 Comparison between Calculation and Experiment 

about Steady-state Amplitude in each Case 
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5.4 ケース･スタディからの自励振動抑制のための設

計への提言  

前節において，本研究で導出した定常振幅に関する理論式の妥当性が

示された．そこで本節では，数値計算の利点を活かし，ブレードの厚さと自由

長に対する自励振動の発生領域及び定常振幅の詳細な分布を可視化する．

そして，可視化された分布を考察し，分布を決める要因から自励振動抑制の

ためのブレードの厚みと自由長に関する設計への提言を試みる． 

同様のことを実験で行った場合，多大な時間とコストがかかる．さらに，数

値計算の場合，得られた分布を考察するための固有関数や反力のモード寄

与率といった数値情報が全て入手可能であるという利点もある． 

5.4.1 ケース･スタディによる定常振幅値分布の可視化  

表 5．5に検証に用いたブレードの厚さと自由長の範囲を示す．自由長を 7
水準，厚みを 8 水準変化させた合計 56 ケースについて，下記の手順で定常
振幅値を求めた． 

① 有限要素モデルの作成と固有値解析の実施  

② 連成振動モデルによる固有値計算  

③ 理論式による定常振幅値計算  

なお，連成振動モデルによる固有値計算において，実部が正の複素数とな

る固有値が出現しない場合には，定常振幅を 0 とした．計算結果を図 5.9 に
示す．この結果から，分布の特徴を以下のように捉えることができる． 

1) 振幅は厚さに対して変化が大きく，自由長に対しては変化が小さい． 

2) 厚さの増加と共に，自励振動が発生しない安定領域から不安定領域
へ遷移し，さらに厚みを増やすと再び安定領域に遷移する． 

3) 自励振動が発生する不安定領域では，安定から不安定に遷移する
付近で定常振幅値が急激に増大し，その後厚さの増加と共に定常
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振幅値は減少する傾向を示す． 

上記の特徴は，設計パラメータの増減に対して，自励振動の発生と定常

振幅値の増減が単調変化ではないことを示している．これは，実験による離

散的なパラメータ・スタディにおいて，設計パラメータと定常振幅値との間に単

純な法則性が見出されなかった過去の結果とも一致する． 

5.4.2 安定条件式からの考察  

摩擦力を介した連成によって系が不安定となる条件は次式で表されること

を第 3 章で述べた． 

( ) 04 5445
222

5
2

4 <+− γγµωω       (3.12) 

(3.12)の左辺第 1 項は連成するモードの固有振動数の差を示し，第 2 項は
非対称剛性行列の非対角項の積，つまり連成項を示している． 
自由長が 6.25mm，6.75mm，7.25mmの場合について，第 1項と第 2項の

絶対値の変化をまとめたものを図 5.10 に示す．数値計算の結果では，第 2
項は全て負となっているため，同図において固有振動数の差を連成項が上

回ると，系が不安定となる．この結果から，厚みの増加に対し固有振動数の

差が変曲点を持ち，連成項は単調に減少することがわかる． 
したがって，ある厚みの範囲 (図 5.10 内の赤破線の範囲 )において，連成

項が固有振動数の差を上回るために系が不安定となり，その後厚みの増加

に対して，固有振動数の差が増加に転じ，連成項を上回ると再び系が安定

となることがわかる． 
さらに，図 5．11 に自由長が 6.25mm と 7.25mm の場合の厚みに対する固

有振動数の変化をまとめたものを示す．厚さが 1.0mm の時には，伸縮モード
の方が曲げモードよりも固有振動数が高い．厚さの増加につれ，曲げモード

の固有振動数はほとんど変化しないのに対し，伸縮モードは単調に減少する．

減少の傾きは自由長が短いほうが大きい． 
したがって，厚さに対して固有振動数の差が変曲点を持つのは，厚さに対

する各モードの挙動の違いによるものであり，これが厚さの増加と共に，安定

領域から不安定領域に，さらに安定領域へと遷移する分布を生じる要因とな
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っていることがわかる． 

5.4.3 定常振幅に関する理論式からの考察  

次に，自励振動が発生する不安定領域における定常振幅値の分布を理

論式から考察する．第 4 章において，定常振幅の理論式は次式で与えられ
ることを述べた． 

( ) ( )σλ
δ

λ
λη +

+
= tbax ui

ur

ui

sin
3

24 22

     (4.49) 

ただし， ( )a/bRRbRRa -1
454 tansincos =∠=+∠= σφφφ ηηη である．いま，非線

形項の係数δ，摩擦係数µ，成長率λur が設計パラメータの変更に対して変化

しないという仮定のもとでは，定常振幅の予測値はλui と
22 ba + に依存する．

図 5.12 に前節の 3つのケースについて，現状を 1.0 とした場合の定常振幅，
λui，

22 ba + の比率を比較したものを示す．定常振幅の比率は，ほぼ
22 ba + の比率に一致していることがわかる． 

さらに，今回のケース･スタディにおいて自由長が 6.25mm， 6.75mm，
7.25mmの場合について，ブレードの厚みに対する定常振幅と固有関数の平
方和 2

5
2
4 ηη φφ + の変化を比較したものを図 5．13 に示す．両者は増減の傾向に

関してほぼ定性的に一致しており，不安定領域における定常振幅の大きさは

固有関数の平方和に依存していることがわかる．また，図 5.13に示すようにブ
レードの厚みに対し，固有関数の平方和は単調に減少する．したがって，厚

みの増加に対して系が不安定になった直後の定常振幅が最も大きく，その

後厚みが増加するにつれて減少していく特徴を説明することができる． 
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5.4.4 自励振動抑制のための設計への提言  

以上のブレードの厚さと自由長に対する自励振動の発生領域及び定常

振幅の詳細分布の可視化とその考察から，自励振動を抑制するためのブレ

ードの厚みと自由長に関する設計指針を抽出すると，以下の 3点に要約され
る． 

1) ブレード厚は 1.4mm 以下であることが望ましい． 

2) 1.4mm 以下が選択できない場合，ブレード厚は厚くするほうが良い． 

3) 上記の方針でブレード厚を決定した後，所望の押圧力を得るには，自
由長を調整すれば良い． 

指針の 1) は，連成するモードの固有振動数の差を十分大きく取り，実部が
正の複素数となる固有値の出現を防止するものである．指針の 2) は，実部
が正の複素数となる固有値の出現を防止する効果と，系が不安定になった

場合でも，固有関数の平方和を小さくして定常振幅を抑制するものである．

指針の 3) は，定常振幅は自由長の変化に対して鈍感であるという分布の特
徴を利用し，ブレード厚に自励振動抑制を，自由長に主機能である残留物

除去･清掃機能（押圧力）を割り振ることが可能であることを示すものである． 
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Table5.5 Range of Modification Value 

 Minimum Maximum Increment 

Free Length 
[mm] 6.0 7.5 0.25 

Thickness 
[mm] 1.0 2.4 0.2 

 

 

Fig.5.9 Distribution of Steady-State Amplitude to Free Length and 
Thickness 
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Fig.5.10 Comparison between Difference of Natural Frequencies and 

Coupled Term in each Case 
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Fig.5.1１ Behavior of Natural Frequencies to Thickness 
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Fig.5.12 Comparison of Ratio to Original Case  
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(a) Steady-State Amplitude 
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Fig.5.12 Comparison between Steady-State Amplitude and Square Sum of 

Eigenfunction 
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Fig.5.13 Relationship between Square Sum of Eigenfunction and Thickness 
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5.5 結言 

製品への具体的な応用を想定し，異音の原因となる自励振動の振幅の成

長を抑制するための設計パラメータの検討を行った．ブレードの設計パラメー

タの中から，主機能への影響が少なく，製品として現実的に変更可能なパラ

メータとしてブレードの厚さ，支持部の拘束点からブレード先端までの自由長

を選択した．そして，第 4 章で得られた定常振幅に関する理論式より，この二
つのブレードの設計パラメータを変更した複数の事例について，実現象と理

論計算結果との比較を行った．この結果，理論計算から予測された定常振

幅値と実際の測定結果はよい一致を示し，本研究の手法の妥当性を確認し

た．最終的に，ブレードの厚さと自由長に対する自励振動の発生領域及び

定常振幅の詳細分布の可視化とその考察を行い，自励振動を抑制するため

のブレードの厚みと自由長に関する設計への提言を抽出した． 
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第 6 章 

結論 
 

 
電子写真方式による普通紙複写機やレーザ・プリンタにおいて，感光体上

の残留物除去・清掃に使われるクリーナ･ブレード部で発生する異音問題に

関し，この異音の原因である自励振動の発生機構の理論的解明と，これに

基づく根本的解決策の提示が強く望まれていた．本研究では，実機における

現象の定量的観察から，従来の報告例とは異なる特徴を持つブレードの自

励振動に起因した異音の存在を明らかにし，この異音の原因となる自励振

動の発生機構を，不安定領域での非線形定常振動の挙動を含めて明らか

にすることを主目的とした． 
最初に，実機における異音の特徴を定量的に把握するため，異音の周波

数分析，構成部品の固有振動数の検証を行った．その結果，主に以下の結

論を得た． 

1) この異音は，感光体の回転数を変えても周波数が変化せず，クリー

ナ・ブレード部の固有振動数に一致する．これは，感光体の固有振

動数に起因する中村の報告例とは発生機構が異なる． 

2) この異音は相対速度の大きい定常回転時に発生し，感光体の表面

速度の増加とともに，音圧が大きくなる．したがって，相対速度が低い

場合に発生する摩擦係数の負勾配に起因する自励振動とは発生機

構が異なる． 

3) したがって，この異音の原因は摩擦力に起因する自励振動であるも

のの，その発生機構は，従来の報告例とは異なることを示唆してい

る． 

次に，自励振動の発生機構として，自励振動の発生条件を明らかにする

ため，ブレード単体を単純支持したモデルによる現象の再現と，この単純モ

デルによる自励振動発生機構に関する理論的検討を行い，主に以下の結
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論を得た． 

1) 自励振動の発生機構に関し，弾性体であるブレード単体を有限要素
モデルで表し，感光体とブレードの接触部における垂直抗力をブレー

ドの固有振動モードの線形結合として表現する多自由度連成モデル

を提案した．このモデルに実機の数値を適用して求められた不安定

化モードの固有振動数は，実際の異音の周波数とよい一致を示し，

本モデルの妥当性を確認した． 

2) この自励振動の発生機構は，固有振動数が近接したブレードの曲げ
モードと伸縮モードの摩擦力を介した不安定モード連成，つまり，非

保存的弾性不安定振動であることを示し、この二つのモードについて，

固有値が正の実部を持つ複素数となって，自励振動が発生する条

件を明らかにした． 

これらの結論は，摩擦係数の負勾配に基づくモデルでは説明が困難であっ

た本研究における自励振動現象の特徴を矛盾無く説明できる． 
次に，摩擦力を介して連成する 4 次と 5 次のモードについて，非線形定常

周期解を求め，発散振動発生後の不安定振動モードの挙動を把握し，主に

以下の結論を得た． 

1) 不安定振動モードの固有関数が直交しないという課題に対し，各モ
ードの固有ベクトルに直交する随伴ベクトルを導入し，不安定振動モ

ードを抽出した． 

2) 振幅抑制効果を得ることができる非線形項を検討し，多重尺度法に
よる求解において，永年項を生じない条件から速度の 3 乗に比例す
る非線形項が妥当であることを示した． 

3) 導出した非線形振動方程式を多重尺度法により解き，不安定振動
モードのモード変位を定式化した．そして，非連成時の固有関数ベク

トルとの線形結合により定常振動時におけるブレード上の振動振幅に

関する理論式を導き，未知数として残されていた非線形外力項の係

数δを実験値との比較から決定する方法を明らかにした． 

次に，ブレードの厚みと自由長を変更したクリーナ・ブレード部を実際に製
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作し，実現象と理論計算結果との比較を行った．この結果，理論計算の予測

と実測結果はよい一致を示し，本研究の手法の妥当性を確認した．最終的

に，ブレードの厚さと自由長に対する自励振動の発生領域及び定常振幅の

詳細分布の可視化とその考察を行い，自励振動を抑制するためのブレード

の厚みと自由長に関する設計への提言を抽出した．  

1) ブレードの厚さは 1.4mm 以下であることが望ましい． 

2) 1.4mm 以下が選択できない場合，ブレードは厚くするほうが良い． 

3) 上記の方針でブレードの厚さを決定した後，所望の押圧力を得るに
は，自由長を調整すれば良い． 

以上の成果から，本研究の理論検討の妥当性と産業応用への有用性は

十分であると結論できる． 
なお，本研究をさらに発展させるための課題として，有限要素による数値

モデルを解析モデルで記述することにより，現象の本質をより的確に捉えるこ

とができると考えられる．この場合，今回の数値モデルにおける剛性行列の非

対称性により生じる非自己随伴性を，解析モデル上でどのように実現するか

が重要である．現在の仮説としては，ブレードが感光体に押し付けられた際の

平衡状態の形状における幾何学的非線形性に非自己随伴性を生じる要因

があるものと推測され，弾性送水管における横振動に関する種々の研究成

果が応用できるものと期待される． 
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付録Ａ 

振幅の成長を抑制する非線形成分の

検討 
 
 
本章では，本論文で振幅の成長を抑制する非線形成分を速度の 3 乗項

で表されると仮定することの妥当性について述べる．具体的には，非線形項

がモード変位と速度の関数でとして表されるものと仮定する．この関数をテー

ラー展開して得られる非線形項の候補のうち，多重尺度法による求解におい

て永年項が出現しない条件から，振幅値を一意に決定できるものを検討す

る． 
第 4 章において，クリーナ・ブレードの自励振動に関わる不安定振動モー

ドに関する振動方程式が次式で与えられることを示した． 

( )iuirurruuiuruuru q)(qq 111
1

22 12 ζλζλζ
Λ

λλλ −−=++− &&&&     (A.1) 

式 (A.1)の右辺は主にブレードと感光体の接触点に働く摩擦力に起因すると

推定される未知の非線形成分である．いま，この非線形成分をモード変位 uq

および速度 uq& の関数として与えることを考え，式 (4.23)に基づく無次元化を行

えば式 (A.1)は次のように書き改められる． 

( )uuuuu ,f ννννεν &&&& =+− 2       (A.2) 

ここで，同一の大きさで方向が正負逆の変位に対して，摩擦力もまた同一の

大きさで方向が正負逆となることを考慮すれば， 式 (A.2)の右辺の ( )uu ,f νν& を

テーラー展開した際の最初の非線形項は 3 次の項となる．具体的には，
3
uν , uuνν &2 , 3

uν& の 4 つが候補として考えられる．このとき，多重尺度法による求解に
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おいて，永年項を生じない条件から求められる複素振幅方程式を考える．ま

ず，非線形項を 3
uν と仮定した場合について，式 (A.2)に多重尺度法を適用し，

永年項を 0 とする振幅方程式を求めてみる． 
式 (A.2)の右辺を 3

uν とおけば， 

32 uuuu νννεν =+− &&&        (A.3) 

多重尺度法の解法に従い式 (A.3)を解く．式 (A.3)の近似解を，無次元パラメ
ータε を用いて次のように展開できるものと仮定する． 

( ) ( ) ( ) L++= 101100 ττετττ ,v,vv uuu          (A.4) 

次に,時間τ の代わりに以下の二つの時間尺度を導入する． 

εττττ ≡≡ 10 ,             (A.5) 

式 (A.3)に式 (A.4)，(A.5)を代入し，ε のべき級数の形に表して 1 次の項まで
をまとめれば，次式を得る． 

( )
( ) 0D2DD2D

D
3

0010
2
0

2

10101

000

=+++−+++

+

Luu

u

vvvvvv

vv

uuuu

u

ε
   (A.6) 

式 (A.6)が恒等的に成り立つためには，定数項とε の係数が 0 でなければなら
ない．したがって， 

0D
000

2 =+
u

vvu            (A.7)

 3
010

2
0 0011

D2DD2D u0uuu vvvvv
u

−+−=+           (A.8) 

を得る．今，式 (A.7)の解を次式のように仮定する． 
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( ) .Av
u

C.Ce 0
0

i
1 += ττ            (A.9) 

式 (A.9)を式 (A.8)に代入すれば，次式を得る． 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

( ) ( ){ }3i
1

i
1

i
1

i
10

i
1

i
110

2
0

00

00

00
11

ee

ee2

eeDD2D

ττ

ττ

ττ

ττ

ττ

ττ

−

−

−

+−

++

+−=+

AA

AAD

AAvv uu

         

式 (A.10)の解に含まれるτ0に関する永年項が 0 となる条件を考慮すれば，複
素振幅 ( )1τA は次式を満足する必要がある． 

( ) ( ) ( ) ( )1
2

1111 3
i2

1D ττττ AAAA +=       (A.11) 

したがって，式 (A.11)の左辺を 0 として解けば，定常振幅に達した場合の
( ) sAA =1τ は次式で与えられる． 

δ3
2i−=SS AA         (A.12) 

式 (A.12)の右辺が虚数であるため Asが一意には定まらない． 

同様の手順で，非線形項が uuνν &2 である場合について式 (A.10)に相当する式

を求めると次のようになる． 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }0000

00

00
11

i
1

i
1

2i
1

i
1

i
1

i
1

i
1

i
11

2
0

eeee

ee2i

eeD2iD

ττττ

ττ

ττ

ττττ

ττ

ττ

−−

−

−

++−

++

+−=+

AAAA

AA

AAvv uu

     

τ0に関する永年項が 0 となる条件を考慮すれば，複素振幅 ( )1τA の振幅方程

式は次式で与えられる． 

（A.10）

（A.13）
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( ) ( ) ( ) ( )1
2

1111 i2
1D ττττ AAAA −=       (A.14) 

この場合も右辺に虚数項が残るため，定常振幅値は一意には定まらない． 
これに対し，非線形項が ννu &

2 ， 3
uν& の場合には，式 (A.10)および式 (A.13)に

相当する式に含まれる虚数項が相殺され，実数項のみが残る．したがって，

永年項が 0 となる条件から決められる複素振幅 ( )1τA の振幅方程式も全て実

数項となるため，定常振幅値を一意に決定することができる． 
以上のように，式 (A.2)で表される振動方程式の定常振幅を一意に決定す

るには，右辺の非線形項が ννu &
2 あるいは， 3

uν& の二つが考えられる．前者を式
(A.2)に代入すれば van der Pol の方程式となり，後者の場合には Rayleigh
の方程式に一致する．よく知られているように，この二つの方程式は変数変

換で相互変換が可能であり，本質的に同一である．本研究では，Rayleighの
方程式を参考に，非線形項として 3

uν& を採用することとした． 



 
  

  
著者論文目録 114 

著者論文目録 
定期刊行誌掲載論文（原著論文） 

(1) 笠間稔，吉沢正紹，兪一梅，伊藤朋之，伊東圭昌，レーザ・プリンタにお
けるクリーナ・ブレードの自励振動 (第 1 報，実機における現象の観察と発
生機構の検討 )，日本機械学会論文集，72-713,C,pp.76-83,(2006). 

(2) 笠間稔，吉沢正紹，兪一梅，伊藤朋之，伊東圭昌，レーザ・プリンタにお
けるクリーナ・ブレードの自励振動 (第 2 報，不安定振動モードの非線形
振幅方程式の導出 )，日本機械学会論文集，72-724,C,pp.3719-3727, 
(2006). 

国際会議論文  

(1) Kasama,M.,Yoshizawa,M.,Yu,Y.,Itoh,T.,Itoh,Y., A Consideration about 
Oscillation Mechanism of a Cleaning Blade, Proc. of the 20th 
International Conference on Digital Printing Technologies,(NIP20, Salt 
Lake City, USA),pp.51-56,(2004). 

(2) Kasama,M.,Yoshizawa,M.,Yu,Y.,Itoh,T.,Itoh,Y., A few Remarks about 
Self-excited Oscillation of a Cleaning Blade in a Laser Printer, Proc. of 
the 6th European Conference on Structural Dynamics,(EURODYN2005, 
Paris, France),pp.1949-1954,(2005). 

その他の国際会議発表  

(1) Kasama,M., A Study of the New Active Noise Control (ANC) in a Copy 
machine / Printer, Proc. of the 26th International Congress of Imaging 
Science,(ICIS2002, Tokyo, Japan),pp.684-685,(2002). 

国内学会発表  

(1) 笠間稔，吉沢正紹，兪一梅，伊藤朋之，伊東圭昌，回転体に対向接触

する弾性ブレードの自励振動発生メカニズムに関する考察，IIP2004 情
報・知能・精密機器部門講演会論文集，（東京），pp.213-216，(2004). 

(2) 笠間稔，レーザ・プリンタにおけるクリーナ・ブレードの自励振動，平成１6
年度非線形振動研究会講演論文集，（静岡），pp.E1-E7，(2004). 

(3) 笠間稔，吉沢正紹，兪一梅，伊藤朋之，伊東圭昌，レーザ・プリンタにお

けるクリーナ・ブレードの自励振動発生機構，日本機械学会 2006 年度年
次大会講演論文集 [5]，（熊本），pp.607-608 ，(2006).  



 
  

  
著者論文目録 115 

その他  

(1) 宇田川浩二，黒澤由美子，笠間稔，森正裕，複写機・プリンタの音質

研究，Japan Hardcopy 2000 論文集，pp.173-176，(2000). 

(2) 笠間稔，能動騒音制御における演算負荷を軽減するコントローラ構

成方法の検討，2002 年度日本音響学会春季研究発表会講演論文
集，(神奈川 )，pp.657-658，(2002). 

 


