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1. 序文

M.S.Lie が Lie群（連続群）を考えたのは 19世紀半ばである．当時の諸幾何学を群論的に
扱い (Erlangenの目録)，また微分方程式の解を解に移す変換の群との関連の下に調べるのが
契機であった．まず Lie群が局所的には Lie環と対応し，それにより Lie群の諸性質が Lie環
へ強く反映することを見出した．この草創期に可解および半単純 Lie環の概念が導入され基
本的性質が論じられた．その後 19世紀後半から 20世紀前半にかけて E.Cartan, H.Weylらが
複素単純 Lie環の完全な分類，構造を探る方法を開発，表現とその指標の決定を行い，さらに
Lie群の大域的研究の見地を開いた. その分類定理はつぎのようである：

定理 （W.killing-E, Cartan,複素単純 Lie環の分類定理）

単純 C-Lie環はつぎのいずれかに C-Lie環として同型である．　
An(n = 1), Bn(n = 1), Cn(n = 1), Dn(n = 3) · · · 古典型　

G2, F4, E6, E7, E8 · · · 例外型　
ただし，A1 = B1 = C1, B2 = C2, A3 = D3 である．

ここで例外型 Lie環，Lie群の構成の歴史を振返ると，E.Cartanは証明なしで G2 型の Lie
環を与え ([3]), E6 型の Lie環も与えている ([2]). そののち C.Chevalley, R.D.Schaferにより
F4型の Lie環，E6型の Lie環が与えられた ([5])．また E7型は E.Cartan, H.Freudenthalが，
E8型は H.Freudenthalがその定義を与えた ([6])．一方，例外型単純 Lie群については，上記
の G2, F4 型の Lie環がもともと単連結コンパクト単純 Lie群 G2, F4 から得られていたので，

その段階でその実現はされていたが，E6, E7, E8型単連結コンパクト単純 Lie群の実現につい
ては，分類から１世紀のあいだ未知のままであった．これに対して，横田は代数的に単連結

コンパクト Lie群 E6 を実現することに成功し ([41]), 引き続き横田，今井によって単連結コ
ンパクト Lie群 E7, E8の実現がされた ([14], [15])．また 1930年代前後に E.Cartanが実単純
Lie環を分類し ([4]), そののち F.Gantmacherがそれに改良を加えた ([8]). それらに対応する
非コンパクト例外型単純 Lie群の多くも未知のままであったが, H.Freudenthal, 横田，宿澤，
今井，保倉らによりすべての実現（普遍的線形 Lie群）が得られた ([11], [12], [13], [36], [37],
[38], [39], [40], [42], [53], [54]).
実現された５種類の例外型単純 Lie群はそれぞれ個性をもち，その個性（数学的構造）を
調べることが大きな課題であり，それを考察し解明するために，普通は Lie環を用いる．そ
れは，単純 Lie環は Cartan部分環，root系を経て最終的には Dynkin図形に帰着されてしま
うからである．しかるに，Dynkin図形を調べることが単純 Lie群の数学的構造―中心，部分
群，対合的自己同型写像，表現等―を明らかにすることになるのであるが，一般にDynkin図
形から群の数学的構造を具体的に構成することは容易なことではない．特に，E6型，E7型例

外単純 Lie群は，それぞれ巡回群 Z3, Z2 の中心をもつので，ルート系や Dynkin図形の Lie
環からの情報だけでは，その部分群の群構造を正確に決定することは容易ではないと考える．

本論文は，これまでの例外型単純 Lie群に関して得られ多くの結果 ([42], [43], [44], [45], [46],
[50],[53])を用いて，群を丸ごと扱い多くの部分群の群構造を明らかにした．以下に内容ごと
に分けてその概略を述べる．
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1. 1995 年に横田は，J.A.Wolf, A.Gray の論文 ([58]) から例外型コンパクト単純 Lie 群
G2, F4, E6 に対して，その位数 3 の自己同型写像の分類とその不動点部分群の実現をした
([43])．その続編として例外型コンパクト単純 Lie群 E7 に対して，同様の分類と実現を得た

([23])．群 E8 に関してはその実現に至っていない．

2. 対合的自己同型写像が対称空間の理論で重要な役割をはたすことは，知られていること
である ([1])．1990，1991年に横田により例外型単純 Lie群における対合的自己同型写像によ
る不動点部分群が決定されことにより ([44], [45], [46])，例外型対称空間が具体的に実現され
たことに加え，Spin(8)が (F4)σ ∩ (F4)σ′

として得られることを動機とし，例外型コンパクト

Lie群 G = F4, E6, E7 に対して，2つの対合的自己同型写像 σ, σ′ の不動点部分群の共通部分

Gσ ∩ Gσ′
の群構造を決定し ([25]), 引き続き 2つの対合的自己同型写像 σ, γ の不動点部分群

の共通部分Gσ ∩Gγ の群構造を決定した ([28])．さらに群G = G2, F4, E6, E7に対して，2つ
の対合的自己同型写像 γ, γ′ の不動点部分群の共通部分 Gγ ∩ Gγ′

の群構造を決定した ([29],
[52]). なお，σ, σ′, γ, γ′ は例外型単純 Lie群において代表的な対合的自己同型写像である．群
E8 に関しては，いずれもその実現に至っていないが，(E8)σ ∩ (E8)σ′

については，その Lie
環 (e8)σ ∩ (e8)σ′

の Lie環構造が so(8)⊕ so(8)であることを基ごとの対応を与えて，それを決
定した ([26]). また群 G2, F4, E6 に対して，4つの対合的自己同型写像 σ, σ′, γ, γ′ の不動点部

分群の共通部分 Gσ ∩ Gσ′ ∩ Gγ ∩ Gγ′
，群 E7 は 5のつの対合的自己同型写像 σ, σ′, γ, γ′, ιの

不動点部分群の共通部分 Gσ ∩ Gσ′ ∩ Gγ ∩ Gγ′ ∩ Gι の単位元の連結成分の群構造をそれぞれ

決定し，それが極大トーラスになる結果を得た ([33]).

3. 例外型コンパクト Lie群は下図のような spinor群を部分群としてもっている．(その入り
方は，本文のなかで具体的に示す.)

F4 ⊃ Spin(9) ⊃ Spin(8) ⊃ Spin(7) ⊃ · · · ⊃ Spin(1) ∋ 1
∩
E6 ⊃ Spin(10)
∩
E7 ⊃ Spin(12) ⊃ Spin(11)
∩
E8 ⊃ Ss(16) ⊃ Spin(15) ⊃ Spin(14) ⊃ Spin(13)

古典群において spinor群が分解についてはよく知られた事実であるが，不動点部分群の共通
部分 Gσ ∩ Gσ′

の群構造を調べている過程で，上図の Spin(9), Spin(10)について

(Spin(9))σ′ ∼= Spin(8), (Spin(10))σ′ ∼= (Spin(2) × Spin(8))/Z2

の分解を得られたことに動機を得て，残りの spinor群についても対合的自己同型写像 σ′ によ

る分解を試み，それを実現した ([27]). (Spin(15))σ′
, (Ss(16))σ′

(Ss(16) = Spin(16)/Z2)につ
いてはいまだ未解決のままである. Spin(15)については Lie環段階での結果も得られていない．
しかし，(Ss(16))σ′

(= (E8)σ ∩ (E8)σ′
)に関しては Lie環 (上述の (e8)σ ∩ (e8)σ′ ∼= so(8)⊕so(8)

を指す)での基ごとの対応を本文の最後に示しておいた ([26]). spinor群は，次元の低い固定
化群から段階的に連結性を示し，特殊直交群を 2重に覆う被覆群として構成する．その spinor
群の例外型 Lie群への新しい入り方も幾つか示したので，詳しくは本文を見て戴きたい．
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4. 古典型および例外型単純 Lie環 gの第 2種階別 Lie環（2-graded分解）

g = g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0 ⊕ g1 ⊕ g2, [gk, gl] ⊂ gk+l

を 1993 年に金行が分類し，さらに部分 Lie 環 g0 および gev = g−2 ⊕ g0 ⊕ g2 の Lie 環の
型も決定した ([18])．その結果から，横田は例外型 Lie群 G = G2, F4, E6, E7 の各型に対し

て，Lie環 g0, gev に対応する群 Gの部分群 G0, Gev をすべて実現をした ([47], [48])．残って
いた E8 型についてもそのすべてを決定した ([24])．本文においては，複素 Lie群 E8

C の部

分群 Spin(13, C), Spin(14, C) の構成を主に，Lie 環 g0 の群化である群 (E8
C)0 の群構造が

(C∗ × Spin(14, C))/Z4 であることを述べる．

5. 古典型および例外型単純 Lie環 gの第 3種階別 Lie環（3-graded分解）

g = g−3 ⊕ g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0 ⊕ g1 ⊕ g2 ⊕ g3, [gk, gl] ⊂ gk+l

は 2000年に原が分類し,さらに部分Lie環 g0, gev および ged = g−3⊕g0⊕g3のLie環の型も決
定した ([10])．その結果から，横田は例外型Lie群G = G2, F4, E6の各型に対して ([49])，五明
はG = E8型に対して（論文未発表），Lie環 g0, gev , gedに対応する群Gの部分群G0, Gev, Ged

をすべて実現をした．E7 型についてもそのすべてを決定した ([30],[31],[32])．本文において
は，今までてづかずのままであった複素 Lie群 E7

C の部分群 Spin(12, C)が E7
C の位数 4の

自己同型写像 ε1, ε2による不動点部分群の共通部分として得られることを主に，Lie環 gev の

群化である群 (E7
C)ev の群構造が (SL(2, C) × Spin(12, C))/Z2 であることを述べる．

以上一連の証明のなかで，群から群への写像を具体的に構成し，その写像の全射を示さねば

ならないことが多くあり，全射を示すことは容易ではないが，最も時間を費やし，そして経験

とアイデアを必要としたことは定義した固定化群の連結性を示すことであったように思う．換

言すれば，群が働く空間への作用の推移性を示すことであった．

序文を終わるにあたり，本論文の執筆をお薦めくださり，ご指導戴きました慶應義塾大学理

工学部教授前田吉昭先生にはひとかたならぬお世話になりました．ここに深甚なる感謝の意

を表したいと思います．また, 慶應義塾大学理工学部教授栗原将人先生，同准教授森吉仁志先
生，東京農工大学工学部教授間下克哉先生，信州大学理学部教授阿部孝順先生には，本論文に

関して格別なるご助言を賜りました．ここに拝謝致し厚く御礼申し上げます．そして，信州大

学名誉教授横田一郎先生には，学部生のときから今日まで３０年余の長きに亘りご指導を賜

り，さらに論文を書く機会を幾度も与えて戴きました．この場を借りて衷心より感佩の意を表

します．最後に，横田セミナーのメンバーであり良き友人である宿澤修氏，竹内健太郎氏，宮

坂隆氏，佐藤隆衛氏，保倉理美氏，三石和之氏，また畏友である横澤克氏，六川忠幸氏諸兄に

はいつも励ましと貴重なる助言を戴きました．あらためて感謝申し上げます．
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2. 準備

· R, C = R⊕Re1 (e1
2 = −1) (または，C4 = R⊕Re4 (e4

2 = −1))とH = C⊕Ce2 (e2
2 =

−1)をそれぞれ実数体，複素数体，4元数体とする．

· R上のベクトル空間 V に対して，その複素化全体の集合 {u + iv |u, v ∈ V }を V C で表

す．また，V C の複素共役を τ で表し，τ(u + iv) = u − iv, u, v ∈ V で定義する．このとき，

Rの複素化を C = RC で表し，C, H の複素化をCC , HC で表す．

· V を体K 上のベクトル空間とするとき，IsoK(V )はK-線形同型写像 α : V → V 全体の

つくる群とする．また HomK(V )はK-線型写像 ϕ : V → V 全体のつくるK-ベクトル空間と
する．

· Gを群とする．自己同型写像 σ : G → Gに対して，Gσ ={g |σ(g) = g}とする．s ∈ Gに対

して，sにより誘導されるGの内部自己同型写像を s̃で表す：s̃(g) = sgs−1, g ∈ Gこの s̃を略

して sで表す：Gs = {g ∈ G | sg = gs}. G0はGの単位元を含む連結成分を，G = G0×{1, g1}
は G = G0 ∪ g1G

0 を意味する．また Gが空間 X の変換群であるとき，Gx は x ∈ X におけ

る Gの固定化群を表す．

· 序文と本文に現れる古典群のおもなものをつぎに載せておく：

SL(n,K) = {A ∈ M(n, K) | detA = 1}, K = R, C, C, CC ,

SO(n, K) = {A ∈ M(n,K) | tAA = E, detA = 1}, K = R, C,

O(m,n − m) = {A ∈ M(n, R) | tAImA = Im},

SU(n,K) = {A ∈ M(n,K) | A∗A = E, detA = 1}, K = C,CC ,

SU(m,n − m,K) = {A ∈ M(n,K) | A∗ImA = Im, detA = 1}, K = C, CC ,

SU∗(2n,K) = {A ∈ M(2n,K) | JnA = AJn, detA = 1}, K = C,CC ,

Sp(n,K) = {A ∈ M(n,K) | A∗A = E}, K = H, HC .

ここに tAは Aの転置行列を表す．また A∗ = tA，

Im = diag(

m︷ ︸︸ ︷
−1, · · · ,−1,

n−m︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1), Jn = diag(J, · · · , J) ∈ M(2n, R), J =

(
0 1
−1 0

)

である．

· 群の連結性や準同型写像の全射を示すために，よく用いる 2つの定理をあげておく．

定理 1. (E.Cartan − P.K.Rašvskii) Gを単連結 Lie群，σ : G → Gを位数有限の自己同

型写像とするとき，Gσ は連結である．

定理 2. φ : G → G′ が Lie 群の準同型写像で，G′ が連結かつ Kerφ が離散，そして
dim g = dim g′ を満たすとき，φは全射である．

· 著者が得た主な結果については，定理の前に †の記号を付した．また以上の準備で不足の
記号は，参考文献を参照のこと．
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3. 例外型単純Lie群G2

3.1 Cayley代数

Cayley代数 (8元数体または division Cayley代数ともいう)を Cで表す．この Cayley代数
を説明しよう．e0 = 1, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7を基とする 8次元R-ベクトル空間を Cとし，そ
の元を Cayley数という．Cの基の間の積を次のように定義する．下図において，左の線上の
e1, e2, e3 の間では，e1e2 = e3, e2e3 = e1, e3e1 = e2 と定義する．他の線上でも同様に積を定
義する．

e1

e2

e3

e4

e5 e6

e7

例えば，e4e5 = e1, e7e2 = e5 等である．e0 = 1を単位元とし，かつ

ei
2 = −1, i ̸= 0, eiej = −ejei, i ̸= 0, j ̸= 0, i ̸= j

とし，さらに分配法則が成り立つとすると Cに積が定義される．Cの元 x = x0 +
7∑

i=1

xiei に

対して，共役元 x, 内積 (x, y)，長さ |x|を

x0 +
7∑

i=1

xiei = x0 −
7∑

i=1

xiei,
( 7∑

i=0

xiei,
7∑

i=0

yiei

)
=

7∑
i=0

xiyi, |x| =
√

(x, x)

で定義する．0でない Cayley数 xに対して,
x

|x|2
を x−1とおくと，xx−1 = x−1x = 1が成り

立つ．体の定義のうち結合法則 x(yz) = (xy)zを除いた法則をすべて満たしている．可換法則
xy = yx は成り立たない．しかし，それに代わる諸公式（付録 Iを参照）がある．
Cは複素数体C, C4, 4元数体H を

C = {x0 + x1e1 |xk ∈ R}, C4 = {x0 + x1e4 |xk ∈ R},

H = {x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 |xk ∈ R}

として含んでいる．また任意の元 x ∈ Cは

x = x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 + x5e5 + x6e6 + x7e7, xk ∈ R

= (x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3) + (x4 + x5e1 − x6e2 + x7e3)e4,
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すなわち，

x = m + ae4, m, a ∈ H

と一意に表せる. そしてH ⊕ He4 に積，内積，共役をそれぞれ

(m + ae4)(n + be4) = (mn − ba) + (an + bm)e4,

(m + ae4, n + be4) = (m, n) + (a, b), m + ne4 = m − ae4

で定義する．これらは Cayley代数 Cのそれらに対応しているので，以後 CとH ⊕He4を同

一視する：C = H ⊕ He4.

3.2 G2の対合的自己同型写像 γ, γ′と部分群 (U(1) × U(1))/Z2 × {1, γ1}

対合的自己同型写像 γ, γ′を誘導する線形変換 γ, γ′の定義を与え，不動点部分群の共通部分

(G2)γ ∩ (G2)γ′
の群構造を調べよう．

定義. Cayley代数 Cの自己同型群を G2 で表す ：

G2 = {α ∈ IsoR(C) |α(xy) = (αx)(αy)}.

補題 3.2.1. ([56]) α ∈ G2 は Cの内積 (x, y)を不変にする：

(αx, αy) = (x, y), x, y ∈ C.

定理 3.2.2. ([56]) G2 は単連結コンパクト Lie群で，その次元は 14である.

[参考] G2 の Lie環 g2 は，つぎのようである：

g2 = {D ∈ HomR(C) |D(xy) = (Dx)y + x(Dy)}.

さてR-線形変換 γ, γ′, γ1 : C → C をそれぞれ

γ(m + ae4) = m − ae4, γ′(m + ae4) = γ′m + (γ′a)e4,

γ1(m + ae4) = γ1m + (γ1a)e4, m + ae4 ∈ H ⊕ He4 = C

で定義する. ここに γ′, γ1 : H → H は

γ′(x + ye2) = x − ye2, γ1(x + ye2) = x + ye2, x + ye2 ∈ C ⊕ Ce2 = H

である. このとき γ, γ′, γ1 ∈ G2 , γ2 = γ′2 = γ1
2 = 1 であり，γ, γ′, γ1 は互いに G2 におい

て共役 ([44])，かつ可換である. また γγ′ = γ′γ より

(G2)γ ∩ (G2)γ′
= ((G2)γ)γ′

= ((G2)γ′
)γ

を得る．そこで，この群を簡単に (G2)γ,γ′
で表し，以後も同様の記法を用いる.

命題 3.2.3. ([44],[56]) (G2)γ ∼= (Sp(1) × Sp(1))/Z2, Z2 = {(1, 1), (−1,−1)}.
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証明. Sp(1) = {p ∈ H | pp = 1} とする. 準同型写像 φ : Sp(1) × Sp(1) → (G2)γ ,

φ(p, q)(m + ae4) = qmq + (paq)e4, m + ae4 ∈ H ⊕ He4 = C

が命題の群同型を与える. 　　 2

命題 3.2.3より直ちにつぎの補題を得る．

補題 3.2.4. ([44],[56]) 写像 φ : Sp(1) × Sp(1) → (G2)γ は

γ′ = φ(e1, e1), γ1 = φ(e2, e2), γ′φ(p, q)γ′ = φ(γ′p, γ′q)

を満たす.

上の補題，命題を用いて標記の群 (G2)γ,γ′
の群構造を決定しよう.

†定理 3.2.5. (G2)γ,γ′ ∼= (U(1) × U(1))/Z2 × {1, γ1}, Z2 = {(1, 1), (−1,−1)}.

証明. α ∈ (G2)γ,γ′ ⊂ (G2)γ に対して, α = φ(p, q) を満たす元 p, q ∈ Sp(1) が存在する
(命題 1.2.3). γ′αγ′ = α より, φ(γ′p, γ′q) = φ(p, q) を得る (補題 3.2.4). よって,{

γ′p = p

γ′q = q
または

{
γ′p = −p

γ′q = −q

である. 前者の場合は, p, q ∈ U(1) = {a ∈ C | aa = 1} となるので, 前者の条件を満たす群は
(U(1)×U(1))/Z2 である. 後者の場合は, p = q = e2 が条件を満たし，φ(e2, e2) = γ1 である
(補題 3.2.4). したがって，群同型 (U(1) × U(1))/Z2 × {1, γ1} ∼= (G2)γ,γ′

を得る.　 2

[参考] 任意の元 x ∈ Cは

x = x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 + x5e5 + x6e6 + x7e7 (xi ∈ R)

= (x0 + x1e1) + (x2 + x3e1)e2 + (x4 + x5e1)e4 + (x6 + x7e1)e6

= a + m1e2 + m2e4 + m3e6

と一意に表せる．ここに a = x0 + x1e1, mk = x2k + x2k+1e1, k = 1, 2, 3である.

そこで，この x ∈ CにC ⊕ C3 の元

a +

m1

m2

m3


を対応させる．C ⊕ C3 に積，内積，共役をそれぞれ

(a + m)(b + n) = (ab − ⟨m, n⟩) + (an + bm − m × n),

(a + m, b + n) = (a, b) +
1
2
(⟨m,n⟩ + ⟨n,m⟩), a + m = a − m

で定義する．ここに ⟨m, n⟩ = tmn, m×nはそれぞれエルミート内積，外積である. このと
きC ⊕C3は Cに代数として同型になるから，以後 CとC ⊕C3を同一視する : C = C ⊕C3.
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R-線形変換 γ, γ′，γ1 : C = C ⊕ C3 → C = C ⊕ C3 をそれぞれ

γ
(
a +

m1

m2

m3

 )
= a +

 m1

−m2

−m3

 , γ′
(
a +

m1

m2

m3

 )
= a +

−m1

m2

−m3

 ,

γ1(a + m) = a + m.

で定義する (これらは γ, γ′，γ1 : C = H ⊕He4 → C = H ⊕He4と同じものである)．またR-
線形変換 w : C = C ⊕ C3 → C = C ⊕ C3 を

w(a + m) = a + ω1m, a + m ∈ C ⊕ C3 = C

で定義する．ここに ω1 = −1
2

+
√

3
2

e1 ∈ Cである. このとき w ∈ G2, w
3 = 1となる.

群 G2 の定義において CをC にかえた群 G2,C は

G2,C = {α ∈ IsoR(C) |α(xy) = (αx)(αy)} = {1, ε} = Z2,

となる．ここに εはC の複素共役である : εx = x, x ∈ C.

群 (G2)γ,γ′
を調べるために, G2 の部分群

(G2)e1 = {α ∈ G2 |αe1 = e1}

を考察しよう．

命題 3.2.6. ([50],[56]) (G2)w = (G2)e1
∼= SU(3).

証明. SU(3) = {A ∈ M(3,C) |AA∗ = E, det A = 1}とする. 準同型写像 ψ2,w : SU(3) →
(G2)e1 ,

ψ2,w(A)(a + m) = a + Am, a + m ∈ C ⊕ C3 = C

が命題の群同型を与える．((G2)w = (G2)e1 に関しては [56] 定理 1.12 を参照.) 2

群 Z2 = {1, γ1}は群 U(1) × U(1)につぎのように働く：

γ1(p, q) = (p, q).

このとき群 (U(1) × U(1)) · Z2 をこの働きに関する U(1) × U(1)と Z2 の半直積とする.

上の命題を用いて群 (G2)γ,γ′
の群構造を決定しよう．つぎの定理は定理 3.2.5の別証明にも

なっている．

†定理 3.2.7. (G2)γ,γ′ ∼= (U(1) × U(1)) · Z2.

証明. 準同型写像 ψ2 : (U(1) × U(1)) · Z2 → (G2)γ,γ′
，

ψ2((p, q), 1)(a + m) = a + D(p, q)m,

ψ2((p, q), γ1)(a + m) = a + D(p, q)m, a + m ∈ C ⊕ C3 = C,

が群同型 (U(1) × U(1)) · Z2
∼= (G2)γ,γ′

を与える．(詳細は，[29] Theorem 2.1.2 を参照.) 2
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4. 例外型単純Lie群F4

4.1 例外 Jordan代数

Cayley代数 Cの元を成分にもつ 3次の Hermite行列全体の集合を Jで表す：

J = {X ∈ M(3,C) |X∗ = X}.

これを例外 Jordan代数という. 任意の元X ∈ Jは ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 , ξi ∈ R, xi ∈ C

の形をしている．J において Jordan積 X ◦ Y , 内積 (X,Y ), Freudethal積 X × Y，3項式
(X,Y, Z), 行列式 detX をそれぞれ

X ◦ Y =
1
2
(XY + Y X), (X,Y ) = tr(X ◦ Y ),

X × Y =
1
2
(2X ◦ Y − tr(X)Y − tr(Y )X + (tr(X)tr(Y ) − (X,Y ))E)，

(X,Y, Z) = (X,Y × Z), detX =
1
3
(X,X,X)

で定義する. ここに E は 3 × 3 単位行列である.

補題 4.1.1. ([56]) Jにおいて, つぎの諸公式が成り立つ：

1. (1) X ◦ Y = Y ◦ X, X × Y = Y × X.

(2) E ◦ X = X, E × X =
1
2
(tr(X)E − X), E × E = E.

2. (1) 内積 (X,Y )は正値である．

(2) (X,Y, Z) = (Y,Z,X) = (Z,X, Y ) = (X,Z, Y ) = (Y,X,Z) = (Z, Y,X).

(3) (X,E) = (X,E,E) = tr(X) (tr : trace).

(4) tr(X × Y ) =
1
2
(tr(X)tr(Y ) − (X,Y )).

3. (1) X ◦ (X × Y ) = (detX)E (Cayley-Hamilton).

(2) (X × X) × (X × X) = (detX)X.

ここで Jにつぎの記号を導入する：

E1 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , E2 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , E3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,

F1(x) =

 0 0 0
0 0 x

0 x 0

 , F2(x) =

 0 0 x

0 0 0
x 0 0

 , F3(x) =

 0 x 0
x 0 0
0 0 0

 .
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これらの元の間の Jordan積，Freudenthal積の諸公式は付録 IIを参照．

4.2 F4の対合的自己同型写像 γ, γ′と部分群 (U(1) × U(3))/Z2 × {1, γ1}

以下に示すように γ, γ′ は自然に J の R-線形変換として拡張されるので，それによって誘
導される対合的自己同型写像 γ, γ′ の不動点部分群の共通部分 (F4)γ ∩ (F4)γ′

の群構造を調べ

よう．

定義. 例外 Jordan代数 Jの自己同型群を F4 で表す ：

F4 = {α ∈ IsoR(J) |α(X ◦ Y ) = αX ◦ αY }

= {α ∈ IsoR(J) |α(X × Y ) = αX × αY }

= {α ∈ IsoR(J) |det(αX) = detX,αE = E}.

補題 4.2.1. ([56]) (1) α ∈ F4 ならば，αE = E となる．

(2) α ∈ F4 は Jの tr(X)を不変にする :

tr(αX) = tr(X), X ∈ J.

定理 4.2.2. ([56]) F4 は単連結コンパクト Lie群で，その次元は 52である．

J の任意の元 X =

 ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 は

X =

 ξ1 m3 m2

m3 ξ2 m1

m2 m1 ξ3

 +

 0 a3e4 −a2e4

−a3e4 0 a1e4

a2e4 −a1e4 0


と表わされる. ここに xk = mk + ake4 ∈ H ⊕ He4 = C である.

そこで，この X ∈ J に J(3, H) ⊕ H3 の元 ξ1 m3 m2

m3 ξ2 m1

m2 m1 ξ3

 + (a1, a2, a3) = M + a

を対応させる. さて J(3,H) ⊕ H3 に Freudenthal積 ×, 内積をそれぞれ

(M + a) × (N + b) =
(
M × N − 1

2
(a∗b + b∗a)

)
− 1

2
(aN + bM),

(M + a, N + b) = (M,N) + 2(a, b)

で定義する. ここに (a, b) =
1
2
(ab∗+ba∗)とする. このとき J(3, H)⊕H3は JにFreudenthal

代数として同型になるから，以後 Jと J(3,H) ⊕ H3 を同一視する : J = J(3,H) ⊕ H3 .
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γ, γ′, γ1 ∈ G2 ⊂ F4 であるから, それぞれ自然にR-線形変換 γ, γ′, γ1 : J = J(3, H) ⊕ H3

　→ J = J(3, H) ⊕ H3 としてつぎのように拡張される：

γ(M + a) = M − a, γ′(M + a) = γ′M + γ′a, γ1(M + a) = γ1M + γ1a.

命題 4.2.3. ([44],[56]) (F4)γ ∼= (Sp(1) × Sp(3))/Z2, Z2 = {(1, E), (−1,−E)}.

証明. Sp(1) = {p ∈ H | pp = 1}, Sp(3) = {A ∈ M(3,H) |A∗A = E} とする. 準同型写像
φ : Sp(1) × Sp(3) → (F4)γ ,

φ(p, q)(M + a) = AMA∗ + paA∗, M + a ∈ J(3,H) ⊕ H3 = J

が命題の群同型を与える. 2

命題 4.2.3より直ちにつぎの補題を得る．

補題 4.2.4. ([44]) 写像 φ : Sp(1) × Sp(3) → (F4)γ は

γ′ = φ(e1, e1E), γ1 = φ(e2, e2E), γ′φ(p,A)γ′ = φ(γ′p, γ′A)

を満たす.

上の補題，命題を用いて標記の群 (F4)γ,γ′
= (F4)γ ∩ (F4)γ′

= ((F4)γ)γ′
= ((F4)γ′

)
γ
の群

構造を決定しよう.

†定理 4.2.5. (F4)γ,γ′ ∼= (U(1) × U(3))/Z2 × {1, γ1}, Z2 = {(1, E), (−1,−E)}.

証明. α ∈ (F4)γ,γ′ ⊂ (F4)γ に対して, α = φ(p,A) となる元 p ∈ Sp(1), A ∈ Sp(3) が存在
する (命題 4.2.3). γ′αγ′ = α より, φ(γ′p, γ′A) = φ(p,A) を得る (補題 4.2.4). よって,{

γ′p = p

γ′A = A
または

{
γ′p = −p

γ′A = −A

である. 前者の場合は, p ∈ U(1), A ∈ U(3) = {A ∈ M(3, C) |A∗A = E} となるので，前者
の条件を満たす群は (U(1) × U(3))/Z2 である. 後者の場合は, p = e2, A = e2E が条件を満

たし，φ(e2, e2E) = γ1 である (補題 4.2.4). したがって, 群同型

(U(1) × U(3))/Z2 × {1, γ1} ∼= (F4)γ,γ′

を得る.　 2

[参考] Jの元

ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

(xk = ak + mk ∈ C ⊕C3 = C)に J(3,C)⊕M(3, C)の元

ξ1 a3 a2

a3 ξ2 a1

a2 a1 ξ3

 + (m1, m2, m3)
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を対応させる．以後，J(3, C)を簡単に JC で表す. JC ⊕M(3, C)における Freudenthal積×
は

(X + M) × (Y + N) =
(
X × Y − 1

2
(M∗N + N∗M)

)
− 1

2
(MY + NX + M × N

)
で定義される．ここにM × N (M = (m1, m2,m3), N = (n1, n2, n3) ∈ M(3, C))は

M × N =

m2 × n3 m3 × n1 m1 × n2

+ + +
n2 × m3 n3 × m1 n1 × m2

 ∈ M(3, C)

である．このとき JC⊕M(3, C)は JにFreudenthal代数として同型になるから，Jと J(3,C)⊕
M(3, C)を同一視する : J = J(3, C) ⊕ M(3, C).

γ, γ′, γ1, w ∈ G2 ⊂ F4であるから, R-線形変換 γ, γ′, γ1, w : C = C ⊕C3 → C = C ⊕C3は

それぞれ自然にR-線形変換 γ, γ′, γ1, w : J = JC ⊕ M(3, C) → J = JC ⊕ M(3, C)としてつ
ぎのように拡張される：

γ(X + M) = X + γ
(
m1,m2, m3

)
= X + (γm1, γm2, γm3),

γ′(X + M) = X + γ′(m1,m2, m3) = X + (γ′m1, γ
′m2, γ

′m3),

γ1(X + M) = X + M,

w(X + M) = X + ω1M = X + (ω1m1, ω1m2, ω1m3).

群 (F4)γ,γ′
を考察する前に, 群 F4 の定義において CをC にかえた群

F4,C = {α ∈ IsoR(JC) |α(X × Y ) = αX × αY }

を調べよう．

群 Z2 = {1, γ1}は群 SU(3)につぎのように働く：

γ1A = A, A ∈ SU(3).

このとき SU(3) ·Z2をこの働きに関する SU(3)とZ2の半直積とすると，つぎの補題を得る．

補題 4.2.6. ([50]) F4,C
∼= (SU(3)/Z3) · Z2, Z3 = {E,ω1E,ω1

2E}.

証明. 準同型写像 ψ4,C : SU(3) · Z2 → F4,C ,

ψ4,C(A, 1)X = AXA∗, ψ4,C(A, γ1)X = AXA∗, X ∈ JC

が補題の群同型を与える． 2

命題 4.2.7. ([50],[56]) (F4)w ∼= (SU(3)×SU(3))/Z3, Z3 = {(E,E), (ω1E,ω1E), (ω1
2E,ω1

2E)}.

証明. 準同型写像 ψ4,w : SU(3) × SU(3) → (F4)w を

ψ4,w(D,A)(X + M) = AXA∗ + DMA∗, X + M ∈ JC ⊕ M(3, C) = J
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が命題の群同型を与える. 2

また群 Z2 = {1, γ1}は群 U(1) × U(1) × SU(3)につぎのように働く：

γ1(p, q, A) = (p, q, A).

このとき (U(1) × U(1) × SU(3)) · Z2 をこの働きに関する U(1) × U(1) × SU(3)と Z2 の半
直積とする.

上の補題，命題を用いて群 (F4)γ,γ′
の群構造を決定しよう．つぎの定理は定理 4.2.5 の別証

明でもある．

†定理 4.2.8. (F4)γ,γ′ ∼= ((U(1)×U(1)×SU(3))/Z3) ·Z2,Z3 = {(1, 1, E), (ω1, ω1, ω1E),
(ω1

2, ω1
2, ω1

2E)}.

証明. 準同型写像 ψ4 : (U(1) × U(1) × SU(3)) · Z2 → (F4)γ,γ′
を

ψ4((p, q, A), 1)(X + M) = AXA∗ + D(p, q)MA∗,

ψ4((p, q, A), γ1)(X + M) = AXA∗ + D(p, q)MA∗, X + M ∈ JC ⊕ M(3, C) = J

が群同型 (F4)γ,γ1 ∼= ((U(1)×U(1)×SU(3))/Z3) ·Z2を与える．(詳細は，[29] Theorem 2.2.3
を参照.)

4.3 F4の対合的自己同型写像 σ, σ′と部分群 Spin(8)

あらたな対合的自己同型写像 σ, σ′を誘導する線形変換 σ, σ′の定義を与え，不動点部分群の
共通部分 (F4)σ ∩ (F4)σ′

の群構造を調べよう．

R-線形変換 σ, σ′ : J → Jをそれぞれ

σX = σ

 ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 =

 ξ1 −x3 −x2

−x3 ξ2 x1

−x2 x1 ξ3

 , σ′X =

 ξ1 x3 −x2

x3 ξ2 −x1

−x2 −x1 ξ3

 .

で定義する．このとき σ, σ′ ∈ F4，σ2 = σ′2 = 1であり，σ, σ′ は F4 において共役 ([44])であ
る．また σσ′ = σ′σより

(F4)σ,σ′
= (F4)σ ∩ (F4)σ′

= ((F4)σ)σ′
= ((F4)σ′

)σ

を得る．

補題 4.3.1. ([56]) Lie群 F4 の Lie環 f4 は

f4 = {δ ∈ HomR(J) | δ(X ◦ Y ) = δX ◦ Y + X ◦ δY }

である．

Lie環 f4 の部分 Lie環
d4 = {δ ∈ f4 | δEk = 0, k = 1, 2, 3}
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は群 SO(8) = SO(C)の Lie環

so(8) = {D ∈ HomR(C) | (Dx, y) + (x,Dy) = 0}

と, つぎの対応で Lie環として同型である：

d4 ∈ δ 7→ D1 ∈ so(8),

δ

 ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 =

 0 D3x3 D2x2

D3x3 0 D1x1

D2x2 D1x1 0

 .

ここにD2, D3 はD1 に対して，3対原理

(D1x)y + x(D2y) = D3(xy), x, y ∈ C.

により決まる d4 の元である．以後 so(8)と d4 を同一視する.

M−={A ∈ M(3,C) |A∗ = −A}とおくとき，A ∈ M− に対して，R-線形写像 Ã :J → Jを

ÃX =
1
2
[A,X] =

1
2
(AX − XA), X ∈ J

で定義する．M− につぎの記号を導入する：

A1(a) =

 0 0 0
0 0 a

0 −a 0

 , A2(a) =

 0 0 −a

0 0 0
a 0 0

 , A3(a) =

 0 a 0
−a 0 0
0 0 0

 .

補題 4.3.2. ([56]) f4 の任意の元 δは

δ = D + Ã1(a1) + Ã2(a2) + Ã3(a3), D ∈ so(8), ak ∈ C

と一意に表せる．また Lie群 (F4)σ,σ′
の Lie環 (f4)σ,σ′

はつぎのようである：

(f4)
σ,σ′

= {δ ∈ f4 |σδ = δσ, σ′δ = δσ′}

= {D ∈ so(8)}

= so(8).

特に，
dim((f4)

σ,σ′
) = 28

である．

命題 4.3.3. ([56]) D̃4 = {(α1, α2, α3) ∈ SO(8) × SO(8) × SO(8) | (α1x) (α2y) = α3(xy),

x, y ∈ C} ∼= Spin(8).

証明. SO(8) = SO(C) = {α ∈ IsoR(C) | (αx, αy) = (x, y), detα = 1}とする．準同型写像
π : D̃4 → SO(8), π(α1, α2, α3) = α1が群同型 D̃4/Z2

∼= SO(8), Z2 = {(1, 1, 1), (1,−1,−1)}
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を与える．よって，D̃4 は SO(8)の 2重被覆群として Spin(8)に同型である．(証明の中で用
いる D̃4 の連結性は [56]命題 1.46を参照.)　 2

ここで群 F4 の部分群
(F4)E1 = {α ∈ F4 |αE1 = E1}

を考察しよう．そのために 9次元R-ベクトル空間 V 9 を

V 9 = {X ∈ J |E1 ◦ X = 0, tr(X) = 0}

=
{ 0 0 0

0 ξ x

0 x −ξ

 | ξ ∈ R, x ∈ C
}

で定義し，ノルムを
1
2
(X,X) = xx + ξ2

で与える．

命題 4.3.4. ([44],[56]) (F4)σ = (F4)E1
∼= Spin(9).

証明. SO(9) = SO(V 9) = {α ∈ IsoR(V 9) | (αX,αX) = (X,X), detα = 1}とする．準同
型写像 π : (F4)E1 → SO(9), π(α) = α|(V 9)は群同型 (F4)E1/Z2

∼= SO(9), Z2 = {1, σ}を与
える．よって，(F4)E1 は SO(9)の 2重被覆群として Spin(9)に同型である．((F4)σ = (F4)E1

については [56] 定理 2.23を参照.) 2

上の補題，命題を用いて標記の群 (F4)σ,σ′
の群構造を決定しよう．

†定理 4.3.5. (F4)σ,σ′ ∼= Spin(8).

証明. Spin(8) = D̃4(命題 4.3.3)とする．写像 φ : Spin(8) → (F4)σ,σ′
を

φ(α1, α2, α3)

 ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 =

 ξ1 α3x3 α2x2

α3x3 ξ2 α1x1

α2x2 α1x1 ξ3


で定義する．このとき α = φ(α1, α2, α3) とおくと，detαX = detX,αE = E であること
が分かる．さらに σα = ασ, σ′α = ασ′ は明らかであるから，α ∈ (F4)σ,σ′

である．φは準
同型写像であることは容易である．そして (F4)σ,σ′

(= ((F4)σ)σ′
= (Spin(9))σ′

) は連結かつ
dim((f4)σ,σ′

) = 28(補題 4.3.2) = dim(so(8))であるから，φは全射である．また ker φ = {1}
自明である. よって，群同型 Spin(8) ∼= (F4)σ,σ′

を得る． 2

4.4 F4の対合的自己同型写像 σ, γと部分群 (Sp(1) × Sp(1) × Sp(2))/Z2

対合的自己同型写像 σ, γによる不動点部分群の共通部分 (F4)σ ∩ (F4)γ の群構造を調べよう．
J = J(3, H) ⊕ H3 のR-線形変換 σ, γ の定義は 4.2, 4.3節における定義と同じである.

補題 4.4.1.([44]) 命題 4.2.3の写像 φ : Sp(1)×Sp(3) → (F4)γ は σφ(p,A)σ = φ(p, I1AI1)
を満たす．ここに I1 = diag(−1, 1, 1)である.
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上の補題と 4.2節の準備を用いて標記の群 (F4)σ,γ = (F4)σ ∩ (F4)γ = ((F4)γ)σ = ((F4)σ)γ

の群構造を決定しよう．

†定理 4.4.2. (F4)σ,γ ∼= (Sp(1) × Sp(1) × Sp(2))/Z2, Z2 = {(1, 1, E), (−1,−1, −E)}.

証明. 写像 φ4 : Sp(1)×Sp(1)×Sp(2) → (F4)σ,γ を命題 4.2.3の写像 φの制限写像として

φ4(p, q,B)(M + a) =

 q 0 0
0
0

B

 M

 q 0 0
0
0

B


∗

+ pa

 q 0 0
0
0

B


∗

で定義する．このとき，φ4(p, q,B) ∈ (F4)σ,γ および φが準同型写像であることは明らかで

ある．φ4 が全射であることを示そう．α ∈ (F4)σ,γ とする．(F4)σ,γ ⊂ (F4)γ であるから,
α = φ(p,A) (命題 4.2.3)を満たす p ∈ Sp(1), A ∈ Sp(3) が存在する (命題 4.2.3)．σασ = α

から, φ(p, I1AI1) = φ(p,A)を得る (補題 4.4.1). よって，{
p = p

I1AI1 = A
または

{
p = −p

I1AI1 = −A

である．後者の場合の p = 0は，おこり得ない．また前者の場合は，I1AI1 = Aから

A =

 q 0 0
0
0

B

 , q ∈ Sp(1), B ∈ Sp(2)

を得る．よって，

α = φ( q,

 q 0 0
0
0

B

 ) = φ4(p, q,B)

であるから φ4 は全射である. Kerφ4 = {(1, 1, E), (−1,−1,−E)} = Z2 は容易である. した
がって，群同型 (Sp(1) × Sp(1) × Sp(2))/Z2

∼= (F4)σ,γ を得る.　 2

[参考]　 (F4)σ ∼= Spin(9)(命題 4.3.4)であるから，(F4)σ,γ ∼= (Spin(4) × Spin(5))/Z2 と

表すこともできる．実際，Sp(1) × Sp(1) ∼= Spin(4), Sp(2) ∼= Spin(5)より明らかである．

4.5 F4の対合的自己同型写像 σ, σ′, γ, γ′と極大トーラス

この節の記号等は，4.3節を参照．

補題 4.5.1. 写像 ψ4 : (U(1) × U(1) × SU(3)) · Z2 → (F4)
γ,γ′
は

σ = ψ4((1, 1, E1,−1), 1), σ′ = ψ4((1, 1, E−1,1), 1)

を満たす．ここに E1,−1 = diag(1,−1,−1), E−1,1 = diag(−1,−1, 1) ∈ SU(3)である.(写像
ψ4 に関しては，定理 4.2.8参照)
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U(1)×· · ·×U(1) (l個)をU(1)×lで表し，(1, · · · 1), (ωk, · · ·ωk) (l個)はそれぞれ (1)×l, (ωk)×l

で表す.

さて群 ((F4)
γ,γ′,σ,σ′

)0 = (((F4)γ,γ′
)σ,σ′

)0 の群構造を決定しよう.

†定理 4.5.2. ((F4)γ,γ′,σ,σ′
)0 ∼= U(1)×4.

証明. α ∈ (F4)γ,γ′,σ,σ′ ⊂ (F4)γ,γ′
に対して, p, q ∈ U(1) と A ∈ SU(3) が存在して，

α = ψ4((p, q, A), 1)または α = ψ4((p, q, A), γ1) (定理 4.2.8)を満たす. α = ψ4((p, q, A), 1)の
場合, 補題 4.5.1および条件 σασ = αかつ σ′ασ′ = αから,

ψ4((p, q, E1,−1AE1,−1), 1) = ψ4((p, q, A), 1)

かつ
ψ4((p, q, E−1,1AE−1,1), 1) = ψ4((p, q, A), 1).

を得る．よって，

(i)


p = p

q = q

E1,−1AE1,−1 = A,

(ii)


p = ω1p

q = ω1q

E1,−1AE1,−1 = ω1A,

(iii)


p = ω1

2p

q = ω1
2q

E1,−1AE1,−1 = ω1
2A

かつ

(iv)


p = p

q = q

E−1,1AE−1,1 = A,

(v)


p = ω1p

q = ω1q

E−1,1AE−1,1 = ω1A,

(vi)


p = ω1

2p

q = ω1
2q

E−1,1AE−1,1 = ω1
2A.

p ̸= 0 かつ q ̸= 0 より，(ii), (iii), (v)，(vi) の場合はおこりえない．よって，p, q ∈ U(1),
A ∈ S(U(1) × U(1) × U(1))を得る. ここで写像 U(1) × U(1) → S(U(1) × U(1) × U(1)),

h(a1, a2) = (a1, a2, a1a2)

が同型写像であるから, 条件 α = ψ4((p, q, A), 1) を満たす群は (U(1)×4)/Z3 である. α =
ψ4((p, q, A), γ1)の場合は ψ4((p, q, A), γ1)=ψ4((p, q, A), 1)γ1, ψ4((1, 1, E1,−1), 1)γ1 =γ1ψ4((1,

1, E1,−1), 1)かつ ψ4((1, 1, E−1,1), 1)γ1 =γ1ψ4((1, 1, E−1,1), 1)から , この場合も前の場合と同
様の結果を得る. よって，群同型 (F4)γ,γ′,σ,σ′ ∼=((U(1)×4)/Z3)·Z2, Z3 ={(1)×4, (w1)×4, (w1

2)
×4}を得る. また群 (U(1)×4)/Z3はトーラスU(1)×4に同型であるから, 群同型 (F4)γ,γ′,σ,σ′ ∼=
(U(1)×4) · Z2 を得る. したがって，この定理の同型を得る． 2

4.6 F4の対合的自己同型写像 σ′による Spin(9)の分解

定理 4.3.5よりつぎの定理を得る．

定理 4.6.1 (Spin(9))σ′ ∼= Spin(8).
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5. 例外型単純Lie群E6

5.1 E6の対合的自己同型写像 γ, γ′と部分群 (U(1)×S(U(3)×U(3)))/Z2 ×
{1, γ1}

JC を例外 Jordan代数 J の複素化とする. γ, γ′ ∈ G2 ⊂ F4 の複素化写像 γ, γ′ : JC → JC

を考えると，γ, γ′ ∈ E6，γ2 = γ′2 = 1である．その対合的自己同型写像 γ, γ′による不動点部

分群の共通部分 (E6)γ ∩ (E6)γ′
の群構造を調べよう．

J と同様に JC においても Jordan 積 X ◦ Y , 内積 (X,Y ), Freudenthal積 X × Y , 3 項式
(X,Y, Z), 行列式 detX が定義され，補題 5.1.1 と同様なことが成り立つ．JC を複素例外

Jordan代数といい，JC における複素共役 τ は

τ(X ◦ Y ) = τX ◦ τY, τ(X × Y ) = τX × τY

を満たす．また JC に Hermite内積 ⟨X,Y ⟩ を

⟨X,Y ⟩ = (τX, Y )

で定義する.

定義. 群 E6 を

E6 = {α ∈ IsoC(JC) |det(αX) = detX, ⟨αX,αY ⟩ = ⟨X,Y ⟩}

= {α ∈ IsoC(JC) | (αX,αY, αZ) = (X,Y, Z), ⟨αX,αY ⟩ = ⟨X,Y ⟩}

= {α ∈ IsoC(JC) |αX × αY = τατ(X × Y ), ⟨αX,αY ⟩ = ⟨X,Y ⟩}

で定義する．

定理 5.1.1. ([41],[56]) E6 は単連結コンパクト Lie群であり，その次元は 72である．

このとき群 E6 は

F4 = (E6)τ = {α ∈ E6 | τα = ατ}

= (E6)E = {α ∈ E6 |αE = E}

のように F4 を部分群として含でいる．

R-線形写像 k : H = C ⊕ Ce2 → M(2,C) を

k(a + be2) =

(
a b

−b a

)
, a, b ∈ C

で定義する. この写像 kは自然にR-線形写像

k : M(3, H) → M(6, C), k : H3 → M(2, 6, C)
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に拡張される. C-C-線形同型写像 k : M(3,H)C → M(6, C), k : (H3)C → M(2, 6, C)をそ
れぞれ

k(M1 + iM2) = k(M1) + e1k(M2), M1, M2 ∈ M(3, H),

k(a1 + ia2) = k(a1) + e1k(a2), a1, a2 ∈ H3.

で定義する．またC-ベクトル空間 S(6,C) を

S(6,C) = {S ∈ M(6, C) | tS = −S}

で定義し, C-C-線形同型写像 kJ : J(3,H)C → S(6, C) を

kJ(M1 + iM2) = k(M1)J + e1k(M2)J, M1,M2 ∈ M(3, H)

で定義する. ここに J = diag(J, J, J), J =

(
0 1

−1 0

)
である．

命題 5.1.2. ([44],[56]) (E6)γ ∼= (Sp(1) × SU(6))/Z2, Z2 = {(1, E), (−1,−E)}.

証明. Sp(1) = {p ∈ H | pp = 1}, SU(6) = {A ∈ M(6,C) |A∗A = E, detA = 1} とする.
準同型写像 φ : Sp(1) × SU(6) → (E6)γ ,

φ(p,A)(M + a) = kJ
−1(AkJ(M)tA) + pak−1(A∗), M + a ∈ J(3,H)C ⊕ (H3)C = JC

が命題の群同型を与える. 2

命題 5.1.2から直ちにつぎの補題を得る．

補題 5.1.3. ([44]) 写像 φ : Sp(1) × SU(6) → (E6)γ は

γ′ = φ(e1, e1I), γ1 = φ(e2, J), γ′φ(p,A)γ′ = φ(γ′p, IAI)

を満たす. ここに I = diag(1,−1, 1,−1, 1,−1) である.

上の補題，命題を用いて標記の群 (E6)γ,γ′
= (E6)γ ∩ (E6)γ′

= ((E6)γ)γ′
= ((E6)γ′

)
γ
の群

構造を決定しよう.

†定理 5.1.4. (E6)γ,γ′ ∼= (U(1)×S(U(3)×U(3)))/Z2×{1, γ1}, Z2 = {(1, E), (−1,−E)}.

証明. α ∈ (E6)γ,γ′ ⊂ (E6)γ に対して, α = φ(p,A)を満たす p ∈ Sp(1), A ∈ SU(6)が存在
する (命題 5.1.2). γ′αγ′ = α であるから, φ(γ′p, IAI) = φ(p,A) を得る (補題 5.1.3). よって,{

γ′p = p

IAI = A
または

{
γ′p = −p

IAI = −A

となる. 前者の場合は, p ∈ U(1)である. SU(6)において I が I3 = diag(1, 1, 1,−1,−1,−1)
に共役であるから, 群同型 {A ∈ SU(6) | IAI = A} ∼= {A ∈ SU(6) | I3AI3 = A} = S(U(3) ×
U(3)))を得る. よって, 前者の条件を満たす群は (U(1) × S(U(3) × U(3)))/Z2 である. 後者
の場合は, p = e2, A = J が条件を満たし，φ(e2, J) = γ1 である (補題 3.1.3). したがって，群
同型 (U(1) × S(U(3) × U(3)))/Z2 × {1, γ1} ∼= (E6)γ,γ′

を得る． 2
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[注意] 群 S(U(m) × U(n))の定義は

S(U(m) × U(n)) = {A ∈ M(n, C) | ImAIm = A, A∗A = E, detA = 1}

である．

[参考] JC = (JC)C ⊕ M(3, C)C の Freudenthal積 ×を J = JC ⊕ M(3,C)において定義
した Freudenthal積 ×と同様に定義する.

γ, γ′, γ1, w ∈ F4 ⊂ E6 より, R-線形変換 γ, γ′, γ1, w : J = JC ⊕ M(3, C) → J = JC ⊕
M(3, C) はそれぞれ自然に C-線形変換 γ, γ′, γ1, w : JC = (JC)C ⊕ M(3,C)C → JC =
(JC)C ⊕ M(3, C)C に拡張される.

群 (E6)γ,γ′
を考察する前に, 群 E6 の定義において CをC にかえた群

E6,C = {α ∈ IsoC((JC)C) |detαX = detX, ⟨αX,αY ⟩ = ⟨X,Y ⟩}

= {α ∈ IsoC((JC)C) |αX × αY = τατ(X × Y ), ⟨αX,αY ⟩ = ⟨X,Y ⟩}.

を調べよう．

群 Z2 = {1, γ1}は群 SU(3) × SU(3)につぎのように働く：

γ1(A,B) = (B, A).

このとき (SU(3) × SU(3)) · Z2をこの働きに関する (SU(3) × SU(3))と Z2の半直積とする

と，つぎの補題を得る．

補題 5.1.5. ([50]) E6,C
∼= ((SU(3)×SU(3))/Z3) ·Z2, Z3 = {(E,E), (ω1E,ω1E), (ω1

2E,

ω1
2E)}.

証明. 写像 h : M(3, C) × M(3, C) → M(3, C)C を

h(A,B) =
A + B

2
+ i

A − B

2
e1

で定義する．このとき，準同型写像 ψ6,C : (SU(3) × SU(3)) · Z2 → E6,C ,

ψ6,C((A,B), 1)X = h(A,B)Xh(A,B)∗,

ψ6,C((A,B), γ1)X = h(A,B)Xh(A, B)∗, X ∈ (JC)C

が補題の群同型を与える．　　　　　　　 2

命題 5.1.6. ([50],[56]) (E6)w ∼= (SU(3) × SU(3) × SU(3))/Z3, Z3 = {(E,E,E), (ω1E,

ω1E,ω1E), (ω1
2E,ω1

2E,ω1
2E)}.

証明. 準同型写像 ψ6,w : SU(3) × SU(3) × SU(3) → (E6)w,

ψ6,w(D,A,B)(X + M) = h(A,B)Xh(A,B)∗ + DMτh(A,B)∗,

X + M ∈ (JC)C ⊕ M(3, C)C = JC

が命題の群同型を与える．　　　　　　　 2
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群 Z2 = {1, γ1}は群 U(1) × U(1) × SU(3) × SU(3)につぎのように働く：

γ1(p, q, A,B) = (p, q, B,A).

このとき (U(1)×U(1)×SU(3)×SU(3))·Z2をこの働きに関するU(1)×U(1)×SU(3)×SU(3)
と SU(3)の半直積とする.

上の補題，命題を用いて，群 (E6)γ,γ′
の群構造を決定しよう．つぎの定理は定理 5.1.5 の別

証明になっている．

定理 5.1.7. (E6)γ,γ′ ∼= ((U(1) × U(1) × SU(3) × SU(3))/Z3) · Z2, Z3 = {(1, 1, E,E),
(ω1, ω1, ω1E,ω1E), (ω1

2, ω1
2, ω1

2E,ω1
2E)}.

証明. 準同型写像 ψ6 : (U(1) × U(1) × SU(3) × SU(3)) · Z2 → (E6)γ,γ′
,

ψ6((p, q, A,B), 1)(X + M) = h(A,B)Xh(A,B)∗ + D(p, q)Mτh(A, B)∗,

ψ6((p, q, A,B), γ1)(X + M) = h(A,B)Xh(A,B)∗ + D(p, q)Mτh(A,B)∗,

X + M ∈ (JC)C ⊕ M(3, C)C = JC

が群同型 ((U(1) × U(1) × SU(3) × SU(3))/Z3) · Z2
∼= (E6)γ,γ′

を与える．(詳細は，[29]
Theorem 2.3.3 を参照.) 2

5.2 E6の対合的自己同型写像σ, σ′と部分群 (U(1)×U(1)×Spin(8))/(Z2×
Z4)

σ, σ′ ∈ F4 の複素化写像 σ, σ′ : JC → JC を考えると，σ, σ′ ∈ E6，σ2 = σ′2 = 1である．
その対合的自己同型写像 σ, σ′による不動点部分群の共通部分 (E6)σ ∩ (E6)σ′

の群構造を調べ
よう．

T ∈ JC に対して, C-線形写像 T̃ : JC → JC を

T̃X = T ◦ X, X ∈ JC

で定義する．このとき，つぎの補題を得る．

補題 5.2.1. ([44]) Lie群 E6 の Lie 環 e6 は

e6 = {ϕ ∈ HomC(JC) | (ϕX,X,X) = 0, ⟨ϕX, Y ⟩ + ⟨X,ϕY ⟩ = 0}

である．そして e6 の任意の元 ϕは

ϕ = δ + iT̃ , δ ∈ f4, T ∈ J, tr(T ) = 0

と一意に表される．また Lie群 (E6)σ, ((E6)E1)
σ′
，(E6)σ,σ′

の Lie 環 (e6)σ, ((e6)E1)
σ′
，(e6)σ,σ′

は，それぞれつぎのようである.

(1) (e6)σ = {ϕ ∈ e6 |σϕ = ϕσ}

= {δ + iT̃ | δ ∈ (f4)
σ, T ∈ J, tr(T ) = 0, σT = T}.
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特に，
dim((e6)σ) = 36 + 10 = 46

である．

(2) ((e6)E1)
σ′

= {ϕ ∈ e6 |σ′ϕ = ϕσ′, ϕE1 = 0}

= {δ + iT̃ | δ ∈ ((f4)E1)
σ′

, T ∈ J, tr(T ) = 0, σ′T = T, T ◦ E1 = 0}.

特に，
dim(((e6)E1)

σ′
) = 28 + 1 = 29

である．

(3) (e6)σ,σ′
= {ϕ ∈ (e6)σ |σ′ϕ = ϕσ′}

= {δ + iT̃ | δ ∈ (f4)
σ,σ′

, T = diag(τ1, τ2, τ3), tr(T ) = 0}.

特に，
dim((e6)σ,σ′

) = 28 + 2 = 30

である．

† 補題 5.2.2. θ, ν ∈ U(1) = {θ ∈ C | (τθ)θ = 1} に対して, C-線形変換 ϕ1(θ), ϕ2(ν) :
JC → JC をそれぞれ

ϕ1(θ)X =


θ4ξ1 θx3 θx2

θx3 θ−2ξ2 θ−2x1

θx2 θ−2x1 θ−2ξ3

 , ϕ2(ν)X =


ξ1 νx3 ν−1x2

νx3 ν2ξ2 x1

ν−1x2 x1 ν−2ξ3

 , X ∈ JC

で定義すると，ϕ1(θ), ϕ2(ν) ∈ (E6)σ,σ′
, ϕ2(ν) ∈ ((E6)E1)

σ′
である. また ϕ1(θ)と ϕ2(ν) は可

換である．

ここで群 (E6)σ = {α ∈ E6 |σα = ασ}を調べるために群 E6 の部分群

(E6)E1 = {α ∈ E6 |αE1 = E1}

を考察しよう．

補題 5.2.3. ([56]) (E6)E1 は (E6)σ の部分群である．

証明. JC の部分空間 (JC)σ, (JC)−σ を

(JC)σ = {X ∈ JC |σX = X}

= {X ∈ JC | 4E1 × (E1 × X) = X} ⊕ {ξE1 | ξ ∈ C}，

(JC)−σ = {X ∈ JC |σX = −X}

= {X ∈ JC |E1 × X = 0, ⟨E1, X⟩ = 0}

で定義すると，これらの空間は (E6)E1 の作用で不変である. よって，α ∈ (E6)E1 とすれば,
σα = ασは容易に分かる，すなわち，α ∈ (E6)σ であるから，(E6)E1 ⊂ (E6)σ である. 2
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つぎの命題のために 10次元R-ベクトル空間 V 10 を

V 10 = {X ∈ JC | 2E1 × X = −τX}

=
{ 0 0 0

0 ξ x

0 x −τξ

 ∣∣∣ ξ ∈ C, x ∈ C
}

で定義し，ノルムを
1
2
⟨X,X⟩ = xx + (τξ)ξ

で与える.

命題 5.2.4. ([44],[56]) (E6)E1
∼= Spin(10).

証明. SO(10) = SO(V 10) = {α ∈ IsoR(V 10) | ⟨αX,X⟩ = ⟨X,X⟩, detα = 1}とする. 準
同型写像 π : (E6)E1 → SO(10), π(α) = α|V 10 が群同型 (E6)E1/Z2

∼= SO(10),Z2 = {1, σ}
を与える. よって, (E6)E1 は SO(12)の 2重被覆群として Spin(10)に同型である. (この証明
の中で用いる (E6)E1 の連結性は，[56] 命題 3.13を参照.) 2

命題 5.2.5. ([44],[56]) (E6)σ ∼= (U(1) × Spin(10))/Z4, Z4 = {(1, 1), (−1, σ), (i, ϕ1(−i)),
(−i, ϕ1(i))}.

証明. U(1) = {θ ∈ C | (τθ)θ = 1}, Spin(10) = (E6)E1 ⊂ (E6)σ(補題 5.2.3, 5.2.4)とする.
準同型写像 φ1 : U(1) × Spin(10) → (E6)σ,

φ1(θ, δ) = ϕ1(θ)δ

が命題の群同型を与える． 2

†命題 5.2.6. ((E6)E1)
σ′ ∼= (U(1) × Spin(8))/Z2, Z2 = {(1, 1), (−1, σ)}.

証明. U(1) = {ν ∈ C | (τν)ν = 1}, Spin(8) = ((F4)E1)
σ′ ⊂ ((E6)E1)

σ′
(命題 5.3.4, 定理

5.3.5)とする. 写像 φ2 : U(1) × Spin(8) → ((E6)E1)
σ′
を

φ2(ν, β) = ϕ2(ν)β

で定義する．このとき φ(ν, β) ∈ ((E6)E1)
σ′

(補題 5.2.2) である．ϕ2(ν) と β が可換（定理

4.3.5, 補題 5.2.2）であることより, φ2 は準同型写像である. Ker φ2 = {(1, 1), (−1, σ)}は容
易はである． さらに，((E6)E1)

σ′
= (Spin(10))σ′

(命題 5.2.4) は連結かつ dim(((e6)E1)
σ′

) =
29 (補題 3.2.1) = 1 + 28 = dim(u(1) ⊕ so(8))であるから, φ2 は全射である. よって，群同型
(U(1) × Spin(8))/Z2

∼= ((E6)E1)
σ′
を得る. 2

上の補題，命題を用いて標記の群 (E6)σ,σ′
= ((E6)σ)σ′

= ((E6)σ′
)σ = (E6)σ ∩ (E6)σ′

の群

構造を決定しよう．

† 定理 5.2.7. (E6)σ,σ′ ∼= (U(1) × U(1) × Spin(8))/(Z2 × Z4), Z2 × Z4 = {(1, 1, 1),
(1,−1, σ)} × {(1, 1, 1), (−i, i, σ′), (−1,−1, 1), (i,−i, σ′)}.
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証明. Spin(8) = (F4)σ,σ′ ⊂ (E6)σ,σ′
(定理 4.3.5)である. 写像φ : U(1)×U(1)×Spin(8) →

(E6)σ,σ′
を

φ(θ, ν, β) = ϕ1(θ)ϕ2(ν)β

で定義する．φ(θ, ν, β) ∈ (E6)σ,σ′
(補題 5.2.2)．ϕ1(θ), ϕ2(ν), β が互いに可換（補題 5.2.2, 命

題 5.2.6）であるから, φ は準同型写像である. φが全射であることを示そう. α ∈ (E6)σ,σ′
と

する． (E6)σ,σ′ ∈⊂ (E6)σ であるから, α = φ1(θ)δを満たす θ ∈ U(1)，δ ∈ Spin(10)が存在す
る (命題 5.2.5). σ′ασ′ = αから,

(i)

{
θ = θ

σ′δσ′ = δ,
(ii)

{
θ = −θ

σ′δσ′ = ϕ1(−1)δ,
(iii)

{
θ = iθ

σ′δσ′ = ϕ1(−i)δ，
(iv)

{
θ = −iθ

σ′δσ′ = ϕ1(i)δ

を得る．

θ = 0は不適であるから，(ii),(iii),(iv)の場合はおこり得ない．(i)の場合は, σ′δσ′ = δから,
δ ∈ (Spin(10))σ′

= ((E6)E1)
σ′
を得る. よって, δ = ϕ2(ν)β を満たす ν ∈ U(1), β ∈ Spin(8)

が存在する (命題 5.2.6). このとき

α = ϕ1(θ)δ = ϕ1(θ)ϕ2(ν)β = φ(θ, ν, β)

となるから，φは全射である.

Kerφ = {(1, 1, 1), (1,−1, σ), (−1,−1, σ), (−1,−1, 1), (i, i, σσ′), (i,−i, σ′),

(−i, i, σ′), (−i,−i, σσ′)}

= {(1, 1, 1), (1,−1, σ)} × {(1, 1, 1), (−i, i, σ′), (−1,−1, 1), (i,−i, σ′)}

= Z2 × Z4.

は容易である．したがって，群同型

(U(1) × U(1) × Spin(8))/(Z2 × Z4) ∼= (E6)σ,σ′

を得る.　 2

5.3 E6の対合的自己同型写像 σ, γと部分群 (Sp(1) × S(U(2) × U(4)))/Z2

5.1, 5.2節の γ, σ を用いて，その不動点部分群の共通部分 (E6)σ ∩ (E6)γ の群構造を調べ

よう．

補題 5.3.1. ([44]) 命題 5.1.2の写像 φ : Sp(1) × SU(6) → (E6)γ は

σφ(p, A)σ = φ(p, I2AI2)

を満たす．ここに I2 = diag(−1,−1, 1, 1, 1, 1)である.

上の補題と 5.1節の準備を用いて群 (E6)σ,γ = (E6)σ ∩ (E6)γ = ((E6)γ)σ = ((E6)σ)γ の群

構造を決定しよう.
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†定理 5.3.2. (E6)σ,γ ∼= (Sp(1) × S(U(2) × U(4)))/Z2, Z2 = {(1, E), (−1, −E)}.

証明. 写像 φ6 : Sp(1) × S(U(2) × U(4)) → (E6)σ,γ を命題 5.1.2の写像 φの制限写像と
して

φ6(p, A)(M + a) = kJ
−1(AkJ(M)tA) + pak−1(A∗), M + a ∈ J(3, H)C ⊕ (H3)C = JC

で定義する．このときφ6(p,A) ∈ (E6)σ,γ である. φ6が準同型写像であることは明らかである．
φ6が全射であることを示そう．α ∈ (E6)σ,γとする．(E6)σ,γ ⊂ (E6)γであるから, α = φ(p,A)
を満たす p ∈ Sp(1), A ∈ SU(6)が存在する (命題 5.1.2). σασ = αより, φ(p, I2AI2) = φ(p,A)
を得る (補題 5.3.1). よって,{

p = p

I2AI2 = A
または

{
p = −p

I2AI2 = −A

である．p = 0は不適であるから，後者の場合はおこり得ない. 前者の場合は, A ∈ S(U(2) ×
U(4))を得る. よって, α = φ6(p,A)となるから，φ6 は全射である. Kerφ6 = {(1, E), (−1,

−E)} = Z2 は容易である. よって, 群同型 (Sp(1) × S(U(2) × U(4)))/Z2
∼= (E6)σ,γ を得る.

　 2

5.4 E6の対合的自己同型写像 σ, σ′, γ, γ′と極大トーラス

この節の記号等は，5.1節参照．

補題 5.4.1. 写像 ψ6 : (U(1) × U(1) × SU(3) × SU(3)) · Z2 → (E6)γ,γ′
は

σ = ψ6((1, 1, E1,−1, E1,−1), 1), σ′ = ψ6((1, 1, E−1,1, E−1,1), 1)

を満たす．(写像 ψ6 に関しては，定理 5.1.7参照）

さて群 ((E6)γ,γ′,σ,σ′
)0 = (((E6)γ,γ′

)σ,σ′
)0 の群構造を決定しよう.

†定理 5.4.2. ((E6)γ,γ′,σ,σ′
)0 ∼= U(1)×6.

証明. α ∈ (E6)γ,γ′,σ,σ′ ⊂ (E6)γ,γ′
に対して, p, q ∈ U(1)，A,B ∈ SU(6)が存在して，α =

ψ6((p, q, A,B), 1)または α = ψ6((p, q, A,B), γ1)(定理 5.1.7)を満たす. α = φ6((p, q, A,B), 1)
の場合, 補題 5.4.1および条件 σασ = αかつ σ′ασ′ = αから,

ψ6((p, q, E1,−1AE1,−1, E1,−1BE1,−1), 1) = ψ6((p, q, A,B), 1)

かつ
ψ6((p, q, E−1,1AE−1,1, E−1,1BE−1,1), 1) = ψ6((p, q, A,B), 1).

を得る．よって，

(i)



p = p

q = q

E1,−1AE1,−1 = A

E1,−1BE1,−1 = B,

(ii)



p = ω1p

q = ω1q

E1,−1AE1,−1 = ω1A

E1,−1BE1,−1 = ω1B,

(iii)



p = ω1
2p

q = ω1
2q

E1,−1AE1,−1 = ω1
2A

E1,−1BE1,−1 = ω1
2B
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かつ

(iv)



p = p

q = q

E−1,1AE−1,1 = A

E−1,1BE−1,1 = B,

(v)



p = ω1p

q = ω1q

E−1,1AE−1,1 = ω1A

E−1,1BE−1,1 = ω1B,

(vi)



p = ω1
2p

q = ω1
2q

E−1,1AE−1,1 = ω1
2A

E−1,1BE−1,1 = ω1
2B.

p ̸= 0 かつ q ̸= 0 より (ii), (iii), (v), (vi) はおこり得ない. よって，p, q ∈ U(1)，A,B ∈
S(U(1)×3)を得る. ここで写像 U(1)×4 → S(U(1)×5),

h(a1, a2, a3, a4) = (a1, a2, a3, a4, a1a2a3a4)

が同型写像であるから, 条件 α = ψ6((p, q, A,B), 1)を満たす群は (U(1)×6)/Z3 である. α =
ψ6((p, q, A,B), γ1)の場合は, 条件 ψ6((p, q, A,B), γ1) = ψ6((p, q, A,B), 1)γ1, ψ6((1, 1, E1,−1,

E1,−1), 1)γ1 = γ1ψ6((1, 1, E1,−1, E1,−1), 1) かつ ψ6((1, 1, E−1,1, E−1,1), 1)γ1 = γ1ψ6((1, 1,

E−1,1, E−1,1), 1)から, この場合も前の場合と同じ結果を得る. よって，群同型 (E6)γ,γ′,σ,σ′∼=
((U(1)×6)/Z3) · Z2, Z3 ={(1)×6, (w1)×6, (w1

2)×6}を得る. また群 (U(1)×6)/Z3はトーラス

U(1)×6 に同型であるから, 群同型 (E6)γ,γ′,σ,σ′ ∼= (U(1)×6) · Z2 を得る. したがって，この定
理の同型を得る. 2

5.5 E6の対合的自己同型写像 σ′による Spin(10)の分解

Spin(2) ∼= U(1)であるから命題 5.2.6が Spin(10)の σ′ による分解の結果である. よって，
つぎの定理を得る．

†定理 5.5.1. (Spin(10))σ′ ∼= (Spin(2) × Spin(8))/Z2, Z2 = {(1, 1), (−1, σ)}.

[参考] 次章で用いる複素 Lie群E6
C の定義とその Lie環 e6

C に関する命題を述べておく．

定義. 群 E6
C を

E6
C = {α ∈ IsoC(JC) |det(αX) = detX}

= {α ∈ IsoC(JC) |αX × αY = tα−1(X × Y )}

で定義する．

命題. e6
C の元 ϕは

ϕ = δ + T̃ , δ ∈ f4
C , T ∈ JC , tr(T ) = 0

と一意に表される．

特に，

dimC(e6C) = 52 + 26 = 78

である．(複素 Lie群 F4
C の Lie環 f4

C については [56]を参照.)
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6. 例外型単純Lie群E7

6.1 Freudenthal C-ベクトル空間PC

複素 Lie群 E7
C , E7 の表現空間PC の定義とこの章における若干の準備をしよう．

FreudenthalC-ベクトル空間PC を

PC = JC ⊕ JC ⊕ C ⊕ C

で定義する．PC の元


X

Y

ξ

η

を (X,Y, ξ, η)で表したり，Ẋ + Y. + ξ̇ + η. で表したりすること

もある．

ϕ ∈ e6
C , A,B ∈ JC , ν ∈ C に対して, C-線形写像 Φ(ϕ,A,B, ν) : PC → PC を

Φ(ϕ,A,B, ν)


X

Y

ξ

η

 =



ϕX − 1
3
νX + 2B × Y + ηA

2A × X − tϕY +
1
3
νY + ξB

(A, Y ) + νξ

(B,X) − νη


で定義する．ここに tϕは (tϕX, Y ) = (X,ϕY ), X, Y ∈ JC を満たす．

また P = (X,Y, ξ, η), Q = (Z,W, ζ, ω) ∈ PC に対して, C-線形写像 P × Q : PC → PC を

P × Q = Φ(ϕ,A,B, ν),



ϕ = −1
2
(X ∨ W + Z ∨ Y )

A = −1
4
(2Y × W − ξZ − ζX)

B =
1
4
(2X × Z − ηW − ωY )

ν =
1
8
((X,W ) + (Z, Y ) − 3(ξω + ζη))

で定義する．ここにX ∨ W ∈ e6
C は

X ∨ W = [X̃, W̃ ] +
(
X ◦ W − 1

3
(X,W )E

)∼

である．

またPC の内積 (P,Q), Hermite内積 ⟨P,Q⟩，交代内積 {P,Q}をそれぞれ

(P,Q) = (X,Z) + (Y,W ) + ξζ + ηω,

⟨P,Q⟩ = ⟨X,Z⟩ + ⟨Y,W ⟩ + (τξ)ζ + (τη)ω,

{P,Q} = (X,W ) − (Z, Y ) + ξω − ζη
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で定義する．

6.2 E7の対合的自己同型写像 γ, γ′と部分群 (U(1)×U(1)× SU(6))/(Z2 ×
Z2 × Z3)

定義. 群 E7
C , E7 をそれぞれ

E7
C = {α ∈ IsoC(PC) |α(P × Q)α−1 = αP × αQ},

E7 = {α ∈ IsoC(PC) |α(P × Q)α−1 = αP × αQ, ⟨αP, αQ⟩ = ⟨P,Q⟩}

= {α ∈ IsoC(PC) |α(P × Q)α−1 = αP × αQ, τλα = ατλ}

で定義する．ここに C-線形変換 λ : PC → PC は

λ(X,Y, ξ, η) = (Y,−X, η,−ξ)

である．

定理 6.2.1. ([14], [56]) E7
C は単連結複素 Lie群であり, また E7 は単連結コンパクト Lie

群で，その次元はそれぞれ 133である．

α ∈ E6 に対して, C-線形写像 α̃ : PC → PC を

α̃(X,Y, ξ, η) = (αX, τατY, ξ, η)

で定義すると，α̃ ∈ E7 である. このとき αと α̃を同一視して，E6 は E7 の部分群である．

C-線形変換 γ, γ′, σ : JC → JC は C-線形変換 γ, γ′, σ : PC → PC につぎのように拡張さ
れる：

γ(X,Y, ξ, η) = (γX, γY, ξ, η), γ′(X,Y, ξ, η) = (γ′X, γ′Y, ξ, η),

σ(X,Y, ξ, η) = (σX, σY, ξ, η), (X,Y, ξ, η) ∈ PC .

これは γ, γ′ ∈ G2 を γ, γ′ ∈ G2 ⊂ F4 ⊂ E6 ⊂ E7 とみなしたものであり，σ ∈ F4 は
σ ∈ F4 ⊂ E6 ⊂ E7 とみなしたものである．

また 2つの C-線形写像 κ, µ : PC → PC を

κ = Φ(−2E1 ∨ E1, 0, 0,−1), µ = Φ(0, E1, E1, 0)

で定義する．これらの写像のPC への作用の具体形は，それぞれつぎのようである：

κ(X,Y, ξ, η) = κ
(  ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 ,

 η1 y3 y2

y3 η2 y1

y2 y1 η3

 , ξ, η
)

=
(  −ξ1 0 0

0 ξ2 x1

0 x1 ξ3

 ,

 η1 0 0
0 −η2 −y1

0 −y1 −η3

 ,−ξ, η
)
,

µ(X,Y, ξ, η) =
(  η 0 0

0 η3 −y1

0 −y1 η2

 ,

 ξ 0 0
0 ξ3 −x1

0 −x1 ξ2

 , η1, ξ1

)
.
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群 (E7)γ,γ′
の群構造を決定するために，この節の前半に E7 の 2つの部分群

(E7)κ,µ ={α ∈ E7 |κα = κα, µα = αµ}, (E7)σ ={α ∈ E7 |σα = ασ}

の群構造を調べよう．ここで α ∈ E7が κα = ακを満たすならば，−σ = exp iπκであるから

σα = ασとなる. よって，(E7)κ,µ は (E7)σ の部分群であることに注意しておこう．

補題 6.2.2. ([14],[56]) Lie群 E7 の Lie環 e7 は，つぎのように与えられる：

e7 = {Φ(ϕ,A,−τA, ν) |ϕ ∈ e6, A ∈ JC , ν ∈ iR}.

また群 (E7)σ, (E7)κ,µ の Lie環 (e7)σ, (e7)κ,µ は，それぞれつぎのようである．

(1) (e7)σ　 = {Φ ∈ e7 |σΦ = Φσ}

= {Φ(ϕ,A,−τA, ν) ∈ e7 |ϕ ∈ (e6)σ, A ∈ JC , σA = A, ν ∈ iR}.

特に，

dim((e7)σ) = 46 + 22 + 1 = 69

である．

(2) (e7)κ,µ = {Φ ∈ e7 |κΦ = Φκ, µΦ = Φµ}

=

{
Φ(ϕ,A,−τA, ν) ∈ e7

∣∣∣∣∣ ϕ ∈ (e6)σ, A ∈ JC , σA = A, (E1, A) = 0

ν = −3
2
(ϕE1, E1)

}
.

特に，

dim((e7)κ,µ) = 46 + 20 = 66

である．

つぎの命題のために 12次元R-ベクトル空間 V 12 を

V 12 = {P ∈ PC |κP = P, µτλP = P}

=
{(  0 0 0

0 ξ x

0 x −τξ

 ,

 η 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, τη
) ∣∣∣ x ∈ C, ξ, η ∈ C

}

で定義し，ノルムを

(P, P )µ =
1
2
{µP, P} = xx + (τξ)ξ + (τη)η

で与える．

命題 6.2.3. ([45],[56]) (E7)κ,µ ∼= Spin(12).

証明. SO(12) = SO(V 12) = {α ∈ IsoR(V 12) | (αP, αP )µ = (P, P )µ, detα = 1} とす
る. 準同型写像 π : (E7)κ,µ → SO(12), π(α) = α|(V 12) が群同型 (E7)κ,µ/Z2

∼= SO(12),
Z2 = {1, σ}を与える. よって，(E7)κ,µ は SO(12)の 2重被覆群として Spin(12)に同型であ
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る. (証明の中で用いる群 (E7)κ,µ の連結性は [56] 命題 4.26 を参照.) 2

補題 6.2.4. ([56]) A ∈ SU(2) = {A ∈ M(2, C) | (τ tA)A = E, detA = 1} に対して, C-線
形変換 ϕ(A) : PC → PC を

ϕ(A)
(  ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 ,

 η1 y3 y2

y3 η2 y1

y2 y1 η3

 , ξ, η
)

=
(  ξ′1 x′

3 x′
2

x′
3 ξ′2 x′

1

x′
2 x′

1 ξ′3

 ,

 η′
1 y′

3 y′
2

y′
3 η′

2 y′
1

y′
2 y′

1 η′
3

 , ξ′, η′
)
,

(
ξ′1

η′

)
= A

(
ξ1

η

)
,

(
ξ′

η′
1

)
= A

(
ξ

η1

)
,

(
η′
2

ξ′3

)
= A

(
η2

ξ3

)
,(

η′
3

ξ′2

)
= A

(
η3

ξ2

)
,

(
x′

1

y′
1

)
= (τA)

(
x1

y1

)
,

(
x′

2

y′
2

)
=

(
x2

y2

)
,

(
x′

3

y′
3

)
=

(
x3

y3

)

で定義する. このとき ϕ(A) ∈ (E7)σ である.

証明. Φ = Φ(2νE1 ∨ E1, aE1,−τaE1, ν), a ∈ C, ν ∈ iR とするとき, Φ ∈ (e7)σ(補題
6.2.2(1))であり，ΦのPC への作用を

Φ(X,Y, ξ, η) = (X ′, Y ′, ξ′, η′)(
ξ′1

η′

)
=

(
ν a

−τa −ν

) (
ξ1

η

)
,

(
ξ′

η′
1

)
=

(
ν a

−τa −ν

)(
ξ

η1

)
,(

η′
2

ξ′3

)
=

(
ν a

−τa −ν

)(
η2

ξ3

)
,

(
η′
3

ξ′2

)
=

(
ν a

−τa −ν

)(
η3

ξ2

)
,(

x′
1

y′
1

)
=

(
−ν τa

−a ν

)(
x1

y1

)
,

(
x′

2

y′
2

)
=

(
x′

3

y′
3

)
=

(
0
0

)

で与える．このとき A = exp

(
ν a

−τa −ν

)
∈ SU(2) に対して, ϕ(A) = exp Φk ∈ (E7)σ を

得る. 2

前半の準備の最後に群 (E7)σ の群構造を調べよう．

命題 6.2.5. ([53],[56]) (E7)σ ∼= (SU(2) × Spin(12))/Z2, Z2 = {(E, 1), (−E,−σ)}.

証明. Spin(12) = (E7)κ,µ ⊂ (E7)σ(命題 6.2.3) とする. 準同型写像 φ1 : SU(2) ×
Spin(12) → (E7)σ,

φ1(A, δ) = ϕ(A)δ

が命題の群同型を与える． 2

群 (E7)σ の群構造が明らかになったところで後半の準備に入ろう．

26



まず群 SU(8)と 2つのベクトル空間 J(4, HC)0, S(8, CC)を準備しよう：

SU(8)={A ∈ M(8, C) |AA∗ = E, detA = 1},

J(4, HC)0 ={X ∈ M(4, HC) |X∗ = X, tr(X) = 0},

S(8, CC)={S ∈ M(8, CC) | tS = −S}.

そこで写像 φ8 : SU(8) → E7 を定義するために C-線形写像 g : JC → J(4, HC)0,

g(M + a) =

1
2
tr(M) ia

ia∗ M − 1
2
tr(M)E

 , M + a ∈ J(3, HC) ⊕ (H3)C = JC

を用いて，C-線形同型写像 χ : PC → S(8, CC) をつぎのように定義する:

χ(X,Y, ξ, η) = k
(
gX − ξ

2
E

)
J + e1k

(
g(γY ) − η

2
E

)
J.

ここに k : M(4, HC) → M(8, CC) は E6 の章で用いた k を自然に拡張したものであり，

J = diag(J, J, J, J), J =

(
0 1
−1 0

)
である.

このとき，つぎの補題を得る．

補題 6.2.6. ([42],[56]) (E7)τγ ∼= SU(8)/Z2, Z2 = {E,−E}.

証明. 準同型写像 φ8 : SU(8) → (E7)τγ , φ8(A)P = χ−1(A(χ(P ))tA), P ∈ PC は補題の
群同型を与える． 2

ここで γ と −σ が群 E7 において共役であることを確認しておこう. そこで R-線形変換
δ1 : C → Cを

1 → 1, e1 → e4, e2 → e2, e3 → e6, e4 → e1, e5 → −e5, e6 → e3, e7 → −e7,

のように定義する．このとき δ1 ∈ G2 ⊂ F4 ⊂ E6 ⊂ E7, δ1
2 = 1であり，

δ1γδ1 = γ1

を満たす．

つぎに C-線形変換 δ2 : PC → PC を φ8(D) によって定義する．ここに

D =
1√
2



1 0 0 0 1 0 0 0

−e1 0 0 0 e1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 −e1 0 0 0 e1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 −e1 0 0 0 e1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 −e1 0 0 0 e1



∈ SU(8),
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このとき δ2 ∈ E7, δ2
−1γ1δ2 = −σ である．実際，φ8(J) = γ1, φ8(e1I4) = −σ (I4 =

diag(−1,−1,−1,−1, 1, 1, 1, 1) ∈ M(8, R))であるから

δ2
−1γ1δ2 = φ8(D∗)φ8(J)φ8(D) = φ8(D∗JD) = φ8(e1I4) = −σ

を得て，δ = δ1δ2 とおくと，

δ−1γδ = −σ

である．すなわち，γ と −σは共役である．以上より，つぎの対応

SU(2) × Spin(12) → (E7)σ → (E7)γ

(A, β) 7→ φ(A)β 7→ δ(φ(A)β)δ−1

によって，群同型

(E7)γ ∼= (E7)−σ = (E7)σ ∼= (SU(2) × Spin(12))/Z2

を得る．ここで σ′′ = δ−1γ′δとおくと，群同型 (E7)γ,γ′ ∼= (E7)σ,σ′′
を得るので，群 (E7)γ,γ′

を考察するかわりに群 (E7)σ,σ′′
を考察しよう．

まず δ1γ
′δ1 = γ′，γ′ = φ8(e1I)(I = diag(1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1)∈M(8,R))であるから,

σ′′ はつぎのように表すことができる：

σ′′ = δ−1γ′δ = δ2
−1γ′δ2 = φ8(D∗)φ8(e1I)φ8(D) = φ8(D∗e1ID) = φ8(J ′′).

ここに J ′′ = D∗e1ID =

(
0 e1E

e1E 0

)
∈ SU(8) (E は 4 × 4 単位行列)，J ′′2 = −E (E は

8 × 8 単位行列)より, σ′′2 = 1である. また σ′′ = φ8(J ′′)のPC への作用は

σ′′(X,Y, ξ, η)

=
(  ξ1 ie4x3 ∗

∗ −ξ2 ix1e4

e4x2e4 ∗ ξ3

 ,

 η1 −ie4y3 ∗
∗ −η2 −iy1e4

e4y2e4 ∗ η3

 ,−ξ,−η
)

である．よって，この形から C-線形変換 ρ : JC → JC ,

ρX = PXP =

 −ξ1 −ie4x3 ∗
∗ ξ2 ix1e4

e4x2e4 ∗ −ξ3

 , X ∈ JC , P =

ie4

1
ie4


と σ′ ∈ E6 を用いて σ′′ は，つぎのように表すこともできる：

σ′′(X,Y, ξ, η) = −(σ′ρX, τσ′ρτY, ξ, η).

したがって,

κσ′′ = σ′′κ, µσ′′ = −σ′′µ (∗)
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を得る．

そこで A ∈ SU(2)とすれば，σ′′のPC への作用の形から σ′′φ(A)σ′′ ∈ φ(SU(2))であるか
ら，σ′′は群 φ(SU(2))の自己同型写像を誘導するので，群 (φ(SU(2)))σ′′

の群構造を調べよう．

†命題 6.2.7. (φ(SU(2)))σ′′ ∼= U(1).

証明. A ∈ SU(2) が σ′′φ(A)σ′′ = φ(A) を満たすならば，φ(A) = φ(

(
a 0
0 a−1

)
), a ∈

U(1) = {a ∈ C | a(τa) = 1} は容易に分かる. よって，

(φ(SU(2)))σ′′
= {φ(A) |A ∈ SU(2), σ′′φ(A)σ′′ = φ(A)}

=
{

φ(

(
a 0
0 a−1

)
)
∣∣∣ a ∈ U(1)

}
∼= U(1)

を得る．　　　　　 2

同様に α ∈ Spin(12)とすれば，(∗)から σ′′ασ′′ ∈ Spin(12)であるから，σ′′は群 Spin(12)
の自己同型写像を誘導するので，群 (Spin(12))σ′′

の群構造を調べよう．

† 命題 6.2.8. (Spin(12))σ′′
/Z2

∼= U(6), Z2 = {1, σ}.

証明. C-ベクトル空間 (V C)6 を

(V C)6 = (PC)κ,σ′′ = {P ∈ PC |κP = P, σ′′P = P}

=
{

P =
( 0 0 0

0 ξ2 x1

0 x1 ξ3

 ,

η1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, η
) ∣∣∣ x1 ∈ CC , ξk, η1, η ∈ C, σ′′P = P

}

=
{

P =
( 0 0 0

0 0 x

0 x ξ

 ,

η 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, 0
) ∣∣∣ x ∈ (CC)ie4 , ξ, η ∈ C

}

で定義する．ここに

(CC)ie4 = {x ∈ CC | ixe4 = x}

= {(x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3) + i(x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3)e4 |xk ∈ C}

である．(V C)6には内積 ⟨P, P ⟩ = (τP, P )が定義されているので, それを用いると P ∈ (V C)6

の内積の具体形はつぎのように表せる :

⟨P, P ⟩ = 2(τx)x + (τξ)ξ + (τη)η

= 4((τx0)x0 + (τx1)x1 + (τx2)x2 + (τx3)x3) + (τξ)ξ + (τη)η.

ここでユニタリ群 U(6)をつぎのように定義する :

U(6) = {α ∈ IsoC((V C)6) | ⟨αP, αP ⟩ = ⟨P, P ⟩}.

29



α ∈ (Spin(12))σ′′
は κα = ακ, σ′′α = ασ′′を満たすから, αはベクトル空間 (V C)6を不変にし，

内積 ⟨P, P ⟩を保つ．よって，αは U(6)の元を誘導するので，写像 f : (Spin(12))σ′′ → U(6)
を

f(α) = α|(V C)6

によって定義することができる．f の全射を示さなければならないが，そのためにつぎの補題

を用意しよう．

†補題 6.2.9. Lie群 (Spin(12))σ′′
の Lie環 (spin(12))σ′′

は, つぎのようである:

(spin(12))σ′′

=
{

Φ
( (

D1 D2

−K3D2K3 K3D1K3

)
+

0 0 0
0 0 −t1e4

0 −e4t1 0


∼

+ i

τ1 0 0
0 τ2 t1

0 t1 τ3


∼

,

0 0 0
0 α2 a1

0 a1 0

 ,−τ

0 0 0
0 α2 a1

0 a1 0

 ,−3
2
iτ1

) ∣∣∣ D1, D2 ∈ M(4,R),tD1 = −D1,

tD2 =K3D2K3, t1∈C, τk∈R, τ1 + τ2 + τ3 = 0, α2 ∈C, a1∈ CC ,−ia1e4 = a1

}
.

ここにK3 =diag(1,1,−1,1) ∈M(4, R)である.
特に,

dim(spin(12))σ′′
= 36

である.

証明. (spin(12))σ′′
= {Φ ∈ (e7)κ,µ |σ′′Φσ′′ = Φ} であるから，Φ(ϕ,A,−τA, ν) ∈ e7 に対

して,

σ′′(Φ(ϕ, A,−τA, ν))σ′′ = Φ(σ′ρϕρσ′, σ′ρA,−τ(σ′ρA), ν)

= Φ(ϕ,A,−τA, ν)

を満たす Φ(ϕ,A,−τA, ν) ∈ e7 を決定すればよい．それは直接計算によってその結果を得る．

　　 2

ここで再び補題 6.2.8の証明に戻ろう．Ker f = {1, σ}は容易である. また U(6)は連結かつ
dim((spin(12))σ′′

) = 36 = dim(u(6))であるから, fは全射である.よって，(Spin(12))σ′′
/Z2

∼=
U(6)を得る. 以上で補題 6.2.8の証明が完了した. 2

命題 6.2.10を証明する前に，元w ∈ Spin(12)を

w(X,Y, ξ, η)

=
(  ω2ξ1 ω2ω4

2x3 ∗
∗ ω2ξ2 x1ω4

2

ω4x2ω4 ∗ ωξ3

 ,

 ωη1 ωω4
2y3 ∗

∗ ωη2 y1ω4
2

ω4y2ω4 ∗ ω2η3

 , ωξ, ω2η
)
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で定義する．ここに ω = −1
2

+
√

3
2

i ∈ C , ω4 = −1
2

+
√

3
2

e4 ∈ C である. このとき，

w ∈ (Spin(12))σ′′
，w3 = 1となる.

† 命題 6.2.10. (Spin(12))σ′′ ∼= (U(1) × SU(6))/Z6, Z6 = {(1, 1), (−σw2,−σw), (w,

w2), (−σ,−σ), (w2, w), (−σw,−σw2)}.

証明. ユニタリ群 U(6)はつぎの分解をもつ :

U(6) = U1(1)SU1(6), U1(1) ∩ SU1(6) = {zE | z ∈ C, z6 = 1}.

ここに U1(1) = {eitE | t ∈ R}は U(6)の中心の連結成分，SU1(6) = {A ∈ U(6) |detA = 1}
とする. 一方, (spin(12))σ′′

の中心は

{
ζ(t) = Φ

(
t

(
0 K3

−K3 0

)
+

2
3
it

−1 0 0
0 −1 0
0 0 2


∼

, 0, 0, it
) ∣∣∣ t ∈ R

}

であるから，(Spin(12))σ′′
の中心の連結成分 U(1)は

U(1) = {z(t) = exp(ζ(t)) | t ∈ R}

で与えられる．そして z(t) ∈ U(1)のPC への作用は

z(t)



X

Y

ξ

η


=



 e−itξ1 e−ite−e4tx3 ∗
∗ e−itξ2 x1e

−e4t

ee4tx2e
e4t ∗ eitξ3


 eitη1 eite−e4ty3 ∗

∗ eitη2 y1e
−e4t

ee4ty2e
e4t ∗ e−itη3


eitξ

e−itη


である．また上の Ḟ1(x1)等に在る関数 e−e4t の (CC)ie4 への制限は

e−e4tx = eitx, x ∈ (CC)ie4

であるから，z(t)の (V 6)C への作用は

z(t)
( 0 0 0

0 0 x

0 x ξ

 ,

η 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, 0
)

=
( 0 0 0

0 0 eitx

0 eitx eitξ

 ,

eitη 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, 0
)

である．

よって，f(z(t))は U1(1)に含まれ，f は同型写像 f : U(1) → U1(1)を誘導する. つぎに写像
f のもとで群 SU1(6)に同型な ((Spin(12))σ′′

の部分群 SU(6)をみつけなければならない．こ
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こで (Spin(12))σ′′
の部分群 S̃U = f−1(SU1(6)) を考えると，群同型 S̃U/Z2

∼= SU1(6)を得
る. SU1(6)は単連結であるから, S̃U は連結にはならない. そこで S̃U の連結成分をとると，
それが求める SU(6)である. よって，つぎの可換図

U(1) × SU(6) h−→ (Spin(12))σ′′

f ↓ f ↓ f

U1(1) × SU1(6) h1−→ U(6)

を得る．ここに h, h1 はそれぞれ群の積写像である. このとき明らかに hは全射準同型写像
である. つぎに Ker hを求めなければならない. そこで (z, α) ∈ Ker hとする. 上の可換図
から f(z)f(α) = f(h(z, α)) = f(1) = E であるから Kerh = {(1, 1), (−σw2,−σw), (w, w2)
, (−σ,−σ), (w2,w), (−σw, −σw2)} = Z6 を得る. よって，群同型 (U(1) × SU(6))/Z6

∼=
(Spin(12))σ′′

を得る. 2

以上の準備より標記の群 (E7)γ,γ′
= (E7)γ ∩ (E7)γ′

= ((E7)γ)γ′
= ((E7)γ′

)γ の群構造を決
定しよう.

† 定理 6.2.11. (E7)γ,γ′ ∼= (U(1) × U(1) × SU(6))/(Z2 × Z6) × {1, l1}, Z2 = {(1, 1,

1), (−1,−σ, 1)}, Z6 = {(1, 1, 1), (1,−σw2,−σw), (1,w, w2), (1,−σ,−σ), (1, w2,w), (1,−σw,

−σw2)}.

証明. まず (E7)σ,σ′′
の群構造を決定しよう. α ∈ (E7)σ,σ′′ ⊂ (E7)σ に対して, α =

φ(A)β を満たす A ∈ SU(2), β ∈ Spin(12) が存在する (命題 6.2.5). σ′′ασ′′ = α から,
σ′′φ(A)σ′′σ′′βσ′′ = φ(A)β を得る. よって，{

σ′′φ(A)σ′′ = φ(A)

σ′′βσ′′ = β
または

{
σ′′φ(A)σ′′ = −φ(A)

σ′′βσ′′ = −σβ.

前者の場合は, A ∈ U(1) (命題 6.2.7), β ∈ (Spin(12))σ′′
であるから，前者の条件をみたす群は

(U(1) × (Spin(12))σ′′
)/Z2

∼= (U(1) × U(1) × SU(6))/(Z2 × Z6)

である (命題 6.2.10). 後者の場合について考えよう. J =

(
0 1
−1 0

)
に対して, φ(J)は

φ(J)(X,Y, ξ, η) =
(  η x3 x2

x3 −η3 y1

x2 y1 −η2

 ,

 ξ y3 y2

y3 ξ3 −x1

y2 −x1 ξ2

 ,−η1,−ξ1

)
のように表せて

σ′′φ(J)σ′′ = −φ(J)

を満たす．そこで σ′′lσ′′ = −σlを満たす元 l ∈ Spin(12)を見つけるために, α1 = exp
(
Φ

(
0,

π

2
,−π

2
, 0

))
∈ E7 を考える. α1 の具体形はつぎのように

α1(X,Y, ξ, η) =
(  η x3 x2

x3 −η3 y1

x2 y1 −η2

 ,

−ξ y3 y2

y3 ξ3 −x1

y2 −x1 ξ2

 , η1, ξ1

)
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であり，条件

κα1 = −α1κ, µα1 = −α1µ, σ′′α1σ
′′ = −σα1

を満たす．また λ ∈ E7 に対して,

κλ = −λκ, µλ = −λµ, σ′′λσ′′ = λσ13

が分かる．ここに σ13 ∈ F4 ⊂ E6 ⊂ F7 は σ13X =

 ξ1 −x3 x2

−x3 ξ2 −x1

x2 −x1 ξ3

 である．最後に
γ ∈ G2 ⊂ E7 は

κγ = γκ, µγ = γµ, σ′′γσ′′ = σ13σ
′′

を満たすから，l = γλα1 とすると

κl = lκ, µl = lµ, σ′′lσ′′ = −σl

であることより，lが求めるものである.

また l2 = φ(J)l = φ(J)γλα1とすると，群同型 (U(1)×(Spin(12))σ′′
)/Z2×{1, l2} ∼= (E7)σ,σ′′

を得る. ここに l2 の具体形は

l2(X,Y, ξ, η) =
( −η1 γy3 ∗

∗ −η2 −γy1

γy2 ∗ −η3

 ,

 ξ1 −γx3 ∗
∗ ξ2 γx1

−γx2 ∗ ξ3

 , η, ξ
)

である．l1 = δl2δ
−1 とおくとき, 目的の群同型

(E7)γ,γ′ ∼= (U(1) × U(1) × SU(6))/(Z2 × Z6) × {1, l1}

を得る． 2

[参考] (JC)C ⊕ M(3, C)C と JC の同一視 (E6 の章参照)から，つぎの対応

(X,Y, ξ, η) + (M,N) = (X + M,Y + N, ξ, η)

により (PC)C ⊕ (M(3, C)C ⊕ M(3,C)C)と PC を同一視する．(PC)C の任意の元を PC で

表すことがある.

γ, γ′, γ1, w ∈ E6 ⊂ E7 より, C-線形変換 γ, γ′, γ1, w : JC = (JC)C ⊕ M(3, C)C → JC =
(JC)C ⊕ M(3, C)C はそれぞれ自然に C-線形変換 γ, γ′, γ1, w : PC = (PC)C ⊕ (M(3, C)C ⊕
M(3, C)C) → PC = (PC)C ⊕ (M(3, C)C ⊕ M(3, C)C)に拡張される：

γ((X,Y, ξ, η) + (M,N)) = (X,Y, ξ, η) + (γM, γN),

γ′((X,Y, ξ, η) + (M,N)) = (X,Y, ξ, η) + (γ′M,γ′N),

γ1((X,Y, ξ, η) + (M,N)) = (X, Y , ξ, η) + (M, N),

w((X,Y, ξ, η) + (M,N)) = (X,Y, ξ, η) + (ω1M,ω1N).
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群 (E7)γ,γ′
を考察する前に, 群 E7 の定義において CをC にかえた群

E7,C = {α ∈ IsoC((PC)C) |α(P × Q)α−1 = αP × αQ, ⟨αP, αQ⟩ = ⟨P,Q⟩}

を調べよう．
写像 h′ : CC → C を

h′(a + bi) = a + be1, a, b ∈ C

で定義する．そして C-ベクトル空間 C6 の 3階の外積 Λ3(C6)をとり，C-C-線形同型写像
fC : (PC)C → Λ3(C6)を

fC

( ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 ,

η1 y3 y2

y3 η2 y1

y2 y1 η3

 , ξ, η
)

=
∑

i<j<k

xijkei ∧ ej ∧ ek

で定義する．
(
{e1,e2, · · · , e6}はC6の標準基底であり，xijk ∈ C は歪対称テンソルである :

xi′j′k′ = sgn

(
i j k

i′ j′ k′

)
xijk

)
　ここに

x156 = h′(ξ1), x164 = h′(x3), x145 = h′(x2),

x256 = h′(x3), x264 = h′(ξ2), x245 = h′(x1),

x356 = h′(x2), x364 = h′(x1), x345 = h′(ξ3),

x423 = h′(η1), x431 = h′(y3), x412 = h′(y2),

x523 = h′(y3), x531 = h′(η2), x512 = h′(y1),

x623 = h′(y2), x631 = h′(y1), x612 = h′(η3),

x123 = h′(ξ),

x456 = h′(η).

また写像C-C-線形写像 k : M(3, C)C ⊕ M(3, C)C → M(6, C)を

k(M,N) = k(M1 + iM2, N1 + iN2) =

(
−N2 − N1e1 M2 + M1e1

M2 − M1e1 N2 − N1e1

)

で定義する．ここにMi, Ni ∈ M(3, C)．このとき kの逆写像 k−1 : M(6, C) → M(3,C)C ⊕
M(3, C)C は

k−1

(
M11 M12

M21 M22

)

=

(
(M21 − M12)e1

2
+ i

M21 + M12

2
,
(M22 + M11)e1

2
+ i

M22 − M11

2

)
である．ここにMij ∈ M(3, C)である.

元 A ∈ SU(6)の a ∧ b ∧ c ∈ Λ3(C6)への作用を

A(a ∧ b ∧ c) = Aa ∧ Ab ∧ Ac
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で与えることにより，群 SU(6)は Λ3(C6)に自然に働く．

また群 Z2 = {1, γ1}は群 SU(6)につぎのように働く：

γ1A = (AdJ3)A, J3 =

(
0 E

−E 0

)
.

このとき SU(6) ·Z2をこの働きに関する SU(6)とZ2の半直積とすると，つぎの補題を得る．

補題 6.2.12. ([50],[56]) E7,C
∼= (SU(6)/Z3) · Z2, Z3 = {E,ω1E,ω1

2E}.

証明. 準同型写像 ψ7,C : SU(6) · Z2 → E7,C ,

ψ7,C(A, 1)PC = fC
−1(A(fCPC)),

ψ7,C(A, γ1)PC = fC
−1(A(fCPC)), PC ∈ (PC)C

が補題の群同型を与える． 2

C-C-線形同型写像 f : PC → Λ3(C6) ⊕ M(6, C)を

f(PC + (M,N)) = fCPC + k(M,N),

PC + (M,N) ∈ (PC)C ⊕ (M(3, C)C ⊕ M(3, C)C) = PC

で定義する．

上のことより群 SU(3) × SU(6)の Λ3(C6) ⊕ M(6,C)への作用を

(D,A)
( ∑

(a ∧ b ∧ c) + M̃
)

=
∑

(Aa ∧ Ab ∧ Ac) + DM̃A∗

で定義する．ここに DM̃ は

(
D 0
0 D

)(
M11 M12

M21 M22

)
=

(
DM11 DM12

DM21 DM22

)
,Mij ∈ M(3, C)

を意味する.

命題 6.2.13. ([50],[56]) (E7)w ∼= (SU(3)×SU(6))/Z3, Z3 = {(E,E), (ω1E,ω1E), (ω1
2E,ω1

2E)}.

証明. 準同型写像 ψ7,w : SU(3) × SU(6) → (E7)w,

ψ7,w(D,A)P = f−1((D,A)(fP )), P ∈ PC

が命題の群同型を与える． 2

群 Z2 = {1, γ1}は群 U(1) × U(1) × SU(6)につぎのように働く：

γ1(p, q, A) = (p, q, (AdJ3)A).

このとき (U(1) × U(1) × SU(6)) · Z2 をこの働きに関する U(1) × U(1) × SU(6)と Z2 の半

直積とする.

35



上の補題，命題を用いて群 (E7)γ,γ′
の群構造を決定しよう．つぎの定理は定理 6.2.11 の別

証明でもある．

†定理 6.2.14. (E7)γ,γ′ ∼= ((U(1)×U(1)×SU(6))/Z3)·Z2, Z3 = {(1, 1, E), (ω1, ω1, ω1E),
(ω1

2, ω1
2, ω1

2E)}.

証明. 準同型写像 ψ7 : (U(1) × U(1) × SU(6)) · Z2 → (E7)γ,γ′
,

ψ7((p, q, A), 1)P = f−1((D(p, q), A)(fP )),

ψ7((p, q, A), γ1)P = f−1((D(p, q), A)(fγ1P )), P ∈ PC

が群同型 ((U(1)×U(1)×SU(6))/Z3) ·Z2
∼= (E7)γ,γ′

を与える．(詳細は，[29] Theorem 2.4.3
を参照.) 2

6.3 E7の対合的自己同型写像 σ, σ′と部分群 (SU(2) × SU(2) × SU(2) ×　
Spin(8))/(Z2 × Z2)

C-線形変換 σ′ : JC → JC を C-線形変換 σ′ : PC → PC ,

σ′(X,Y, ξ, η) = (σ′X,σ′Y, ξ, η), (X,Y, ξ, η) ∈ PC

に拡張する．これは σ′ ∈ F4 を σ′ ∈ F4 ⊂ E6 ⊂ E7 とみなしたものである．また σについて
は 6.2節で定義したものであり，それらによる不動点部分群の共通部分 (E7)σ ∩ (E7)σ′

の群構
造を調べよう．

† 補題 6.3.1. Lie 群 (E7)σ,σ′
, ((E7)κ,µ)σ′

の Lie 環 (e7)σ,σ′
, ((e7)κ,µ)σ′

は, つぎのようで
ある：

(1) (e7)σ,σ′
= {Φ ∈ e7 |σΦ = Φσ, σ′Φ = Φσ′}

= {Φ(ϕ,A,−τA, ν) ∈ e7 |ϕ ∈ (e6)σ,σ′
, A ∈ JC , σA = σ′A = A, ν ∈ iR}.

特に，
dim((e7)σ,σ′

) = 30 + 6 + 1 = 37

である．

(2) ((e7)κ,µ)σ′
= {Φ ∈ e7 |κΦ = Φκ, µΦ = Φµ, σ′Φ = Φσ′}

=
{

Φ(ϕ,A,−τA, ν) ∈ e7

∣∣∣∣∣∣
ϕ ∈ (e6)σ,σ′

, A ∈ JC , σA = σ′A = A,

(E1, A) = 0, ν = −3
2
(ϕE1, E1)

}
.

特に，
dim(((e7)κ,µ)σ′

) = 30 + 4 = 34

である．

†補題 6.3.2. A ∈ SU(2) = {A ∈ M(2, C) | (τ tA)A = E, detA = 1} に対して, PC の C-
線形変換 ϕk(A), k = 1, 2, 3を
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ϕk(A)
(  ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 ,

 η1 y3 y2

y3 η2 y1

y2 y1 η3

 , ξ, η
)

=
(  ξ′1 x′

3 x′
2

x′
3 ξ′2 x′

1

x′
2 x′

1 ξ′3

 ,

 η′
1 y′

3 y′
2

y′
3 η′

2 y′
1

y′
2 y′

1 η′
3

 , ξ′, η′
)
,

(
ξ′k
η′

)
= A

(
ξk

η

)
,

(
ξ′

η′
k

)
= A

(
ξ

ηk

)
,

(
η′

k+1

ξ′k+2

)
= A

(
ηk+1

ξk+2

)
,

(
η′

k+2

ξ′k+1

)
= A

(
ηk+2

ξk+1

)
,

(
x′

k

y′
k

)
= (τA)

(
xk

yk

)
,

(
x′

k+1

y′
k+1

)
=

(
xk+1

yk+1

)
,

(
x′

k+2

y′
k+2

)
=

(
xk+2

yk+2

)
で定義する (ここに添数は mod 3とする). このとき ϕk(A) ∈ (E7)σ,σ′

である. また k = 2, 3
に対して，ϕk(A) ∈ ((E7)κ,µ)σ′

である.

証明. Φk = Φ(2νEk ∨ Ek, aEk,−τaEk, ν), a ∈ C, ν ∈ iR とするとき, Φk ∈ (e7)σ,σ′
(補題

6.3.1 (1))であり，Φk のPC への作用は

Φk(X,Y, ξ, η) = (X ′, Y ′, ξ′, η′)(
ξ′k
η′

)
=

(
ν a

−τa −ν

)(
ξk

η

)
,

(
ξ′

η′
k

)
=

(
ν a

−τa −ν

)(
ξ

ηk

)
,(

η′
k+1

ξ′k+2

)
=

(
ν a

−τa −ν

)(
ηk+1

ξk+2

)
,

(
η′

k+2

ξ′k+1

)
=

(
ν a

−τa −ν

)(
ηk+2

ξk+1

)
,(

x′
k

y′
k

)
=

(
−ν τa

−a ν

)(
xk

yk

)
,

(
x′

k+1

y′
k+1

)
=

(
x′

k+2

y′
k+2

)
=

(
0
0

)
である．

よって, A = exp

(
ν a

−τa −ν

)
∈ SU(2) に対して, ϕk(A) = exp Φk ∈ (E7)σ,σ′

を得る. また

k = 2, 3に対して, Φk ∈ ((e7)κ,µ)σ′
(補題 6.3.1 (2))であるから, ϕk(A) = exp Φk ∈ ((E7)κ,µ)σ′

を得る. 2

†命題 6.3.3. ((E7)κ,µ)σ′ ∼= (SU(2) × SU(2) × Spin(8))/Z2, Z2 = {(E,E, 1), (−E,−E,

σ)}.

証明. Spin(8) = (F4)σ,σ′
= (Spin(9))σ′ ⊂ (Spin(12))σ′

= ((E7)µ,κ)σ′
(命題 4.3.3, 定理

4.3.5, 命題 6.2.3)とする. 写像 φ2 : SU(2) × SU(2) × Spin(8) → ((E7)κ,µ)σ′
を

φ2(B,C, β) = ϕ2(B)ϕ3(C)β
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で定義する (ϕ2, ϕ3 は補題 6.3.2を参照)．このとき φ(B,C, β) ∈ ((E7)κ,µ)σ′
は明らかである

(補題 6.3.2). また ϕ2(B), ϕ3(C), β がそれぞれ可換（定理 4.3.4, 補題 6.3.2）であるから, φ2

は準同型写像である. Kerφ2 = {(E,E, 1), (−E,−E, σ)} = Z2 は容易である. ((E7)κ,µ)σ′
=

(Spin(12))σ′
(命題 6.2.3)は連結かつ dim((e7)κ,µ)σ′

) = 34 (補題 6.3.1(2)) = 3 + 3 + 28 =
dim(su(2)⊕ su(2)⊕ so(8))であるから, φ2は全射である. よって，群同型 (SU(2)× SU(2)×
Spin(8))/Z2

∼= ((E7)κ,µ)σ′
を得る. 2

上の補題，命題を用いて標記の群 (E7)σ,σ′
= (E7)σ ∩ (E7)σ′

= ((E7)σ)σ′
= ((E7)σ′

)σ の群
構造を決定しよう．

†定理 6.3.4. (E7)σ,σ′ ∼= (SU(2) × SU(2) × SU(2) × Spin(8))/(Z2 × Z2),Z2 × Z2 =
{(E,E,E, 1), (E,−E,−E, σ)} × {(E,E,E, 1), (−E,−E,E, σ′)}.

証明. Spin(8) = (F4)σ,σ′ ⊂ (E6)σ,σ′ ⊂ (E7)σ,σ′
とする. 写像 φ : SU(2) × SU(2)×

SU(2) × Spin(8) → (E7)σ,σ′
を

φ(A,B,C, β) = ϕ1(A)ϕ2(B)ϕ3(C)β

で定義する．φ(A,B,C, β) ∈ (E7)σ,σ′
は明らかである (補題 6.3.2). ϕ1(A), ϕ2(B), ϕ3(C), β

は互いに可換（定理 4.3.4, 補題 6.3.2）であるから, φは準同型写像である. φの全射を示そ
う. α ∈ (E7)σ,σ′

とする． (E7)σ,σ′ ⊂ (E7)σ であるから，α = φ1(A)δ (補題 6.2.5)を満たす,
A ∈ SU(2), δ ∈ Spin(12)が存在する．σ′ασ′ = αより,{

A = A

σ′δσ′ = δ
または

{
A = −A

σ′δσ′ = −σδ.

を得る．後者の場合は，A = Oは不適であるからこれはおこり得ない. 前者の場合は, σ′δσ′ = δ

から δ ∈ (Spin(12))σ′
= ((E7)κ,µ)σ′

となるから，δ = ϕ2(B)ϕ3(C)β (命題 6.3.3)を満たす
B,C ∈ SU(2)，β ∈ Spin(8)が存在する．よって，

α = ϕ1(A)δ = ϕ1(A)ϕ2(B)ϕ3(C)β = φ(A,B,C, β)

である．すなわち，φは全射である.

Kerφ = {(E,E,E, 1), (E,−E,−E, σ), (−E,E,−E, σσ′), (−E,−E,E, σ′)}

= {(E,E,E, 1), (E,−E,−E, σ)} × {(E,E,E, 1), (−E,−E,E, σ′)}

= Z2 × Z2.

は容易である.よって, 群同型 (SU(2)× SU(2)× SU(2)× Spin(8))/(Z2 ×Z2) ∼= (E7)σ,σ′
を

得る. 2

6.4 E7の対合的自己同型写像 σ, γと部分群 (SU(2) × Spin(4) × Spin(8))/
(Z2 × Z2)

6.2節で定義した C-線形写像 σ, γ が誘導する対合的自己同型写像 σ, γ による不動点部分群
の共通部分 (E7)σ ∩ (E7)γ の群構造を調べよう．
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まず群 (E7)σ,γ に Spin(4)と同型な部分群を構成するために F4(⊂ E6 ⊂ E7)の部分群

((F4)σ,γ)F1(h) = {α ∈ (F4)σ,γ |αF1(h) = F1(h), h ∈ H}

を考察しよう．

†命題 6.4.1. ((F4)σ,γ)F1(h)
∼= Sp(1) × Sp(1) (= Spin(4)).

証明. 写像 φ : Sp(1)×Sp(1) → ((F4)σ,γ)F1(h) を写像 φ4（定理 4.4.1 ）の制限写像として

φ(p, q)(M + a) =

 q 0 0
0
0

E

 M

 q 0 0
0
0

E


∗

+ pa

 q 0 0
0
0

E


∗

で定義する．ただしF1(h)はF1(h) =

 0 0 0
0 0 h

0 h 0

+O の意味である．φ4の制限写像である

ことよりφ(p, q) ∈ ((F4)σ,γ)F1(h)は明らかであり，φは準同型写像である. φが全射であること

を示そう. α ∈ ((F4)σ,γ)F1(h)とする．((F4)σ,γ)F1(h) ⊂ (F4)σ,γ であるから, α = φ4(p, q,B)(定
理 4.4.1) を満たす p, q ∈ Sp(1), B ∈ Sp(2) が存在する. さらに，αF1(h) = F1(h) から,

B

(
0 h

h 0

)
B∗ =

(
0 h

h 0

)
，よって，

α = φ4(p, q, E) または α = φ4(p, q,−E)

を得る．前者の場合は, α = φ4(p, q, E) = φ(p, q)である. 後者の場合も

α = φ4(p, q,−E) = φ4(−p,−q, E)φ4(−1,−1,−E)

= φ4(−p,−q, E)1 = φ(−p,−q)

となるので φ は全射である. Kerφ = {(1, 1)}は容易である. よって，群同型

Sp(1) × Sp(1) ∼= ((F4)σ,γ)F1(h)

を得る. 2

PC において, 以後つぎの記号を用いる :

(F1(h), 0, 0, 0) = Ḟ1(h), (0, E1, 0, 1) = Ẽ1,

(0, E1, 0,−1) = Ẽ−1, (E2 + E3, 0, 0, 0) = Ė23.

また群 (E7)σ,γ の部分群

(((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(h),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23
=

{
α ∈ (E7)κ,µ

∣∣∣∣ γα = αγ, αḞ1(h) = Ḟ1(h), αẼ1 = Ẽ1,

αẼ−1 = Ẽ−1, αĖ23 = Ė23

}
を考察しよう.
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†補題 6.4.2. Lie群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(h),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23
の Lie環 (((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(h),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23

は，
つぎのようである：

(((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(h),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23

=
{

Φ(

(
0 0
0 D′

4

)
, 0, 0, 0)

∣∣∣ (
0 0
0 D′

4

)
∈ so(8), D′

4 ∈ so(4)
}

.

特に，
dim((((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(h),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23

) = 6

である．

以後，

(
0 0
0 D′

4

)
を D′

4 で, Φ(D′
4, 0, 0, 0)を Φ4 で表す.

†命題 6.4.3. (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(h),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23
= ((F4)σ,γ)F1(h).

証明. α ∈ ((F4)σ,γ)F1(h) とする. ((F4)σ,γ)F1(h) ⊂ (F4)σ = (F4)E1 であるから, αE1 = E1

を得る. 写像 κ, µ は E1 を用いて定義されているから，κα = ακ, µα = αµ である. ま
た αE = E (補題 4.2.1) から, α(E2 + E3) = E2 + E3 である. よって，αĖ23 = Ė23 を
得る. さらに α(0, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 1) から, αẼ1 = Ẽ1, αẼ−1 = Ẽ−1 である. また明ら
かに αḞ1(h) = Ḟ1(h) である. よって, α ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(h),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23

を得る. 逆に α ∈
(((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(h),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23

とする. αẼ1 = Ẽ1, αẼ−1 = Ẽ−1 であるから, α(0, E1, 0, 0) =
(0, E1, 0, 0), α(0, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 1)．よって， α ∈ ((E6)γ)F1(h),E1,E2+E3 = ((F4)σ,γ)F1(h)を
得る. 以上から, (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(h),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23

= ((F4)σ,γ)F1(h) である. 2

ここに群 (E7)σ,γ に Spin(4)と同型な部分群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(h),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23
が構成できた．

つぎに群 (E7)σ,γ の部分群で Spin(8)に同型な群を順次構成していこう．

†命題 6.4.4. ((F4)σ,γ)F1(he4)
∼= Sp(2) (= Spin(5)).

証明. 写像 φ : Sp(2) → ((F4)σ,γ)F1(he4) を写像 φ4(定理 4.4.1)の制限写像として

φ(B)(M + a) =

 1 0 0
0
0

B

M

 1 0 0
0
0

B


∗

+ a

 1 0 0
0
0

B


∗

で定義する. φ4の制限写像であることより φ(B) ∈ ((F4)σ,γ)F1(he4)は明らかであり，φは準同
型写像である. φが全射であることを示そう. α ∈ ((F4)σ,γ)F1(he4)とする．((F4)σ,γ)F1(he4) ⊂
(F4)σ,γ から, α = φ4(p, q,B)(定理 4.4.2)を満たす p, q ∈ Sp(1), B ∈ Sp(2) が存在する. さら
に，αF1(he4) = F1(he4) (= O + (h, 0, 0))であるから, phq = h(h ∈ H)を得る，よって，

α = φ4(1, 1, B) または α = φ4(−1,−1, B)

である．前者の場合は, α = φ4(1, 1, B) = φ(B)である. 後者の場合は

α = φ4(−1,−1, B) = φ4(1, 1,−B)φ4(−1,−1,−E)

= φ4(1, 1,−B)1 = φ(−B)
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となるので，φは全射である. Kerφ = {E}は容易である. よって, 群同型

Sp(2) ∼= ((F4)σ,γ)F1(he4)

を得る.　　 2

†命題 6.4.5. (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23
= ((F4)σ,γ)F1(he4).

証明. 命題 6.4.3と同様に証明できる. 2

群 (E7)σ,γ の部分群

(((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
=

{
α ∈ (E7)κ,µ

∣∣∣∣ γα = αγ, αḞ1(he4) = Ḟ1(he4),

αẼ1 = Ẽ1, αẼ−1 = Ẽ−1

}
を考察しよう.　

†補題 6.4.6. Lie群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
の Lie環 (((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1

は，つ
ぎのようである：

(((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
=

{
Φ

((
D4 0
0 0

)
+ Ã1(p) + i

 0 0 0
0 ε q

0 q −ε


∼

, 0, 0, 0
)

∣∣∣∣∣
(

D4 0
0 0

)
∈ so(8), D4 ∈ so(4), ε ∈ R, p, q ∈ H

}
.

特に，
dim((((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1

) = 15

である．

以後，

(
D4 0
0 0

)
をD4 で表す.

†補題 6.4.7. (1) a ∈ H に対して, 写像 α̃1(a) : JC → JC を



ξ′1 = ξ1

ξ′2 =
ξ2 − ξ3

2
+

ξ2 + ξ3

2
cos |a| + i

(a, x1)
|a|

sin |a|

ξ′3 = −ξ2 − ξ3

2
+

ξ2 + ξ3

2
cos |a| + i

(a, x1)
|a|

sin |a|

x′
1 = x1 + i

(ξ2 + ξ3)a
|a|

sin |a| − 2(a, x1)a
|a|2

(sin
|a|
2

)2

x′
2 = x2 cos

|a|
2

+ i
x3a

|a|
sin

|a|
2

x′
3 = x3 cos

|a|
2

+ i
ax2

|a|
sin

|a|
2
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で定義する. このとき α̃1(a) ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
である.

(2) t ∈ Rに対して, 写像 α̃23(t) : JC → JC を

α̃23(t)

 ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 =

 ξ1 eit/2x3 e−it/2x2

eit/2x3 eitξ2 x1

e−it/2x2 x1 e−itξ3


で定義する. このとき α̃23(t) ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1

である.

証明. (1) a ∈ Hに対して, iF̃1(a) ∈ (((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
(補題 6.4.6)であるから α̃1(a)

= exp iF̃1(a) ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
を得る.

(2) t ∈ Rに対して, it(E2−E3)∼ ∈ (((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
(補題 6.4.6)であるから α̃23(t)

= exp it(E2 − E3)∼ ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
を得る. 2

ここで 6次元R-ベクトル空間 V 6 を

V 6 = {P ∈ PC |κP = P, µτλP = P, γP = P, ⟨P, Ẽ1⟩ = 0, ⟨P, Ẽ−1⟩ = 0}

=

{
P =

( 0 0 0
0 ξ h

0 h −τξ

 , 0, 0, 0
) ∣∣∣∣∣ ξ ∈ C, h ∈ H

}

で定義し，ノルムを

(P, P )µ =
1
2
{µP, P} = (τξ)ξ + hh

で与える．このとき S5 = {P ∈ V 6 | (P, P )µ = 1}は，5次元球面になる.

†補題 6.4.8. (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
/Spin(5) ≃ S5.

特に, (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
は連結である．

証明. E7の元は τλと可換であるから群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
は，球面S5に働く. この

働きが推移的であることを示そう. それは,任意のP ∈ S5があるα ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1

により，αP = (i(E2 + E3), 0, 0, 0) ∈ S5 になることを示せばよい. 任意の元

P =
( 0 0 0

0 ξ h

0 h −τξ

 , 0, 0, 0
)
∈ S5

に対して，eitξ ∈ Rであるような t ∈ Rを選ぶ．この t ∈ Rに対して, Pに α̃23(t)(補題 4.4.7(2))
∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1

を施すと,

α̃23(t)P =
( 0 0 0

0 r h

0 h −r

 , 0, 0, 0
)

= P1, r ∈ R
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となる．h ̸= 0の場合, P1 に α̃1(
πh

2|h|
) (補題 6.4.7(1)) ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1

を施すと，

α̃1

( πh

2|h|
)
P1 =

( 0 0 0
0 ξ′ 0
0 0 −τξ′

 , 0, 0, 0
)

= P2 ∈ S5, ξ′ ∈ C

となる．(τξ′)ξ′ = 1, ξ′ ∈ C であるから, ξ′ = eiθ, 0 ≤ θ < 2π を満たす θ を選び，P2 に
α̃23(−θ)を施と,

α̃23

(
−θ

)
P2 = (E2 − E3, 0, 0, 0) = P3

となる．さらに P3 に α̃23(
π

2
)を施すと,

α̃23

(π

2
)
P3 = (i(E2 + E3), 0, 0, 0) = iĖ23

を得る．よって，この働きは推移的である. Ė23における群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
の固定

化群は (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23
= Sp(2) (命題 6.4.4, 6.4.5) = Spin(5)である. したがっ

て, 同相 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
/Spin(5) ≃ S5 を得る. 2

†命題 6.4.9. (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
∼= Spin(6).

証明. 群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
は連結 (補題 6.4.8)であるから, 準同型写像

π : (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
→ SO(6) = SO(V 6), π(α) = α|V 6

が定義できる. Kerφ = {1, σ} = Z2 は容易である. さらに dim((((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
)

= 15(補題 4.3.6) = dim(so(6))であるから, πは全射である. よって, 群同型

(((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
/Z2

∼= SO(6)

を得る. したがって, 群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
は SO(6)の 2重被覆群として Spin(6) に同

型である.　　 2

また群 (E7)σ,γ の部分群

(((E7)κ,µ)γ) ˙F1(he4),Ẽ1
= {α ∈ (E7)κ,µ | γα = αγ, αḞ1(he4) = Ḟ1(he4), αẼ1 = Ẽ1}

を考察しよう.

†補題 6.4.10. Lie群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
の Lie環 (((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1

は，つぎのよ
うである：

(((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1

=

{
Φ

(
D4 + Ã1(p) +

 0 0 0
0 ε q

0 q −ε


∼

,

 0 0 0
0 α ix

0 ix τα

 ,−τ

 0 0 0
0 α ix

0 ix τα

, 0
)

∣∣∣∣∣ D4 ∈ so(4) ⊂ so(8), ε ∈ R, α ∈ C, p, q, x ∈ H

}
.
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特に，
dim((((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1

) = 21

である．

†補題 6.4.11. a ∈ Rに対して, PC の写像 αk(a), k = 2, 3を

αk(a)


X

Y

ξ

η

 =


(1 + (cos a − 1)pk)X − 2(sin a)Ek × Y + η(sin a)Ek

2(sin a)Ek × X + (1 + (cos a − 1)pk)Y − ξ(sin a)Ek

((sin a)Ek, Y ) + (cos a)ξ

(−(sin a)Ek, X) + (cos a)η


で定義する．ここに pk : JC → JC は

pk(X) = (X,Ek)Ek + 4Ek × (Ek × X), X ∈ JC

である. このとき αk ∈ E7 であり，α2(a)と α3(b)(a, b ∈ R)は可換である．

証明. Φk(a) = Φ(0, aEk,−aEk, 0) ∈ e7 に対して, αk(a) = exp Φk(a) ∈ E7 である. また
[Φ2(a), Φ3(b)] = 0であるから, α2(a)と α3(b)は可換である. 2

ここで 7次元R-ベクトル空間 V 7 を

V 7 = {P ∈ PC |κP = P, µτλP = P, γP = P, ⟨P, Ẽ1⟩ = 0}

=

{
P =

( 0 0 0
0 ξ h

0 h −τξ

 ,

 iη 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0,−iη
) ∣∣∣∣∣ ξ ∈ C, h ∈ H, η ∈ R

}

で定義し，ノルムを
(P, P )µ =

1
2
{µP, P} = (τξ)ξ + hh + η2

で与える．このとき S6 = {P ∈ V 7 | (P, P )µ = 1}は 6次元球面になる.

†補題 6.4.12. (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
/Spin(6) ≃ S6.

特に, (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
は連結である.

証明. 群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
は S6に働く. この働きが推移的であることを示そう. その

ために，任意の P ∈ S6がある α ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
により αP = (0,−iE1, 0, i) ∈ S6に

なることを示せばよい．任意の元

P =
( 0 0 0

0 ξ h

0 h −τξ

 ,

 iη 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0,−iη
)
∈ S6

に対して，tan 2a =
i2η

τξ − ξ
であるような a ∈ R, 0 ≤ a <

π

2
を選ぶ．(もし τξ − ξ = 0

ならば，a =
π

4
とする.) P に α23(a) = α2(a)α3(a) = exp(Φ(0, a(E2 + E3),−a(E2 +
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E3), 0)) (補題 6.4.11) ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
(補題 6.4.10) を施と, α23(a)P の η− 項は 1

2
(ξ − τξ) sin 2a + iη cos 2a = 0となるので，つぎの結果を得る：

α23(a)P =
( 0 0 0

0 ζ m

0 m −τζ

 , 0, 0, 0
)

= P1 ∈ S5 ⊂ S6.

群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
(⊂ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1

)は S5 に推移的 に働く (補題 6.4.8)か

ら, βP1 = (i(E2 + E3), 0, 0, 0) = P2 ∈ S5 ⊂ S6 であるような β ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1

が存在するので, P2 に α23(−
π

4
)を施すと,

α23

(
−π

4
)
P2 = (0,−iE1, 0, i) = −iẼ−1

である．よって，この働きは推移的である．また群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
の Ẽ−1での固定化

群は (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1,Ẽ−1
= Spin(6)(命題 6.4.9)である. よって, 同相

(((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
/Spin(6) ≃ S6

を得る．

†命題 6.4.13. (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
∼= Spin(7).

証明. 群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
が連結 (補題 6.4.12)であるから, 準同型写像

π : (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
→ SO(7) = SO(V 7), π(α) = α|V 7

が定義できる．Kerφ = {1, σ} = Z2 は容易である. また dim((((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
) =

21 (補題 6.4.10) = dim(so(7))であるから，πは全射である. よって, 群同型

(((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
/Z2

∼= SO(7)

を得る. これより, 群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
は SO(7)の 2重被覆群として Spin(7)に同型で

ある． 2

また群 (E7)σ,γ の部分群

(((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
= {α ∈ (E7)κ,µ | γα = αγ, αḞ1(he4) = Ḟ1(he4)}

を考察しよう.

† 補題 6.4.14. Lie 群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
の Lie 環 (((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)

は，つぎのようで
ある：

(((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)

=

{
Φ

(
D4 + Ã1(p) + i

 ε1 0 0
0 ε2 q

0 q ε3


∼

,

 0 0 0
0 α2 x

0 x α3

 ,−τ

 0 0 0
0 α2 x

0 x α3

 ,

−3
2
iε1

) ∣∣∣∣∣ D4 ∈ so(4) ⊂ so(8), αk ∈ C, p, q ∈ H, x ∈ HC , εk ∈ R, ε1 + ε2 + ε3 = 0

}
.
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特に，
dim((((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)

) = 28

である．

以後，Lie環 (((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
の元を Φ8 で表す.

†補題 6.4.15. t ∈ Rに対して, 写像 α(t) : PC → PC を

α(t)(X,Y, ξ, η)

=
(  e2itξ1 eitx3 eitx2

eitx3 ξ2 x1

eitx2 x1 ξ3

 ,

 e−2itη1 e−ity3 e−ity2

e−ity3 η2 y1

e−ity2 y1 η3

 , e−2itξ, e2itη
)

で定義する．このとき, α(t) ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
である．

証明. Φ = Φ(2itE1 ∨ E1, 0, 0,−2it) ∈ (((e7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
(補題 6.4.14)であるから, α(t)

= expΦ ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
を得る. ここに E1 ∨ E1 =

1
3
(2E1 − E2 − E3)∼ である. 2

また，ここで 8次元R-ベクトル空間 V 8 を

V 8 = {P ∈ PC |κP = P, µτλP = P, γP = P}

=

{
P =

( 0 0 0
0 ξ h

0 h −τξ

 ,

 η 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, τη
) ∣∣∣∣∣ ξ, η ∈ C, h ∈ H

}

で定義し，ノルムを
(P, P )µ =

1
2
{µP, P} = (τξ)ξ + hh + (τη)η

で与える．このとき S7 = {P ∈ V 8 | (P, P )µ = 1}は 7次元球面になる.

†補題 6.4.16. (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
/Spin(7) ≃ S7.

特に, (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
は連結である.

証明 群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
は S7 に働く. この働きが推移的であることを示そう. そのた

めに，任意の元 P ∈ S7 がある α ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
により αP = (0, E1, 0, 1) ∈ S7 になる

ることを示せばよい. 任意の元

P =
( 0 0 0

0 ξ h

0 h −τξ

 ,

 η 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, τη
)
∈ S7

に対して，e−2itη ∈ iRを満たす t∈Rを選び，P に α(t)(補題 6.4.15)∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)

を作用させる. このとき

α(t)P =
( 0 0 0

0 ξ h

0 h −τξ

 ,

 iη′ 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0,−η′
)

= P1 ∈ S6 ⊂ S7, η′ ∈ R
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となる．群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
(⊂ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)

)が S6 に推移的に働く (補題 6.4.12)
から, βP1 = (0,−iE1, 0, i) = P2 ∈ S6 ⊂ S7 であるような β ∈ (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1

が存在

する．P2 に α(−π

4
) (補題 6.4.15)を施すと,

α
(
−π

4
)
P2 = (0, E1, 0, 1) = Ẽ1

を得る．よって，この働きは推移的である．また群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
の Ẽ1における固定化

群は (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4),Ẽ1
= Spin(7) (命題 6.4.13)である. したがって, 同相

(((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
/Spin(7) ≃ S7

を得る.　　 2

†命題 6.4.17. (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
∼= Spin(8).

証明. 群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
が連結 (補題 6.4.16)であるから, 準同型写像

π : (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
→ SO(8) = SO(V 8), π(α) = α|V 8

が定義できる．Kerφ = {1, σ} = Z2は容易である. dim((((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
)= 28(補題 6.4.14)

= dim(so(8))であるから, πは全射である. よって, 群同型

(((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
/Z2

∼= SO(8)

を得る. これより, 群 ((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
は SO(8)の 2重被覆群として Spin(8)に同型である.

2

この結果，群 (E7)σ,γ に Spin(8)と同型な部分群 (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
が構成された．

そこで, 準備の最後に群 (E7)σ,γ の部分群

((E7)κ,µ)γ = {α ∈ (E7)κ,µ | γα = αγ}

の群構造を調べよう.

†補題 6.4.18. Lie群 ((E7)κ,µ)γ の Lie環 ((e7)κ,µ)γ は，つぎのようである：

((e7)κ,µ)γ

=

{
Φ

(
D4 + D′

4 + Ã1(p) + i

 ε1 0 0
0 ε2 q

0 q̄ ε3


∼

,

 0 0 0
0 α2 x

0 x α3



−τ

 0 0 0
0 α2 x

0 x α3

 ,−3
2
iε1

) ∣∣∣∣∣ D4, D
′
4 ∈ so(4) ⊂ so(8), αk ∈ C, p, q ∈ H,

x ∈ HC , εk ∈ R, ε1 + ε2 + ε3 = 0

}
.
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特に，

dim(((e7)κ,µ)γ) = 34

である．

†命題 6.4.19. ((E7)κ,µ)γ ∼= (Spin(4) × Spin(8))/Z2, Z2 = {(1, 1), (−1, −1)}.

証明. Spin(4)=Sp(1)×Sp(1)=(((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(h),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23
(命題 6.4.1, 6.4.3), Spin(8)=

(((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
(命題 6.4.17)とする．写像 ψ1 : Spin(4) × Spin(8) → ((E7)κ,µ)γ を

ψ1(α, β) = αβ

で定義する．このとき, ψ1(α, β) ∈ ((E7)κ,µ)γは明らかである. Φ4 ∈ spin(4) (補題 6.4.2)，Φ8 ∈
spin(8) (補題 6.4.14)に対して, [Φ4, Φ8] = 0であるから, αβ = βαを得る. よって, ψ1は準同型写

像である. またKerψ1 = {(1, 1), (−1,−1)} = Z2は容易である. 群 ((E7)κ,µ)γ(∼= (Spin(12))γ)
(命題 6.2.3)は連結かつ dim(((E7)κ,µ)γ) = 34 (補題 6.4.18)= 6+28 = dim(spin(4)⊕ spin(8))
であるから, ψ1 は全射である. よって, 群同型 (Spin(4) × Spin(8))/Z2

∼= ((E7)κ,µ)γ を得る.
2

以上の準備とつぎの補題を用いて標記の群 (E7)σ,γ = (E7)σ ∩ (E7)γ = ((E7)σ)γ = ((E7)γ)σ

の群構造を決定しよう.

†補題 6.4.20. Lie群 (E7)σ,γ の Lie環 (e7)σ,γ は，つぎのようである：

(e7)σ,γ

=

{
Φ

(
D4 + D′

4 + Ã1(p) + i

 ε1 0 0
0 ε2 q

0 q̄ ε3


∼

,

 α1 0 0
0 α2 x

0 x α3

 ,−τ

 α1 0 0
0 α2 x

0 x α3

,

ν
)∣∣∣∣∣ D4, D

′
4 ∈ so(4) ⊂ so(8), αk ∈ C, p, q ∈ H, x ∈ HC, εk ∈ R, ε1 + ε2 + ε3 = 0, ν ∈ iR

}
.

特に，

dim((e7)σ,γ) = 37

である．

†定理 6.4.21. (E7)σ,γ ∼= (SU(2)×Spin(4)×Spin(8))/(Z2×Z2), Z2×Z2 = {(E, 1, 1),
(E, σ, σ)} × {(E, 1, 1), (−E, γ,−σγ)}.

証明. SU(2)(命題 6.2.5), Spin(4)=(((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(h),Ẽ1,Ẽ−1,Ė23
(命題 6.4.1, 6.4.3), Spin(8)

= (((E7)κ,µ)γ)Ḟ1(he4)
(命題 6.4.17)とする．写像 φ : SU(2)×Spin(4)×Spin(8) → (E7)σ,γ を

φ(A,α, β) = ϕ1(A)αβ

で定義する．このとき φ(A,α, β) ∈ (E7)σ,γ は明らかである. 命題 6.2.5, 6.4.19 から, φ は

準同型写像である. φ の全射を示そう. ρ ∈ (E7)σ,γ とする．(E7)σ,γ ⊂ (E7)σ であるから,
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ρ = φ1(A, δ) を満たす A ∈ SU(2), δ ∈ Spin(12) が存在する (命題 6.2.5). γργ = ρ から,
ϕ1(A)(γδγ) = ϕ1(A)δを得る. よって,{

A = A

γδγ = δ
または

{
A = −A

γδγ = −σδ

である．後者の場合は，A = 0 であるからおこり得ない. 前者の場合は, 命題 6.4.19 から,
δ = ψ1(α, β)を満たす α ∈ Spin(4), β ∈ Spin(8)が存在する. よって,

ρ = φ1(A, δ) = ϕ1(A)δ = ϕ1(A)ψ1(α, β) = ϕ1(A)αβ = φ(A, α, β)

を得るから，φ1 は全射である．また

Kerφ = {(E, 1, 1), (E, σ, σ), (−E, γ,−σγ), (−E, σγ,−γ)}

= {(E, 1, 1), (E, σ, σ)} × {(E, 1, 1), (−E, γ,−σγ)}

= Z2 × Z2

は容易である．したがって, 群同型 (SU(2) × Spin(4) × Spin(8))/(Z2 × Z2) ∼= (E7)σ,γ を得
る. 2

6.5 E7の対合的自己同型写像 σ, σ′, γ, γ′, ιと極大トーラス

C-線形写像 ι : PC → PC を ι(X,Y, ξ, η) = (−iX, iY,−iξ, iη)で定義する．そのほかの記号
等は，6.2節を参照．

補題 6.5.1 写像 ψ7 : (U(1) × U(1) × SU(6)) · Z2 → (E7)γ,γ′
は

σ = ψ7((1, 1, F1,−1), 1), σ′ = ψ7((1, 1, F−1,1), 1), ι = ψ7((1, 1, Fe1), 1)

を満たす．ここに，F1,−1 = diag(1,−1,−1, 1,−1,−1), F−1,1 = diag(−1,−1, 1,−1,−1, 1),

Fe1 = diag(e1, e1, e1,−e1,−e1,−e1) ∈ SU(6)である. (写像 ψ7に関しては，定理 6.2.14 参照)

さて群 ((E7)γ,γ′,σ,σ′,ι)0 = (((E7)γ,γ′
)σ,σ′,ι)0 の群構造を決定しよう.

†定理 6.5.2 ((E7)γ,γ′,σ,σ′,ι)0 ∼= U(1)×7.

証明. α ∈ (E7)γ,γ′,σ,σ′,ι ⊂ (E7)γ,γ′
に対して, p, q ∈ U(1)，A ∈ SU(6) が存在して，

α = ψ7((p, q, A), 1)または α = ψ7((p, q, A), γ1) (定理 6.2.14)を満たす. α = ψ7((p, q, A), 1)
の場合, 補題 6.5.1および条件 σασ = α, σ′ασ′ = αかつ ιαι−1 = α から,

ψ7((p, q, F1,−1AF1,−1), 1) = ψ7((p, q, A), 1), ψ7((p, q, F−1,1AF−1,1), 1) = ψ7((p, q, A), 1)

かつ
ψ7((p, q, Fe1AFe1

−1), 1) = ψ7((p, q, A), 1)

を得る．よって，

(i)


p = p

q = q

F1,−1AF1,−1 = A,

(ii)


p = ω1p

q = ω1q

F1,−1AF1,−1 = ω1A,

(iii)


p = ω1

2p

q = ω1
2q

F1,−1AF1,−1 = ω1
2A,
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(iv)


p = p

q = q

F−1,1AF−1,1 = A,

(v)


p = ω1p

q = ω1q

F−1,1AF−1,1 = ω1A,

(vi)


p = ω1

2p

q = ω1
2q

F−1,1AF−1,1 = ω1
2A.

かつ

(vii)


p = p

q = q

Fe1AFe1
−1 = A,

(viii)


p = ω1p

q = ω1q

Fe1AFe1
−1 = ω1A,

(ix)


p = ω1

2p

q = ω1
2q

Fe1AFe1
−1 = ω1

2A.

p ̸= 0かつ q ̸= 0より (ii), (iii), (v)，(vi), (viii), (ix) はおこり得ない. よって，p, q ∈ U(1)，
A ∈ S(U(1)×6)を得る. ここで写像 U(1)×5 → S(U(1)×6),

h(a1, a2, a3, a4, a5) = (a1, a2, a3, a4, a5, a1a2a3a4a5)

が同型写像であるから, 条件 α = ψ7((p, q, A), 1)を満たす群は (U(1)×7)/Z3 である. α =
ψ7((p, q, A), γ1) の場合は, 条件 ψ7((p, q, A), γ1) = ψ7((p, q, A), 1)γ1, ψ7((1, 1, F1,−1), 1)γ1 =
γ1ψ7((1, 1, F1,−1), 1), ψ7((1, 1, F−1,1), 1)γ1 = γ1ψ7((1, 1, F−1,1), 1)かつ ψ7((1, 1, Fe1), 1)γ1 =
γ1ψ7((1, 1, Fe1), 1)から, この場合も前の場合と同じ結果を得る. よって，群同型 (E7)γ,γ′,σ,σ′,ι

∼=((U(1)×7)/Z3) · Z2,Z3 = {(1)×7, (w1)×7, (w1
2)×7}を得る. また群 (U(1)×7)/Z3 はトーラ

ス U(1)×7に同型であるから, 群同型 (E7)γ,γ′,σ,σ′,ι ∼= (U(1)×7) ·Z2を得る. したがって，この
定理の同型を得る. 2

6.6 E7の対合的自己同型写像 σ′による Spin(11), Spin(12)の分解

まず Spin(11)の分解を考察しよう．そこで Spin(11)に Spin(3)と同型な部分群を構成し
たい．そのために Spin(11)の部分群

((Spin(10))σ′
)F1(x) = {α ∈ Spin(10) |σ′α = ασ′, αF1(x) = F1(x)}

の群構造を調べることから始めよう．

†命題 6.6.1. ((Spin(10))σ′
)F1(x)

∼= Spin(2)

証明. Spin(10) ∼= (E6)E1(命題 5.2.4)，Spin(2) = U(1) = {ν ∈ C | (τν)ν = 1} と
する. 写像 ϕ2 : Spin(2) → ((Spin(10))σ′

)F1(x) を命題 5.2.2 の写像 ϕ2 とする．ϕ2(ν) ∈
((Spin(10))σ′

)F1(x) は明らかである. ϕ2 の全射を示そう. ((Spin(10))σ′
)F1(x) ⊂ (Spin(10))σ′

であるから, α ∈ ((Spin(10))σ′
)F1(x)に対して, α = φ(ν, β)を満たす ν ∈ Spin(2)，β ∈ Spin(8)

が存在する (命題 5.2.5). さらに, αF1(x) = F1(x), ϕ2(ν)F1(x) = F1(x)から βF1(x) = F1(x)
を得る. よって, 3対原理から β = (1, 1, 1)，または (1,−1,−1) = σとなる. よって, α = ϕ2(ν)，
または ϕ2(ν)σである. しかし, 後者の場合は, σ = ϕ2(−1)から, α = ϕ2(ν)ϕ2(−1) = ϕ2(−ν)
である. よって, ϕ2 は全射である. また Ker ϕ2 = {1} は容易である. したがって，群同型
Spin(2) ∼= ((Spin(10))σ′

)F1(x) を得る. 2

つぎに群 (E7)κ,µ の 2つの部分群

((E7)κ,µ)(0,E1,0,1) = {α ∈ (E7)κ,µ |α(0, E1, 0, 1) = (0, E1, 0, 1)},

((E7)κ,µ)(0,E1,0,1),(0,−E1,0,1) =
{

α ∈ (E7)κ,µ

∣∣∣∣ α(0, E1, 0, 1) = (0, E1, 0, 1),

α(0,−E1, 0, 1) = (0,−E1, 0, 1)

}
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を考察しよう．

†命題 6.6.2. (1) ((E7)κ,µ)(E1,0,1,0) = ((E7)κ,µ)(0,E1,0,1).

(2) ((E7)κ,µ)(E1,0,1,0),(E1,0,−1,0) = ((E7)κ,µ)(0,E1,0,1),(0,−E1,0,1).

証明. (1) α ∈ ((E7)κ,µ)(E1,0,1,0)に対して, α(0, E1, 0, 1) = αµ(E1, 0, 1, 0) = µα(E1, 0, 1, 0)
= µ(E1, 0, 1, 0) = (0, E1, 0, 1)を得る. よって, α ∈ ((E7)κ,µ)(0,E1,0,1). 逆は同様に証明できる.

(2) (1)と同様に証明される. 2

命題 6.6.3. ([56]) ((E7)κ,µ)(0,E1,0,1),(0,−E1,0,1) = (E6)E1(∼= Spin(10)).

証明. α ∈ E7 が α(0, E1, 0, 1) = (0, E1, 0, 1), α(0,−E1, 0, 1) = (0,−E1, 0, 1)を満たすな
らば, α(0, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 1), α(0, E1, 0, 0) = (0, E1, 0, 0) を得る. このはじめの条件から,
α ∈ E6 がわかる. さらに, つぎの条件から, α ∈ (E6)E1

∼= Spin(10)を得る. 写像 κ, µ が E1

を用いて定義されていることから，逆は自明である. 2

命題 6.6.4. ([45],[56]) ((E7)κ,µ)(0,E1,0,1)
∼= Spin(11).

証明. 11次元R-ベクトル空間 V 11 を

V 11 = {P ∈ PC |κP = P, µτλP = P, P × (0, E1, 0, 1) = 0}

=

{
P =

(  0 0 0
0 ξ x

0 x −τξ

 ,

 η 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, τη
) ∣∣∣∣∣ x ∈ C, ξ ∈ C, η ∈ iR

}

で定義し，ノルムを
(P, P )µ =

1
2
{µP, P} = (τη)η + xx + (τξ)ξ

で与える．SO(11) = SO(V 11)とする. よって, 群同型

((E7)κ,µ)(0,E1,0,1)/Z2
∼= SO(11), Z2 = {1, σ}

を得る. これより，((E7)κ,µ)(0,E1,0,1)は SO(11)の 2重被覆群として Spin(11)に同型である.
2

ここで Spin(11)の部分群

((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0) =

{
α ∈ (Spin(11))σ′

∣∣∣ α(0, F1(y), 0, 0) = (0, F1(y), 0, 0), y ∈ C
}

を考察しよう．

†補題 6.6.5. Lie群 ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0)の Lie環 ((spin(11))σ′

)(0,F1(y),0,0) は，つぎ
のようである：

((spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0)

=

{
Φ

(
i

 0 0 0
0 ε 0
0 0 −ε


∼

,

 0 0 0
0 ρ 0
0 0 τρ

 ,−τ

 0 0 0
0 ρ 0
0 0 τρ

 , 0
) ∣∣∣∣∣ ε ∈ R, ρ ∈ C

}
.
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特に，

dim(((spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0)) = 3

である．

†補題 6.6.6. ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0)/Spin(2) ≃ S2.

特に, ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0) は連結である.

証明. 3次元R-ベクトル空間W 3 を

W 3 = {P ∈ PC |κP = −P, µτλP = −P, σ′P = P, P × (E1, 0, 1, 0) = 0}

=

{
P =

(  iξ 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 η 0
0 0 −τη

 ,−iξ, 0
) ∣∣∣∣∣ ξ ∈ R, η ∈ C

}

で定義し，ノルムを

(P, P )µ = −1
2
{µP, P} = ξ2 + (τη)η　

で与える．このとき S2 = {P ∈ W 3 | (P, P )µ = 1} は 2 次元球面になる. そして，群

((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0)は S2に働く. この働きが推移的であることを示そう. そのためには,

任意の元 P ∈ S2 がある α ∈ (((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0))により αP = (−iE1, 0, i, 0) ∈ S2 と

なることを示すとよい. 任意の元

P =
(  iξ 0 0

0 0 0
も 0 0 0

 ,

 0 0 0
0 η 0
0 0 −τη

 ,−iξ, 0
)
∈ S2

に対して，tan 2a = − 2iξ

τη − η
を満たすa ∈ R, 0 ≤ a <

π

2
を選び (もし τη−η = 0ならば, a =

π

4
とする), P に α23(a) = α2(a)α3(a)(補題 4.4.11) = exp(Φ(0, a(E2 + E3),−a(E2 + E3), 0))
∈ (((Spin(11))σ′

)(0,F1(y),0,0))(補題 6.6.5)を施す. このときα23(a)P の ξ-項は−((cos 2a)(iξ)+
1
2
(sin 2a)(τη − η)) = 0となる. よって,

α23(a)P =
(
0,

 0 0 0
0 ζ 0
0 0 −τζ

 , 0, 0
)

= P1, ζ ∈ C, (τζ)ζ = 1.

(τζ)ζ = 1, ζ ∈ C から, ζ = eiθ, 0 ≤ θ < 2πとおくことができる. そこで ν = e−i θ
2 とおいて,

P1 に ϕ2(ν) ∈ ((Spin(10))σ′
)F1(x) (命題 6.6.1) (⊂ ((Spin(11)σ′

)(0,F1(x),0,0))を施すと,

ϕ2(ν)P1 = (0, E2 − E3, 0, 0) = P2

となる．さらに P2 に ϕ2(ei π
4 )を施すと

ϕ2(ei π
4 )P2 = (0, i(E2 + E3), 0, 0) = P3
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となる．再び P3 に α23(
π

4
)を施す. このとき

α23(
π

4
)P3 = (−iE1, 0, i, 0)

となり，この働きが推移的であることが示された．群 ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0)の (−iE1, 0, i, 0)

における固定化群が，((Spin(10))σ′
)F1(y) (命題 6.6.2(2), 6.6.3, 6.6.4) = Spin(2)(命題 6.6.1)

であるから，同相 ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0)/Spin(2) ≃ S2 を得る. Spin(2), S2が連結である

ことより，群 ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0) も連結である． 2

†命題 6.6.7. ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0)

∼= Spin(3).

証明. 群 ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0) は連結 (補題 6.6.6)であるから, 準同型写像

π : ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0) → SO(3) = SO(W 3), π(α) = α|W 3

が定義できる．Ker π = {1, σ} = Z2 は容易である. また dim(((spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0)) =

3 (補題 6.6.5) = dim(so(3))であるから, πは全射である. よって, 群同型

((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0)/Z2

∼= SO(3)

を得る. これより, ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0) は SO(3)の 2重被覆群として Spin(3)に同型で

ある. 2

以上の準備により標記の群 (Spin(11))σ′
の群構造を決定しよう．

†補題 6.6.8. Lie群 (Spin(11))σ′
の Lie環 (spin(11))σ′

は，つぎのようである：

(spin(11))σ′

=

{
Φ

(
D + i

 0 0 0
0 ε 0
0 0 −ε


∼

,

 0 0 0
0 ρ 0
0 0 τρ

 ,−τ

 0 0 0
0 ρ 0
0 0 τρ

 , 0
)

∣∣∣∣∣ D ∈ so(8), ε ∈ R, ρ ∈ C

}
.

特に，

dim((spin(11))σ′
) = 28 + 3 = 31

である．

†定理 6.6.9. (Spin(11))σ′ ∼= (Spin(3) × Spin(8))/Z2, Z2 = {(1, 1), (−1, σ)}.

証明. Spin(11) = ((E7)κ,µ)(0,E1,0,1) (命題 6.6.4), Spin(3) = ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0)　

(命題 6.6.7), Spin(8) = ((F4)E1)
σ′

(命題 4.3.4)⊂ ((E6)E1)
σ′

=(((E7)κ,µ)(E1,0,1,0),(E1,0,−1,0))σ′

⊂ (((E7)κ,µ)(E1,0,1,0))σ′
とする. 写像 φ :Spin(3) × Spin(8) → (Spin(11))σ′

を

φ(α, β) = αβ
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で定義する．φ(α, β) ∈ (Spin(11))σ′
である．ΦD = Φ(D, 0, 0, 0) ∈ spin(8), Φ3 ∈ spin(3) =

((spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0) (命題 6.6.7)に対して，[ΦD, Φ3] = 0より αβ = βαであるから，φ

は準同型写像である．また Ker φ = {(1, 1), (−1, σ)} = Z2 は容易である．(Spin(11))σ′
は連

結かつ dim(spin(3)⊕ spin(8)) = 3 (補題 6.5.5) + 28 = 31 = dim((spin(11))σ′
) (補題 6.6.8)で

あるから, φは全射である. よって，群同型 (Spin(3) × Spin(8))/Z2
∼= (Spin(11))σ′

を得る.
2

つぎに Spin(12)の分解を考えよう．そこで Spin(12)に Spin(4)と同型な部分群を構成し
たい．そのために Spin(12)の部分群

((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0) =

{
α ∈ (Spin(12))σ′

∣∣∣ α(0, F1(y), 0, 0) = (0, F1(y), 0, 0) , y ∈ C
}

を考察しよう．

†補題 6.6.10. Lie群 ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0) の Lie環 ((spin(12))σ′

)(0,F1(y),0,0) は，つ

ぎのようである：

((spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0)

=

{
Φ

(
i

 ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 ε3


∼

,

 0 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ3

 ,−τ

 0 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ3

 ,−3
2
iε1

)
∣∣∣∣∣ εi ∈ R, ε1 + ε2 + ε3 = 0, ρi ∈ C

}
.

特に，

dim(((spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0)) = 6

である．

†補題 6.6.11. ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0)/Spin(3) ≃ S3.

特に, ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0) は連結である.

証明. 4次元R-ベクトル空間W 4 を

W 4 = {P ∈ PC |κP = −P, µτλP = −P, σ′P = P}

=

{
P =

(  ξ 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 η 0
0 0 −τη

 , τξ, 0
) ∣∣∣∣∣ ξ, η ∈ C

}

で定義し，ノルムを

(P, P )µ = −1
2
{µP, P} = (τξ)ξ + (τη)η

で与える．このとき, S3 = {P ∈ W 4 | (P, P )µ = 1} は 3 次元球面になる. そして，群
((Spin(12))σ′

)(0,F1(y),0,0) は S3 に働く. この働きが推移的であることを示そう. そのため
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には, 任意の元 P ∈ S3 がある α ∈ ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0) により αP = (E1, 0, 1, 0) ∈ S3

となることを示せばよい. 任意の元

P =
(  ξ 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 η 0
0 0 −τη

 , τξ, 0
)
∈ S3

に対して，e2itξ ∈ iRであるような t ∈ Rを選び，P に α(t) (補題 6.4.15)を施すとき,

α(t)P = P1 ∈ S2 ⊂ S3

となる．群 ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0) (⊂ ((Spin(12))σ′

)(0,F1(y),0,0))は S2に推移的に働く (補
題 6.6.6)から, β ∈ ((Spin(11))σ′

)(0,F1(y),0,0) 存在して

βP1 = (−iE1, 0, i, 0) = P2

となる．再び，P2 に α(
π

4
)を施すと,

α(
π

4
)P2 = (E1, 0, 1, 0)

となり，この働きが推移的であることが示された．群 ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0)の (E1, 0, 1, 0)

における固定化群は ((Spin(11))σ′
)(0,F1(y),0,0) (命題 6.2.3, 6.6.2(1), 6.6.4) = Spin(3) (命題

6.6.7)であるから，同相 ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0)/Spin(3) ≃ S3 を得る. Spin(3), S3 が連結

であることより，群 ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0) も連結である． 2

†命題 6.6.12. ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0)

∼= Spin(4).

証明. 群 ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0) は連結 (補題 6.6.11)であるから, 準同型写像

π : ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0) → SO(4) = SO(W 4), π(α) = α|W 4

が定義できる．Ker π={1, σ}=Z2は容易である. また dim((spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0)) = 6 (補

題 6.6.10) = dim(so(4))であるから, πは全射である. よって, 群同型

((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0)/Z2

∼= SO(4)

を得る. これから, ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0) は SO(4)の 2重被覆群として Spin(4)に同型で

ある． 2

上の補題，命題を用いて標記の群 (Spin(12))σ′
の群構造を決定しよう.

†補題 6.6.13. Lie群 (Spin(12))σ′
の Lie環 (spin(12))σ′

は，つぎのようである：

(spin(12))σ′

=

{
Φ

(
D + i

 ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 ε3


∼

,

 0 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ3

 ,−τ

 0 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ3

 ,−i
3
2
ε1

)
∣∣∣∣∣ D ∈ so(8), εi ∈ R, ε1 + ε2 + ε3 = 0, ρi ∈ C

}
.
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特に
dim((spin(12))σ′

) = 28 + 6 = 34

である．

†定理 6.6.14. (Spin(12))σ′ ∼= (Spin(4) × Spin(8))/Z2, Z2 = {(1, 1), (−1, σ)}.

証明. Spin(12) = (E7)κ,µ(命題 6.2.3), Spin(4) = ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0)(命題 6.6.12),

Spin(8) = ((F4)E1)
σ′

(命題 4.3.4, 定理 4.5.1) ⊂ ((E6)E1)
σ′

= (((E7)κ,µ)(E1,0,1,0),(E1,0,−1,0))σ′

⊂ ((E7)κ,µ)σ′
とする. 写像 φ : Spin(4) × Spin(8) → (Spin(12))σ′

を

φ(α, β) = αβ

で定義する．φ(α, β) ∈ (Spin(12))σ′
は明らかである. ΦD = Φ(D, 0, 0, 0) ∈ spin(8), Φ4 ∈

spin(4) = ((spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0) (命題 6.6.12)に対して，[ΦD, Φ4] = 0であるから αβ = βα

を得る. よって, φは準同型写像である. Ker φ = {(1, 1), (−1, σ)} = Z2 は容易である．群
(Spin(12))σ′

が連結かつ dim(spin(4)⊕spin(8))=6(補題 6.5.10)+28=34 = dim((spin(12))σ′
)

(補題 6.6.13)であるから, φは全射である.したがって，群同型

　 (Spin(4) × Spin(8))/Z2
∼= (Spin(12))σ′

　

を得る. 2

6.7 E7の位数 3の自己同型写像による不動点部分群の決定

ここで群 E7 の 5種類の位数 3の自己同型写像とそれによる不動点部分群を決定しよう．

6.7.1 位数 3の自己同型写像 ι3 と部分群 (U(1) × E6)/Z3

U(1) = {θ ∈ C | (τθ)θ = 1}とし，写像 ϕ3 : U(1) → E7 を

ϕ3(θ)(X,Y, ξ, η) = (θ−1X, θY, θ3ξ, θ−3η)

で定義する．i ∈ U(1), ω = −1
2

+
√

3
2

i ∈ U(1)に対して,

ι = ϕ3(i), ι3 = ϕ3(ω)

とすると，ι, ι3 ∈ E7，ι2 = −1, ι3
3 = 1である.

命題 6.7.1-1. ([45],[56]) (E7)ι ∼= (U(1) × E6)/Z3, Z3 = {(1, 1), (ω, ϕ(ω2)), (ω2, ϕ(ω))}.

証明. 準同型写像 φ : U(1) × E6 → (E7)ι, φ(θ, β) = ϕ3(θ)β が命題の群同型を与える．2

ι3 に関する PC の C-固有空間 (PC)ωk , k = 0, 1, 2

(PC)1 = {P ∈ PC | ι3P = P} = {(0, 0, ξ, η) ∈ PC | ξ, η ∈ C},

(PC)ω = {P ∈ PC | ι3P = ωP} = {(0, Y, 0, 0) ∈ PC |Y ∈ JC},

(PC)ω2 = {P ∈ PC | ι3P = ω2P} = {(X, 0, 0, 0) ∈ PC |X ∈ JC}
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を考える．このとき，これらの空間は明らかに群 (E7)ι3 の作用で不変である．

†補題 6.7.1-2. α ∈ (E7)ι3 に対して, α(0, 0, 1, 0) = (0, 0, ξ, 0)であるような ξ ∈ U(1)が
存在する．

証明. (0, 0, 1, 0) ∈ (PC)1であるから, α(0,0,1,0) ∈ (PC)1である. α(0, 0, 1, 0) = (0, 0, ξ, η)
とおき，η ̸= 0であると仮定する．α(0, 0, 1, 0) × α(0, 0, 1, 0) = α((0, 0, 1, 0) × (0, 0, 1, 0))α−1

= 0となる. 一方, α(0, 0, 1, 0) × α(0, 0, 1, 0) = (0, 0, ξ, η) × (0, 0, ξ, η) = Φ(0, 0, 0,−3
4
ξη)であ

る. これより， ξη = 0を得るから，ξ = 0となる．よって，α(0, 0, 1, 0) = (0, 0, 0, η)である.
また，(0, E1, 0, 0) ∈ (PC)ω より, α(0, E1, 0, 0) ∈ (PC)ω である．α(0, E1, 0, 0) = (0, Y, 0, 0)
，Y ̸= 0とおく. α(0, 0, 1, 0) × α(0, E1, 0, 0) = α((0, 0, 1, 0) × (0, E1, 0, 0))α−1 = 0である. 一

方, α(0, 0, 1, 0) × α(0, E1, 0, 0) = (0, 0, 0, η) × (0, Y, 0, 0) = Φ(0, 0,−1
4
ηY, 0) ̸= 0である. こ

れは矛盾である. したがって， η = 0, すなわち, α(0, 0, 1, 0) = (0, 0, ξ, 0)である. 最後に,
|ξ|2 = ⟨(0, 0, ξ, 0), (0, 0, ξ, 0)⟩ = ⟨α(0, 0, 1, 0), α(0, 0, 1, 0)⟩ = ⟨(0, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 0)⟩ = 1から，
|ξ| = 1を得る． 2

補題 6.7.1-2から, これらのPC の C-ベクトル部分空間

{(X, 0, 0, 0) ∈ PC |X ∈ JC}, {(0, Y, 0, 0) ∈ PC |Y ∈ JC},

{(0, 0, ξ, 0) ∈ PC | ξ ∈ C}, {(0, 0, 0, η) ∈ PC | η ∈ C}

は群 (E7)ι3 の作用で不変であることが分かる．

上の命題を用いて標記の群 (E7)ι3 の群構造を決定しよう．

†定理 6.7.1-3. (E7)ι3 ∼= (U(1) × E6)/Z3, Z3 = {(1, 1), (ω, ϕ(ω2), (ω2, ϕ(ω)}.

証明. 上で述べたことから, α ∈ (E7)ι3 は ιと可換である．よって，(E7)ι3 ⊂ (E7)ι. 逆
に, (E7)ι = ϕ(U(1))E6 (命題 6.7.1-1)であるから，(E7)ι ⊂ (E7)ι3 は明らかである. よって，
(E7)ι3 = (E7)ι. すなわち，(U(1) × E6)/Z3

∼= (E7)ι3 を得る. 2

6.7.2 位数 3の自己同型写像 λ3 と部分群 S(U(1) × U(7))/Z2

C-線型同型写像 χ : PC → S(8, CC) = {Q ∈ M(8, CC) | tQ = −Q} をあらためて

χ(X,Y, ξ, η) = (k(gX − ξ

2
E))J + e1(k(g(γY ) − η

2
E))J

で定義する (6.2節参照)．また写像 φ : SU(8) → E7 もあらためて

φ(A)P = χ−1(Aχ(P )tA), P ∈ PC

で定義する (6.2節参照)．Aε = diag(ε, · · · , ε) ∈ SU(8), ε = − 1√
2

+
1√
2
e1, Aω1 = diag(ω1

−1,

ω1, · · · , ω1) ∈ SU(8), ω1 = −1
2

+
√

3
2

e1 とすると,

λγ = φ(Aε), λ3 = φ(Aω1)
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となり，λγ, λ3 ∈ E7, (λγ)2 = −1, λ3
3 = 1である.

命題 6.7.2-1. ([45],[56]) (E7)λγ ∼= SU(8)/Z2, Z2 = {E,−E}.

証明. 準同型写像 φ : SU(8) → (E7)λγ , φ(A)P = χ−1(Aχ(P )tA), P ∈ PC が命題の群同
型を与える (補題 6.2.6 参照)． 2

ここで λ3 のPC への作用は

λ3


X

Y

ξ

η

 =



γ̃3
−1(−1

2
X +

√
3

2
Y ) +

3
8
(tr(X) − ξ)E −

√
3

8
(tr(Y ) − η)E

γ̃3
−1(−1

2
Y −

√
3

2
X) +

3
8
(tr(Y ) − η)E +

√
3

8
(tr(X) − ξ)E

−1
2
ξ − 3

8
(tr(X) − ξ) +

√
3

8
η +

√
3

8
(tr(Y ) − η)

−1
2
η − 3

8
(tr(Y ) − η) −

√
3

8
ξ −

√
3

8
(tr(X) − ξ)


のようになる．ここに右辺の C-線型変換 γ̃3 : JC → JC は

γ̃3X = γ̃3

 ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 =

 ξ1 γ3(x3) γ3(x2)
γ3(x3) ξ2 γ3(x1)
γ3(x2) γ3(x1) ξ3


である．また，この右辺の C-線型変換 γ3 : CC → CC , CC = HC ⊕ HCe4 は γ3(a + be4) =
a + (ω1b)e4 である.

†補題 6.7.2-2. Lie群 (E7)λ3 の Lie環 (e7)λ3 は，つぎのようである：

(e7)λ3 = {Φ ∈ e7 |λ3Φ = Φλ3}

=
{

Φ(ϕ,A,−τA, 0)
∣∣∣

ϕ =δ+

 0 s3 −s2

−s3 0 s1

s2 −s1 0


∼

+2i

 0 (e1b3)e4 (e1b2)e4

(e1b3)e4 0 (e1b1)e4

(e1b2)e4 (e1b1)e4 0


∼

,

A =

 µ1 a3 + ib3e4 a2 + ib2e4

a3 + ib3e4 µ2 a1 + ib1e4

a2 + ib2e4 a1 + ib1e4 µ3

 ,

δ ∈ (d)γ3 = ((e6)γ3)E1,E2,E3 , sk, ak, bk ∈ H, µk ∈ R
}

.

特に，
dim((e7)γ3) = 10 + 4 × 3 + 4 × 3 + (4 × 3 + 3) = 49

である．

[参考] dim((d)γ3) = 10の決定において，つぎの群同型の結果を用いるのでここに記して
おく．

((E6)γ3)E1,E2,E3
∼= (U(1)×Sp(1)×Sp(1)×Sp(1))/Z2, Z2 = {(1, 1, 1, 1)), (−1,−1,−1,−1)}.
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以上の準備より標記の群 (E7)λ3 の群構造を決定しよう．

†定理 6.7.2-3. (E7)λ3 ∼= S(U(1) × U(7))/Z2,Z2 = {E,−E}.

証明. 準同型写像 φ7 : S(U(1)×U(7)) → (E7)λ3 を写像 φ(命題 6.6.2-1)の制限写像として
定義する．φ7(A) ∈ (E7)λ3 は容易である. (E7)λ3 は連結かつ dim((e7)λ3) = 49 (命題 6.7.2-2)
= dim(s(u(1) ⊕ u(7)))であるから, φ7 は全射である. Kerφ7 = {E,−E}も容易である (命題
6.6.2-1). よって，群同型 S(U(1) × U(7))/Z2

∼= (E7)λ3 を得る. 2

6.7.3 位数 3の自己同型写像 σ3 と部分群 (SU(2) × Spin(2) × Spin(10))/Z4

Spin(2) = {a ∈ C4 | aa = 1}(∼= U(1))とし，写像D : Spin(2) → E7 を

Da(X,Y, ξ, η) = (DaX,DaY, ξ, η)

で定義する．ここに右辺の C-線型変換Da : JC → JC は

DaX = Da

 ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 =

 ξ1 x3a x2a

ax3 ξ2 ax1a

ax2 ax1a ξ3


である．このとき −1 ∈ Spin(2), ω4 = −1

2
+

√
3

2
e4 ∈ Spin(2)に対して，

σ = D−1, σ3 = Dω4

であり，σ, σ3 ∈ E7, σ2 = 1, σ3
3 = 1となる.

あらたに群 Spin1(10)を

Spin1(10) = {α ∈ Spin(12) |α(F1(s), 0, 0, 0) = (F1(s), 0, 0, 0), s ∈ C4}

=
{

α ∈ Spin(12)

∣∣∣∣∣ α(F1(1), 0, 0, 0) = (F1(1), 0, 0, 0),
α(F1(e4), 0, 0, 0) = (F1(e4), 0, 0, 0)

}
で定義する．10次元R-ベクトル空間 V 10 を

V 10 =
{

P ∈ PC

∣∣∣∣∣ κP = P, µτλP = P,

P × (F1(1), 0, 0, 0) = 0, P × (F1(e4), 0, 0, 0) = 0

}

=
{

P =
( 0 0 0

0 ξ t

0 t̄ τ ξ

 ,

 η 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, τη
) ∣∣∣∣ t ∈ (C4

⊥)C , ξ, η ∈ C

}

で定義するとき，Spin1(10)は SO(10) = SO(V 10)の 2重被覆群になる．ここに (C4
⊥)C は

CC での内積 (x, y) =
1
2
(xy + yx))関するC4

C の直交補空間を表す．

この Spin1(10)はこれまでの Spin(10)(命題 6.6.3) :

Spin(10) =
{

α ∈ Spin(12)

∣∣∣∣∣ α(0, E1, 0, 1) = (0, E1, 0, 1),
α(0,−E1, 0, 1) = (0,−E1, 0, 1)

}
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に同型である．実際, a ∈ Cに対して,

δ(a) = expΦ(0, iF1(a), iF1(a), 0), γ(a) = expΦ(0, F1(a),−F1(a), 0)

と定義し, ρ = δ(
π

4
e4) γ(

π

4
) ∈ Spin(12) ⊂ E7 とおくとき，Spin1(10) = ρ−1Spin(10)ρ を

得る.

ここで群 (E7)σ3 = {α ∈ E7 |σ3α = ασ3} の群構造を決定しよう．そのために，PC の 2つ
の C-ベクトル部分空間 (PC)σ3 , ((P

C)σ3)
⊥ を考える:

(PC)σ3 = {P ∈ PC |σ3P = P}

=
{( ξ1 0 0

0 ξ2 s

0 s ξ3

 ,

 η1 0 0
0 η2 t

0 t η3

 , ξ, η
) ∣∣∣ ξk, ηk, ξ, η ∈ C,

s, t ∈ (C4
⊥)C

}
,

((PC)σ3)
⊥ = {P ∈ PC | ⟨P, P ′⟩ = 0, P ′ ∈ (PC)σ3}

=
{( 0 x3 x2

x3 0 m

x2 m 0

 ,

 0 y3 y2

y3 0 n

y2 n 0

 , 0, 0
) ∣∣∣ xk, yk ∈ CC ,m, n ∈ C4

C

}
.

このとき群 (E7)σ3 の作用でPC = (PC)σ3 ⊕ ((PC)σ3)
⊥, (PC)σ3 , ((P

C)σ3)
⊥ はそれぞれ不変

である．またPC の C-ベクトル部分空間 (PC)0 を

(PC)0 = {(F1(m), F1(n), 0, 0) |m,n ∈ C4
C}

で定義する．

†補題 6.7.3-1. (PC)0 は (E7)σ3 の作用のもとで不変である.

証明. Lie群 (E7)σ3 の Lie環 (e7)σ3 は

(e7)σ3 = {Φ ∈ e7 |σ3Φ = Φσ3}

= {Φ(ϕ,A,−τA, ν) ∈ e7 |ϕ ∈ (e6)σ3 , A ∈ (JC)σ3 , ν ∈ iR}

で与えられる. ここに (e6)σ3 = {ϕ ∈ e6 |σ3ϕ = ϕσ3}, (JC)σ3 = {A ∈ JC |σ3A = A}である.
Φ(ϕ,A,−τA, ν) ∈ (e7)σ3 と (F1(m), F1(n), 0, 0) ∈ (PC)0 に対して, Φ(ϕ, A,−τA, ν)(F1(m),
F1(n), 0, 0) = (F1(m′), F1(n′), 0, 0) ∈ (PC)0 を得る. よって, (E7)σ3 が連結であるから，
α ∈ (E7)σ3 とすると α(F1(m), F1(n), 0, 0)＝ (F1(m′′), F1(n′′), 0, 0) ∈ (PC)0 を得る. 2

†補題 6.7.3-2. Da, a ∈ Spin(2)と δ ∈ Spin(10)は可換である.

証明. δDa と τλは可換であるから, Daδ = δDa を示すためには

DaδP = δDaP, P = (X, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0)

が成り立つことを示せば十分である．そこで

δDa(E2, 0, 0, 0) = δ(E2, 0, 0, 0) = (ξE2 − τξE2 + F1(t), ηE1, 0, τη) (ξ, η ∈ C, t ∈ (C4
⊥)C).
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一方，

Daδ(E2, 0, 0, 0) = Da(ξE2 − τξE3 + F1(t), ηE1, 0, τη)

= (ξE2 − τξE3 + F1(ata), ηE1, 0, τη)

= (ξE2 − τξE3 + F1(t), ηE1, 0, τη)

となり δDa(E2, 0, 0, 0) = Daδ(E2, 0, 0, 0)を得る. 同様に δDa(E3, 0, 0, 0) = Daδ(E3, 0, 0, 0)
も得る. また

δDa(iE1, 0,−i, 0) = δ(iE1, 0,−i, 0) = δτλ(0,−iE1, 0, i)

= τλδ(0,−iE1, 0, i) = τλ(ξE2 − τξE3 + F1(t), ηE1, 0, τη)

(ξ, η ∈ C, t ∈ (C4
⊥)C). 一方,

Daδ(iE1, 0,−i, 0) = Daδτλ(0,−iE1, 0, i) = τλDaδ(0,−iE1, 0, i)

= τλDa(ξE1 − τξE3 + F1(t), ηE1, 0, τη)

= τλ(ξE1 − τξE3 + F1(ata), ηE1, 0, τη)

= τλ(ξE1 − τξE3 + F1(t), ηE1, 0, τη)

となる．よって，δDa(iE1, 0,−i, 0) = Daδ(iE1, 0,−i, 0)．すなわち, δDa(E1, 0,−1, 0) = Daδ

(E1, 0,−1, 0)を得る. 同様に，δDa(E1, 0, 1, 0) = Daδ(E1, 0, 1, 0)も得る. よって，

δDa(E1, 0, 0, 0) = Daδ(E1, 0, 0, 0), δDa(0, 0, 1, 0) = Daδ(0, 0, 1, 0)

を得る．つぎに z ∈ CC に対して,

δDa(F1(z), 0, 0, 0) = δ(F1(aza), 0, 0, 0)

= δ(F1(a2s + t), 0, 0, 0) (z = s + t ∈ C4
C ⊕ (C4

⊥)C = CC)

= (F1(a2s), 0, 0, 0) + δ(F1(t), 0, 0, 0)

= (F1(a2s), 0, 0, 0) + (ξE2 − τξE3 + F1(t′), ηE1, 0, τη) (t′ ∈ (C4
⊥)C)

である．一方,

Daδ(F1(z), 0, 0, 0) = Daδ(F1(s + t).0, 0, 0)

= Da((F1(s), 0, 0, 0)) + δ(F1(t), 0, 0, 0))

= (F1(a2s), 0, 0, 0) + Da(ξE2 − τξE3 + F1(t′), ηE1, 0, τη)

= (F1(a2s), 0, 0, 0) + (ξE2 − τξE3 + F1(t′), ηE1, 0, τη)

である．また

δDa(F2(z), 0, 0, 0) = δ(F2(az), 0, 0, 0)
= δ((F1(1), 0, 0, 0) × (F1(z), 0, 0, 0))(0, 4F1(a), 0, 0))
= δ((F1(1), 0, 0, 0) × (F2(z), 0, 0, 0))δ−1δ(0, 4F1(a), 0, 0)
= (δ(F1(1), 0, 0, 0) × δ(F2(z), 0, 0, 0))(0, 4F1(a), 0, 0)
= ((F1(1), 0, 0, 0) × (F1(x2) + F3(x3), F2(y2) + F3(y3), 0, 0))(0, 4F1(a), 0, 0)

= Φ(−1
2
(F1(1) ∨ F2(y2) + F1(1) ∨ F3(y3)), 0,

1
4
(F3(x2) + F2(x3)), 0)(0, 4F1(a), 0, 0)

= (F2(ax2) + F3(x3a), F2(ay2) + F3(y3a), 0, 0) (xk, yk ∈ CC)
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となる．一方,

Daδ(F2(z), 0, 0, 0) = Da(F2(x2) + F3(x3), F2(y2) + F3(y3), 0, 0)

= (F2(ax2) + F3(x3a), F2(ay2) + F3(y3a), 0, 0)

となり δDa(Fk(z), 0, 0, 0) = Daδ(Fk(z), 0, 0, 0), k = 1, 2 を得る．同様に δDa(F3(z), 0, 0, 0)
= Daδ(F3(z), 0, 0, 0)を得る. 以上より任意の元 P ∈ PC に対して，δDaP = DaδP でとなる，

すなわち, δDa = Daδ得る. 2

†補題 6.7.3-3. β ∈ (Spin(12))σ3 = {α ∈ Spin(12) |σ3α = ασ3}に対して,

β(F1(1), 0, 0, 0) = (F1(s), 0, 0, 0), β(F1(e4), 0, 0, 0) = (F1(e4s), 0, 0, 0)

を満たす s ∈ C4, |s| = 1 が存在する．

証明. 2次元R-ベクトル空間を

V 2 = {P ∈ PC |κP = P, µτλP = P, ⟨P, P ′⟩ = 0, P ′ ∈ (PC)σ3}

= {P = (F1(s), 0, 0, 0) ∈ PC | s ∈ C4}

で定義する．(Spin(12))σ3 は V 2 に働くから, β ∈ (Spin(12))σ3 に対して，β(F1(1), 0, 0, 0)

= (F1(s), 0, 0, 0)であるような s ∈ C4 が存在する．よって，ω4 = −1
2

+
√

3
2

e4 に対して，

β(F1(ω4), 0, 0, 0) = β(F1(ω4
21ω4

2), 0, 0, 0) = βσ3σ3(F1(1), 0, 0, 0)

= σ3σ3β(F1(1), 0, 0, 0) = σ3σ3(F1(s), 0, 0, 0)

= (F1(ω4s), 0, 0, 0) · · · (1).

となる．同様に β(F1(ω4), 0, 0, 0) = (F1(ω4s), 0, 0, 0) · · · (2)となる．よって，(1) − (2)より,
β( F1(e4), 0, 0, 0) = (F1(e4s), 0, 0, 0) を得る. また |s| = 1 は，⟨βP, βP ⟩ = ⟨P, P ⟩, P =
(F1(1), 0, 0, 0) ∈ PC から得られる． 2

† 補題 6.7.3-4. ϕ(SU(2)), Spin(2), Spin(10) は群 (E7)σ3 の部分群である. ここに写像
ϕ : SU(2) → E7 は，命題 6.2.4の ϕ1 である．

証明. ϕ(SU(2)) ⊂ (E7)σ3 は容易である．σ3 = Dω4 ∈ Spin(2) であるから, Spin(2) ⊂
(E7)σ3 である. また δ ∈ Spin(10)は σ3δ = δσ3 を満たす (補題 6.7.3-2)ので，Spin(10)　 ⊂
(E7)σ3 である. 2

以上の準備により標記の群 (E7)σ3 の群構造を決定しよう．

†定理 6.7.3-5. (E7)σ3 ∼= (SU(2)× Spin(2)× Spin(10))/Z4, Z4 = {(E, 1, 1), (E,−1, σ),
(−E, e4, ϕ(−E)D−e4), (−E,−e4, ϕ(−E)De4)}.

証明. 写像 φ : SU(2) × Spin(2) × Spin(10) → (E7)σ3 を

φ(A, a, δ) = ϕ(A)Daδ
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で定義する．φ(A, a, δ) ∈ (E7)σ3 は明らかである（補題 6.6.3-5）．また ϕ(A), A ∈ SU(2)と
δ ∈ Spin(10) ⊂ Spin(12)は可換（命題 6.2.5）．Daδ = δDa は自明であり（補題 6.7.3-2），
ϕ(A)Da = Daϕ(A)は直接計算によって確かめられる．よって， φ は準同型写像である. そ
こで φの全射を示そう. 群 (E7)σ3 の作用により (PC)σ3 , (P

C)0, {(F2(x2) + F3(x3), F2(y2) +
F3(y3), 0, 0) | xk, yk ∈ CC}は不変である (補題 6.7.3-1)から，(E7)σ3 ⊂ (E7)σを得る. よって,
α ∈ (E7)σ3 に対して, α = ϕ(A)β (命題 6.2.5)を満たす A ∈ SU(2), β ∈ Spin(12)が存在す
る. σ3α = ασ3 から, β ∈ (Spin(12))σ3 を得る. よって，補題 6.7.3-3から, β(F1(1), 0, 0, 0) =
(F1(s), 0, 0, 0), β(F1(e4), 0, 0, 0) = (F1(e4s), 0, 0, 0) であるような s ∈ C4, |s| = 1 が存在す
る. そこで，a2 = s を満たす a ∈ C4 を選び，δ = Da

−1β とおくと, δ(F1(1), 0, 0, 0) =
(F1(1), 0, 0, 0)，δ(F1(e4), 0, 0, 0) = (F1(e4), 0, 0, 0)となる, すなわち, δ ∈ Spin(10)を得る. 以
上から，α = ϕ(A)Daδ,A ∈ SU(2), a ∈ Spin(2), δ ∈ Spin(10)となるので，φは全射である.
また

Kerφ = {(E, 1, 1), (E,−1, σ), (−E, e4, ϕ(−E)D−e4), (−E,−e4, ϕ(−E)De4)} = Z4

は容易である. したがって，群同型 (SU(2) × Spin(2) × Spin(10))/Z4
∼= (E7)σ3 を得る. 2

6.7.4 位数 3の自己同型写像 σ3
′ と部分群 (U(1) × Spin(12))/Z2

U(1) = {θ ∈ C | (τθ)θ = 1}とし，写像 ϕ : U(1) → E7 を

ϕ(θ)
( ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 ,

 η1 y3 y2

y3 η2 y1

y2 y1 η

 , ξ, η
)

=
( θξ1 x3 x2

x3 θ−1ξ2 θ−1x1

x2 θ−1x1 θ−1ξ3

 ,

 θ−1η1 y3 y2

y3 θη2 θy1

y2 θy1 θη3

 , θξ, θ−1η
)

で定義する．このとき，ϕ(θ) ∈ E7 である. 実際, U(1) =
{(

θ 0
0 τθ

)
| θ ∈ C, (τθ)θ = 1

}
を SU(2)の部分群とみなすとき, この ϕは ϕ1 : SU(2) → E7（命題 6.2.4)の制限写像である.

ω = −1
2

+
√

3
2

i ∈ U(1)に対して,
σ3

′ = ϕ(ω)

とおくとき，σ3
′ ∈ E7，(σ3

′)3 = 1である.

†補題 6.7.4-1. ϕ(U(1)), Spin(12)は (E7)σ3
′
の部分群である.

証明. σ3
′ = ϕ(ω)であるから, 群 ϕ(U(1))は (E7)σ3

′
の部分群である. つぎに命題 6.2.5か

ら, ϕ(A), A ∈ SU(2)と元 β ∈ Spin(12)可換であるから，ϕ(θ)β = βϕ(θ), θ ∈ U(1) ⊂ SU(2)
となる. よって，σ3

′β = βσ3
′，すなわち, Spin(12) ⊂ (E7)σ3

′
. 2

つぎの定理のために，PC の 2つの C-ベクトル部分空間 (PC)σ3′ , ((PC)σ3′)⊥ を
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(PC)σ3′ = {P ∈ PC |σ3
′P = P}

=
{( 0 x3 x2

x3 0 0
x2 0 0

 ,

 0 y3 y2

y3 0 0
y2 0 0

 , 0, 0
)
|xk, yk ∈ CC

}
,

((PC)σ3′)⊥ = {P ∈ PC | ⟨P, P ′⟩ = 0, P ′ ∈ (PC)σ3′}

=
{( ξ1 0 0

0 ξ2 x1

0 x1 ξ3

 ,

 η1 0 0
0 η2 y1

0 y1 η3

 , ξ, η
) ∣∣∣∣ ξk, ηk, ξ, η ∈ C,

x1, y1 ∈ CC

}

で定義すると，(PC)σ3′ , ((PC)σ3′)⊥は (E7)σ3
′
の作用によりそれぞれ不変である.　またPC =

(PC)σ3′ ⊕ ((PC)σ3′)⊥ である．

以上の準備より標記の群 (E7)σ3
′
の群構造を決定しよう．

†定理 6.7.4-2. (E7)σ3
′ ∼= (U(1) × Spin(12))/Z2, Z2 = {(1, 1), (−1,−σ)}.

証明. 写像 φ : U(1) × Spin(12) → (E7)σ3
′
を

φ(θ, β) = ϕ(θ)β

で定義する．補題 6.6.4-1から φ(θ, β) ∈ (E7)σ3
′
である．ϕ(θ), θ ∈ U(1)と元 β ∈ Spin(12)

は可換であるから (補題 6.2.5), φ は準同型写像である. φ が全射であることを示そう. そ
こで，(PC)σ3′ , ((PC)σ3′)⊥ は群 (E7)σ3

′
の作用で不変であるから, α ∈ (E7)σ3

′
と σ は可

換である, すなわち, (E7)σ3
′ ⊂ (E7)σ である. よって, α ∈ (E7)σ3

′
に対して, α = ϕ(A)β

を満たす A ∈ SU(2), β ∈ Spin(12) が存在す (命題 6.2.5). また σ3
′α = ασ3

′，すなわち,

σ3
′ϕ(A) = ϕ(A)σ3

′ から, A =

(
a 0
0 τa

)
, a ∈ U(1) を得る．よって，φ は全射である.

Kerφ = {(1, 1), (−1,−σ)} = Z2 は容易である．したがって，群同型

(U(1) × Spin(12))/Z2
∼= (E7)σ3

′

を得る. 2

6.7.5 位数 3の自己同型写像 w3 と部分群 (SU(3) × SU(6))/Z3

A. Borel, J. de Siebenthal はコンパクト単純 Lie群Gの最大階数の極大部分群の分類をし，
群 E7は A2 ⊕A5型の階数 7の極大部分群をもつことを示した. その後，横田により位数 3の
自己同型写像 w3の不動点部分群 (E7)w3 として，その群は実現された. 詳細はその論文 ([50])
に譲るとして，ここでは，その概要を述べることとする.

C-線型変換 w3 : PC → PC を

w3(X,Y, ξ, η) = (w3X,w3Y, ξ, η),
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で定義する．ここに右辺の C-線型変換 w3 : JC → JC は

w3X = w3

 ξ1 x3 x2

x3 ξ2 x1

x2 x1 ξ3

 =

 ξ1 w3(x3) w3(x2)
w3(x3) ξ2 w3(x1)
w3(x2) w3(x1) ξ3


であり，また C-線型変換 w3 : CC → CC , CC = C4

C ⊕ ((C4)3)C を w3(a + m) = a + ω4m

で定義する. このとき， w3 ∈ E7，w3
3 = 1である.

ω = −1
2

+
√

3
2

e4 とする．このとき，つぎの定理を得る．

定理 6.7.5-1. ([50]) (E7)w3 ∼= (SU(3) × SU(6))/Z3, Z3 = {(E,E), (ωE, ωE), (ω2E,

ω2E)}.

6.8 E7型Lie環 g = e7
C の 3-gradedの分解とその gevの群実現

複素 Lie環 e7
C において, 3-graded分解の特性元を

Z = Φ(i(−2G23 + G45 + G67), 0, 0, 0)

とする．

†定理 6.8.1. adZ, Z = Φ(i(−2G23 + G45 + G67), 0, 0, 0)に関する複素 Lie環 e7
C の 3-

graded分解は，つぎのようである：

e7
C = g−3 ⊕ g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0 ⊕ g1 ⊕ g2 ⊕ g3

ここに

g0 =


iG01, iG23, iG45, iG67, G46 + G57, i(G47 − G56),

Ãk(1), iÃk(e1), (E1 − E2)∼, (E2 − E3)∼, F̃k(1), iF̃k(e1)

Ěk, Êk, F̌k(1), iF̌k(e1), F̂k(1), iF̂k(e1), k = 1, 2, 3, 1

 39

g−1 =



G04 + iG05, G06 + iG07, iG14 − G15, iG16 − G17,

(2G15 + G26 − G37) − i(2G14 + G27 + G36),

(2G17 − G24 + G35) − i(2G16 − G25 − G34),

Ãk(e4 + ie5), Ãk(e6 + ie7), F̃k(e4 + ie5), F̃k(e6 + ie7),

F̌k(e4 + ie5), F̌k(e6 + ie7), F̂k(e4 + ie5), F̂k(e6 + ie7), k = 1, 2, 3


30

g−2 =


G02 − iG03, iG12 + G13,

(−2G13 + G46 − G57) − i(2G12 − G47 − G56),

Ãk(e2 − ie3), F̃k(e2 − ie3), F̌k(e2 − ie3), F̂k(e2 − ie3), k = 1, 2, 3


15

g−3 =
{

(G24 + G35) + i(G25 − G34), (G26 + G37) + i(G27 − G36)
}

2

g1 = τ(g−1)τ, g2 = τ(g−2)τ, g3 = τ(g−3)τ
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複素 Lie群 G2
C , F4

C , または E6
C ([52])で示したように

γ = exp
2πi

2
Z

である．そこで，(e7C)ev = (e7C)−2 ⊕ (e7C)0 ⊕ (e7C)2 = (e7C)γ であることより, その群化で
ある群

(E7
C)ev = (E7

C)
γ

= {α ∈ E7
C | γα = αγ}

の群構造を決定したい．それは定理 6.8.11の結果の群同型

(E7
C)γ ∼= (SL(2, C) × Spin(12, C))/Z2

である．この節においては，この定理を証明することを目的にする．そのために, 群 (E7
C)γ

の部分群として SL(2, C)と Spin(12, C)に同型な群を見つけなければならない. SL(2, C)に
関しては, 準同型写像 φ2 : Sp(1,HC) × Sp(1, HC) → G2

C を用いて SL(2, C)と同型な群

Sp(1, HC) = {φ2(p, 1) | p ∈ Sp(1, HC)}　

を考える. また Spin(12, C)に関しては,

(E7
C)ε1,ε2 = {α ∈ E7

C | ε1α = αε1, ε2α = αε2}

を考える．ここに
ε1 = φ2(e1, 1), ε2 = φ2(e2, 1)

で定義する．このとき ε1, ε2 ∈ (G2)C ⊂ (F4)C ⊂ (E6)C ⊂ (E7)C である．
ε1

2 = γであるから, もし α ∈ E7
C が ε1α = αε1を満たすならば, γα = αγは自動的に成り立

つので，(E7
C)ε1,ε2 は (E7

C)γ の部分群である. (E7
C)ε1,ε2 ∼= Spin(12, C)は命題 6.8.8で証明

される. 群 (E7
C)ε1,ε2 の連結性を示すために, つぎの群系列を考える：

(E7
C)ε1,ε2 ⊃ ((E7

C)ε1,ε2)1̇ ⊃ (E6
C)ε1,ε2 .

この群系列の連結性が順に明らかになる. まず群 (E6
C)ε1,ε2 の考察から始めよう.

†命題 6.8.2. (E6
C)ε1,ε2 ∼= SU∗(6, CC).

特に，(E6
C)ε1,ε2 は連結である．

証明. SU∗(6, CC) = {A ∈ M(6, CC) | JA = AJ,detA = 1}, J = diag(J, J, J), J =(
0 1
−1 0

)
をとる. 準同型写像 φ6 : Sp(1, HC) × SU∗(6,CC) → (E6

C)γ を

φ6(p,A)(M + n) = (k−1A)M(k−1A)∗ + pn(k−1A)−1,

M + n ∈ J(3, HC) ⊕ (HC)3 = JC

で定義する．ここに k : M(3,HC) → M(6,CC) を k
(
(a + be2)

)
=

( (
a b

−b a

) )
, a, b ∈

CC である. このとき， φ6 は群同型 (E6
C)γ ∼= (Sp(1, HC) × SU∗(6, CC)) /Z2, Z2 =
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{(1, E), (−1,−E)}を与える ([45],[56]). 写像 φ6,r : SU∗(6,CC) → (E6
C)ε1,ε2 を

φ6,r(A) = φ6(1, A)

で定義すると，上の写像 φ6 : Sp(1, HC) × SU∗(6,CC) → E6
C の制限写像になっている.

φ6,r ∈ (E6
C)ε1,ε2 であること，(E6

C)ε1,ε2 が準同型写像であることは容易である. φ6,r の全射

を示そう. α ∈ (E6
C)ε1,ε2 ⊂ (E6

C)γに対して, p ∈ Sp(1, HC)とA ∈ SU∗(6, CC)が存在して，
α = φ6(p,A)を満たす. 条件 εkα = αεk, k = 1, 2から, α = φ6(1, A)または α = φ6(−1, A)が
分かる. 後者の場合は, α = φ6(−1, A) = φ6(1,−A) = φ6,r(−A)であるから，φ6,r は全射で

ある. Ker φ6,r = {E}は容易である. よって，群同型 SU∗(6, CC) ∼= (E6
C)ε1,ε2 を得る. した

がって，写像 φ6,r が連続で，群 SU∗(6, CC)が連結であることから，群 (E6
C)ε1,ε2 の連結性

が分かる． 2

†補題 6.8.3. ([56]) Lie群 E7
C の Lie環 e7

C は，つぎのように与えられる：

e7
C = {Φ(ϕ,A,B, ν) |ϕ ∈ e6

C , A,B ∈ JC , ν ∈ C}.

また Lie群 (E7
C)ε1,ε2 , ((E7

C)ε1,ε2)1̇の Lie環 (e7C)ε1,ε2 , ((e7C)ε1,ε2)1̇は，それぞれつぎのよ
うである：

(1) (e7C)ε1,ε2 =

{
Φ(D + S̃ + T̃ , A,B, ν) ∈ e7

C

∣∣∣∣∣

D =



0 d01 d02 d03 0 0 0 0
−d01 0 d12 d13 0 0 0 0
−d02 −d12 0 d23 0 0 0 0
−d03 −d13 −d23 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 d1 d2 d3

0 0 0 0 −d1 0 d3 −d2

0 0 0 0 −d2 −d3 0 d1

0 0 0 0 −d3 d2 −d1 0


∈ so(8, C),

S =

 0 s3 −s2

−s3 0 s1

s2 −s1 0

 , sk ∈ HC , T ∈ J(3, HC), tr(T ) = 0, A,B ∈ J(3, HC), ν ∈ C

}
.

特に,
dimC((e7C)ε1,ε2) = 9 + 12 + 14 + 15 × 2 + 1 = 66

である.

(2) ((e7C)ε1,ε2)1̇ = {Φ(D + S̃ + T̃ , A,B, ν) ∈ (e7C)ε1,ε2 |B = 0, ν = 0}.
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Freudenthal多様体MC は，つぎのように定義される：

MC = {P ∈ PC |P × P = 0, P ̸= 0}

=
{

P = (X,Y, ξ, η) ∈ PC
∣∣∣ X ∨ Y = 0, X × X = ηY, Y × Y = ξX,

(X,Y ) = 3ξη, P ̸= 0

}
.

そこで，つぎの命題のためにMC の部分多様体 (MC)ε1,1̇ を

(MC)ε1,1̇ = {P ∈ PC |P × P = 0, ε1P = P, {1̇, P} = 1}

=

{
P = (X,Y, ξ, η) ∈ PC

∣∣∣∣∣
X ∨ Y = 0, X × X = ηY, Y × Y = ξX,

(X,Y ) = 3ξη, X, Y ∈ J(3, HC),

{1̇, P} = 1

}

= { (X,X × X, detX, 1) |X ∈ J(3, HC), X ∨ (X × X) = 0}

で定義する．

†命題 6.8.4. ((E7
C)ε1,ε2)1̇/(E6

C)ε1,ε2 ≃ (MC)ε1,1̇.

特に, ((E7
C)ε1,ε2)1̇ は連結である.

証明. 群 ((E7
C)ε1,ε2)1̇ は，(MC)ε1,1̇ に働く. この働きが推移的であることを示そう. そ

のためには, 任意の元 P ∈ (MC)ε1,1̇ がある元 α ∈ ((E7
C)ε1,ε2)1̇ によって 1. = (0, 0, 0, 1) ∈

(MC)ε1,1̇ に移されることを示せばよい．そこで P = (X,X ×X, detX, 1) ∈ (MC)ε1,1̇に対し

て, Φ(0, X, 0, 0) ∈ ((e7C)ε1,ε2)1̇ (補題 6.8.3 (2))である. よって，α(X) = expΦ(0, X, 0, 0) ∈
(((E7

C)ε1,ε2)1̇)
0 である. 1. に α(X)を施すと, α(X)1. = (X,X × X, detX, 1)を得る. よって，

これはこの働きが推移的で示している. (MC)ε1,1̇ = (((E7
C)ε1,ε2)1̇)

01. であるから, (MC)ε1,1̇

は連結 である. また，1. における ((E7
C)ε1,ε2)1̇の固定化群は (E6

C)ε1,ε2 である．よって，同

相 ((E7
C)ε1,ε2)1̇/(E6

C)ε1,ε2 ≃ (MC)ε1,1̇ を得る. これより，(MC)ε1,1̇, (E6
C)ε1,ε2 が連結であ

るから (命題 6.7.2), ((E7
C)ε1,ε2)1̇ も連結である. 2

†補題 6.8.5. Φ(0, 0, B, ν), B ∈ J(3, HC), ν ∈ C に対して，Y ∈ J(3, HC)，ξ ∈ C, ξ ̸= 0
が存在して

(exp Φ(0, 0, B, ν))1̇ =
(1

ξ
(Y × Y ), Y, ξ,

1
ξ2

(detY )
)
.

を満たす．逆もまた正しい．

証明. 直接計算によって

(expΦ(0, 0, B, ν))1̇ =



(eν − 2e
ν
3 + e−

ν
3 )

9
4ν2

(B × B)

(eν − e
ν
3 )

3
2ν

B

eν

((eν − e−ν) − 3(e
ν
3 − e−

ν
3 ))

27detB
8ν3


∈ PC
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を得る．(ν = 0の場合は, ν = 0を lim
ν→0
で置き換える.) いま， Y = (eν −e

ν
3 )

3
2ν

B, ξ = eν (∗)
とおくとき,

(exp Φ(0, 0, B, ν))1̇ =
(1

ξ
(Y × Y ), Y, ξ,

1
ξ2

(detY )
)

である．
逆に P =

(1
ξ

(Y × Y ), Y, ξ,
1
ξ2

(detY )
)
に対して, 上の (∗)を満たす B ∈ J(3, HC)，ν ∈ C

を選ぶことができる．このとき (expΦ(0, 0, B, ν)) 1̇ = P を得る. 2

また命題 6.8.6のために，MC の部分多様体 (MC)ε1 を

(MC)ε1 = {P ∈ PC |P × P = 0, ε1P = P, P ̸= 0}

=

{
P = (X,Y, ξ, η) ∈ PC

∣∣∣∣∣ X ∨ Y = 0, X × X = ηY, Y × Y = ξX,

(X,Y ) = 3ξη, X, Y ∈ J(3,HC), P ̸= 0

}

で定義する．

†命題 6.8.6. (E7
C)ε1,ε2/((E7

C)ε1,ε2)1̇ ≃ (MC)ε1 .

特に, (E7
C)ε1,ε2 は連結である.

証明. 群 (E7
C)ε1,ε2 は (MC)ε1 に働く. この働きが推移的であることを示そう. そのため

には，任意の元 P ∈ (MC)ε1 がある元 α ∈ (E7
C)ε1,ε2 によって 1̇ = (0, 0, 1, 0) ∈ (MC)ε1 に移

すされることを示せばよい．
(1) P = (X,Y, ξ, η), ξ ̸= 0の場合. (MC)ε1 の条件から,

X =
1
ξ
(Y × Y ), η =

1
ξ2

(detY )

が分かる．これらのY，ξに対して,補題 6.8.4のB ∈ J(3, HC)，ν ∈ Cを選ぶと, Φ(0, 0, B, ν)∈
(e7C)ε1,ε2 であることが分かる (補題 6.7.3(1)). よって，α=expΦ(0, 0, B, ν)∈ ((E7

C)ε1,ε2)0

を得て，α1̇ = P となる.

(2) P = (X,Y, 0, η), Y ̸= 0の場合. 与えられた P に対して, Φ(0, τY, 0, 0) ∈ (e7C)ε1,ε2 と
なる (補題 6.8.3(1)). よって，expΦ(0, τY, 0, 0) ∈ ((E7

C)ε1,ε2)0.

(exp Φ(0, τY, 0, 0))(X,Y, 0, η) = (X + η(τY ), Y + 2τY × X, (τY, Y ), η)

を得る．もし Y ̸= 0であるとすれば, (τY, Y ) ̸= 0である. よって，(1)の場合に帰着される.

(3) P = (X, 0, 0, η), X ̸= 0の場合. exp Φ(0, E, 0, 0) ∈ ((E7
C)ε1,ε2)0 となり，

(expΦ(0, E, 0, 0))(X, 0, 0, η) = (X + ηE, (tr(X) + η)E − X, tr(X) + η, 0) (∗)

を得る．もし (tr(X)+η)E−X ̸= 0であるとすれば, (2)の場合に帰着される. (tr(X)+η)E−
X = 0の場合は, (∗)は −1

3
tr(X)(E, 0,−1, 0)に等しい．よって，(1)の場合に帰着される.

(4) P = (0, 0, 0, η), η ̸= 0の場合. exp Φ(0, E1, 0, 0) ∈ ((E7
C)ε1,ε2)0 となり，

(exp Φ(0, E1, 0, 0))(0, 0, 0, η) = (ηE1, 0, 0, η)
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を得る．よって，(3)の場合に帰着される.

したがって，群 ((E7
C)ε1,ε2)0の (MC)ε1 への作用の推移性が示された．群 (E7

C)ε1,ε2 の 1̇に

おける固定化群は ((E7
C)ε1,ε2)1̇である. よって，同相 (E7

C)ε1,ε2/((E7
C)ε1,ε2)1̇ ≃ (MC)ε1 を

得る. (MC)ε1 =((E7
C)ε1,ε2)01̇であるから, (MC)ε1 は連結, ((E7

C)ε1,ε2)1̇も連結 (命題 6.8.4)
であるから (E7

C)ε1,ε2 は連結である. 2

命題 6.8.7を証明するために, つぎ 2つの写像 ϕ, λを用意する：

写像 ϕ : U(1) = {θ ∈ C | (τθ)θ = 1} → E7
C は

ϕ(θ)(X,Y, ξ, η) = (θ−1X, θY, θ3ξ, θ−3η), (X,Y, ξ, η) ∈ PC

で定義する. また写像 λ : PC → PC は

λ(X,Y, ξ, η) = (Y,−X, η,−ξ), (X,Y, ξ, η) ∈ PC

で定義する．このとき ϕ(θ), λ ∈ (E7
C)ε1,ε2 を得る.

†命題 6.8.7. 群 (E7
C)ε1,ε2 の中心 z((E7

C)ε1,ε2)は，位数 2の 2つの巡回群の直和に同型
である:

z((E7
C)ε1,ε2) = {1, γ} × {1,−γ} = Z2 × Z2.

証明. α ∈ z((E7
C)ε1,ε2)とする. β ∈ (E6

C)ε1,ε2 ⊂ (E7
C)ε1,ε2 に対して,

βα1̇ = αβ1̇ = α1̇

が分かる．α1̇ = (X,Y, ξ, η)と表す. (βX, tβ−1Y, ξ, η) = (X,Y, ξ, η)であるから, すべての β

に対して

βX = X, tβ−1Y = Y

を得る．βとして ω1 ∈ (E6
C)ε1,ε2 (ω ∈ C,ω3 = 1)を選ぶ, このときX = Y = 0を得る. よっ

て，α1̇は
α1̇ = (0, 0, ξ, η), ξ, η ∈ C

の形である．また α1̇ ∈ MC であるから, ξη = 0 を得る. このとき ξ = 0 と仮定すれば,
α1̇ = η. , η ̸= 0である. αと ϕ(θ) ∈ (E7

C)ε1,ε2 は可換だから, 任意の θ ∈ U(1)に対して

θ−3η. = ϕ(θ)η. = ϕ(θ)α1̇ = αϕ(θ)1̇ = α(θ31̇) = θ3η.

であるから, η = 0を得る. これは矛盾である．よって，ξ ̸= 0を得る,すなわち，η = 0. よって，
α1̇ = ξ̇である. 上と同様な考察によって, α1. = ζ. を得る．ξζ = {ξ̇, ζ.} = {α1̇, α1.} = {1̇, 1.} = 1,
すなわち, ξζ = 1であるから, α1̇ = ξ̇, α1. = ξ.

−1 である. また, αと λ ∈ (E7
C)ε1,ε2 は可換で

あるから,
−ξ. = λξ̇ = λα1̇ = αλ1̇ = α(−1.) = −ξ.

−1

を得る．よって，ξ = ξ−1，すなわち，ξ = 1または ξ = −1を得る．

(i) ξ = 1の場合. α1̇ = 1̇，α1. = 1. より α ∈ E6
C が分かる. よって，α ∈ z((E6

C)ε1,ε2).
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(E6
C)ε1,ε2 = SU∗(6, CC) (命題 6.8.1)であるから,

z((E6
C)ε1,ε2) = z(φ6,r(SU∗(6, CC))

= {φ6,r(cE) | c = 1, ω, ω2,−1,−ω,−ω2}

を得る，ここに ω = −1
2

+
√

3
2

i である. しかし，c = ±ω,±ω2 に対して，φ6,r(cE) ̸∈
z((E7

C)ε1,ε2)である．よって，α = φ6,r(E) = 1または α = φ6,r(−E) = γ を得る.

(ii) ξ = −1の場合. (i)と同様な考察により −α ∈ z((E6
C) ε1,ε2)を得る. よって，−α = 1

または −α = γ, すなわち, α = −1 または α = −γ である.

したがって，z((E7
C)ε1,ε2) ⊂ {1, γ,−1,−γ} を得る. 逆の包含は自明である. 以上より，

z((E7
C)ε1,ε2) = {1, γ,−1,−γ}を得る. 2

つぎの命題のために 12-次元 C-ベクトル空間 (V C)12 を

(V C)12 = {P ∈ PC | ε1P = −iP}

=
{

P =
( 0 x3 x2

x3 0 x1

x2 x1 0

 ,

 0 y3 y2

y3 0 y1

y2 y1 0

 , 0, 0
) ∣∣∣∣ xk, yk ∈ (HCe4)ε1

}

で定義し，ノルムを

(P, P )ε2 =
1
8
{P, ε2P}

で与える．ここに (HCe4)ε1 = {x ∈ CC |x = p(e4 + ie5) + q(e6 − ie7), p, q ∈ C} である.
P ∈ (V C)12, xk = pk(e4 + ie5) + qk(e6 − ie7), yk = sk(e4 + ie5) + tk(e6 − ie7), k = 1, 2, 3と
するとき, (P, P )ε2 の具体形は，つぎのようである：

(P, P )ε2 = (p1t1 − q1s1) + (p2t2 − q2s2) + (p3t3 − q3s3).

†命題 6.8.8. (E7
C)ε1,ε2 ∼= Spin(12, C).

証明. 群 (E7
C)ε1,ε2は (V C)12に働き，任意の元α∈(E7

C)ε1,ε2は (V C)12のノルム (P, P )ε2

を保つ . 群 (E7
C)ε1,ε2は連結である (命題 6.8.6)から,準同型写像 π : (E7

C)ε1,ε2 → SO(12, C)
= SO((V C)12)を

π(α) = α|(V C)12

で定義する．まずKerπを求めよう. そのために，πの微分写像 π∗ : (e7C)ε1,ε2 → so((V C)12)
の核を計算すると自明である. すなわち, Ker π∗ = 0である. よって，Ker πは離散群である.
そして群 (E7

C)ε1,ε2 が連結であるから,

Ker π ⊂ z((E7
C)ε1,ε2) = {1, γ,−1,−γ}

を得る (命題 6.7.7). しかし，−1, γ ̸∈ Kerπであるから，Ker π = {1,−γ} = Z2を得る. さら
に dimC((e7C)ε1,ε2) = 66 (補題 6.8.3(1)) = dimC(so(12, C))より, π は全射である. よって，

71



(E7
C)ε1,ε2/Z2

∼= SO(12, C)を得る. これより，(E7
C)ε1,ε2 は SO(12, C)の 2重被覆群として

Spin(12, C)に同型である． 2

群 E7
C に Spin(12, C)と同型な部分群が構成できたので，下の補題，命題を用いて標記の

定理を証明しよう．

写像 φ2 : Sp(1, HC) × Sp(1, HC) → G2
C を用いて, 写像 φ2,l : Sp(1, HC) → G2

C を写像

φ2 の制限写像として

φ2,l(p) = φ2(p, 1)

で定義する．このとき，φ2,l(p) ∈ G2
C ⊂ F4

C ⊂ E6
C ⊂ E7

C である.

†補題 6.8.9. Lie環 e7
Cにおいて, Lie群Sp(1, HC) = φ2,l(Sp(1, HC))のLie環 sp(1, HC)

は，つぎのようである：

sp(1, HC) =

{
Φ(D, 0, 0, 0) ∈ e7

C

∣∣∣∣

D =


0 0 0 0
0 d1J 0 0
0 0 d2J 0
0 0 0 d3J

 ∈ so(8, C), J =

(
0 1
−1 0

)}
.

†命題 6.8.10. 群 E7
C の部分群 Sp(1, HC)，Spin(12, C)は元ごと可換である.

証明. 任意の元 Φ1 ∈ sp(1,HC) = φ2,l∗(sp(1, HC)) (φ2,l∗ は φ2,l の微分写像) は，任意

の元 Φ2 ∈ spin(12, C) = (e7C)ε1,ε2 と可換である : [Φ1, Φ2] = 0 (補題 6.8.9, 補題 6.8.3), さ
らに群 Sp(1, HC)と Spin(12, C) = (E7

C)ε1,ε2 は連結である. よって，任意の元 φ2,l(p), p ∈
Sp(1, HC)は任意の元 β ∈ Spin(12, C)と可換である : φ2,l(p)β = βφ2,l(p). 2

†定理 6.8.11. (E7
C)ev

∼= (SL(2, C) × Spin(12, C))/Z2, Z2 = {(E, 1), (−E, γ)}.

証明. 写像 φγ : Sp(1, HC) × Spin(12, C) → (E7
C)γ = (E7

C)ev を

φγ(p, β) = φ2,l(p)β

で定義する．φ2,l(p) ∈ (E7
C)γ は明らかであり，Spin(12, C) = (E7

C)ε1,ε2 (命題 4.8.8) ⊂
(E7

C)γであるから，φγ(p, β) ∈ (E7
C)γを得る. φ2,l(p)はβと可換である : φ2,l(p)β = βφ2,l(p)

(命題 4.8.10)から, φγ は準同型写像である. Ker φγ = {(1, 1), (−1, γ)} = Z2. 群 (E7
C)γ は

連結かつ dimC(sp(1, HC) ⊕ spin(12, C)) = 3 + 66 = 69 = 39 + 15 × 2 = dimC((e7C)ev)
(定理 6.1.1) = dimC((e7C)γ) であるから, φγ は全射である. よって，群同型 (E7

C)ev
∼=

(Sp(1, HC) ×Spin(12, C))/Z2 (Z2 = {(1, 1), (−1, γ)}) ∼= (SL(2, C) × Spin(12, C))/Z2,

Z2 = {(E, 1), (−E, γ)}を得る. 2
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7. 例外型単純Lie群E8

7.1 複素Lie環 e8
C

248次元 C-ベクトル空間

e8
C = e7

C ⊕ PC ⊕ PC ⊕ C ⊕ C ⊕ C

に Lie 積 [R1, R2]を

[(Φ1, P1, Q1, r1, u1, v1), (Φ2, P2, Q2, r2, u2, v2)] = (Φ,P,Q, r, u, v),

Φ = [Φ1, Φ2] + P1 × Q2 − P2 × Q1

P = Φ1P2 − Φ2P1 + r1P2 − r2P1 + u1Q2 − u2Q1

Q = Φ1Q2 − Φ2Q1 − r1Q2 + r2Q1 + v1P2 − v2P1

r = −1
8
{P1, Q2} +

1
8
{P2, Q1} + u1v2 − u2v1

u =
1
4
{P1, P2} + 2r1u2 − 2r2u1

v = −1
4
{Q1, Q2} − 2r1v2 + 2r2v1,

で定義する．このとき e8
C は複素 Lie環になる．

Lie環 e8
C の Killing形式 B8(R1, R2)は，

B8(R1, R2) =
5
3
B7(Φ1, Φ2) + 15{Q1, P2} − 15{P1, Q2} + 120r1r2 + 60v1u2 + 60u1v2

(Rk = (Φk, Pk, Qk, rk, uk, vk) ∈ e8
C) で与えられる．ここに B7(Φ1, Φ2) は，Lie 環 e7

C の

Killing形式

B7(Φ1, Φ2) =
3
2
B6(ϕ1, ϕ2) + 36(A1, B2) + 36(A2, B1) + 24ν1ν2

(Φk = Φ(ϕk, Ak, Bk, νk) ∈ e7
C)である．この B6(ϕ1, ϕ2) は，Lie環 e6

C の Killing形式

B6(ϕ1, ϕ2) =
4
3
B4(δ1, δ2) + 12(T1, T2)

(ϕk = δk + T̃k ∈ e6
C)である．さらに B4(δ1, δ2)は，Lie環 f4

C の Killing形式

B4(δ1, δ2) = 3tr(δ1δ2)

(δk ∈ f4
C)である．ここに tr(δ1δ2)は，JC における δ1δ2 のトレースである.

以後, e8
C においてつぎの記号を用いる：

Φ = (Φ, 0, 0, 0, 0, 0), P− = (0, P, 0, 0, 0, 0), Q− = (0, 0, Q, 0, 0, 0),
r̃ = (0, 0, 0, r, 0, 0), u− = (0, 0, 0, 0, u, 0), v− = (0, 0, 0, 0, 0, v).
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7.2 Lie環 g = e8
C の 2-graded分解とその g0の群実現

定義. 群 E8
C , E8 をそれぞれ

E8
C = {α ∈ IsoC(e8C) |α[R,R′] = [αR,αR′]},

E8 = {α ∈ IsoC(e8C) |α[R,R′] = [αR,αR′], ⟨αR,αR′⟩ = ⟨R,R′⟩}

で定義する．ここに ⟨R,R′⟩ = −B8(τ λ̃R,R′)とする (C-線形変換 τ λ̃は, 下記参照).

定理 7.2.1. ([15],[56]) 群 E8
C は単連結複素 Lie群, E8 は単連結コンパクト Lie群で，そ

の次元はそれぞれ 248である.

任意の元 α ∈ E7
C に対して, 写像 α̃ : e8

C → e8
C を

α̃(Φ, P,Q, r, u, v) = (αΦα−1, αP, αQ, r, u, v)

で定義すると，α̃ ∈ E8
C となる．このとき，αと α̃を同一視すると，E8

C は E7
C を部分群と

して含む．また (E8
C)1̃,1−,1−

= E7
C , (E8)1− = E7 である.

C-線型変換 γ, λ, λ′ : e8
C → e8

C をそれぞれつぎのように定義する：

σ(Φ,P,Q, r, u, v) = (σΦσ, σP, σQ, r, u, v),

σ′(Φ,P,Q, r, u, v) = (σ′Φσ, σP, σQ, r, u, v),

λ(Φ,P,Q, r, u, v) = (λΦλ−1, λP, λQ, r, u, v),

λ′(Φ,P,Q, r, u, v) = (Φ,Q,−P,−r,−v,−u).

ここに右辺の σ, σ′, λ は σ, σ′ ∈ F4 ⊂ E6 ⊂ E7 ⊂ E7
C , λ ∈ E7 ⊂ E7

C である. このとき，
γ, λ, λ′ ∈ E8 ⊂ E8

C , λ′2 = 1 である．また λ̃ を

λ̃ = λλ′ = λ′λ

で定義すると, λ̃ ∈ E8 ⊂ E8
C , λ̃2 = 1である. また上述の定義から E8 = (E8

C)τeλ である．

e8
C の複素共役 τ を

τ(Φ,P,Q, r, u, v) = (τΦτ, τP, τQ, τr, τu, τv)

で定義する．また C-線型変換 κ̃3 : e8
C → e8

C を

κ̃3(Φ,P,Q, r, u, v) = (κ3Φκ−1
3 , ω2κ3P, ωκ3Q, r, ωu, ω2v)

で定義する．ここに右辺の κ3は ϕ1(

(
ω2 0
0 ω

)
) ∈ E7, ω = −1

2
+

√
3

2
i (命題 6.2.4)である．

複素 Lie環 e8
C において, 2-graded分解の特性元を

Z = (κ, 0, 0,−1, 0, 0) = (Φ(−2E1 ∨ E1, 0, 0,−1), 0, 0,−1, 0, 0).
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とする．このとき

κ̃3 = exp
2πi

3
(adZ)

となる．以後，adZ を κ̃で表すこともある.

†定理 7.2.2. adZ, Z = (κ, 0, 0,−1, 0, 0)に関する複素 Lie環 e8
C の 2-graded 分解

e8
C = g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0 ⊕ g1 ⊕ g2

は, つぎのようである：

g0 =

{(
Φ

(
D +

 0 0 0
0 0 d1

0 −d1 0


∼

+

 τ1 0 0
0 τ2 t1

0 t1 τ3


∼

,

 0 0 0
0 α2 a1

0 a1 α3

 ,

 0 0 0
0 β2 b1

0 b1 β3

 , ν
)
,
( 0 0 0

0 ρ2 p1

0 p1 ρ3

 ,

 ρ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, ρ
)
,
( ζ1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 ζ2 z1

0 z1 ζ3

 , ζ, 0
)
, r, 0, 0

)
|D ∈ δ4

C , τk, αk, βk, ν, ρk, ρ, ζk, ζ, r ∈ C,

τ1 + τ2 + τ3 = 0, d1, t1, a1, b1, p1, z1 ∈ CC

}
92.

g0 の元を簡単に

R0(Φ(D, d1
∼, (τ1, τ2, τ3, t1)∼, (α2, α3, a1), (β2, β3, b1), ν),

((ρ2, ρ3, p1), ρ1, ρ), (ζ1, (ζ2, ζ3, z1), ζ), r)

と表す．

g−1 =

{(
Φ

( 0 a3 −a2

−a3 0 0
a2 0 0


∼

+

 0 a3 −a2

a3 0 0
−a2 0 0


∼

,

 0 z3 z2

z3 0 0
z2 0 0

 , 0, 0
)
,

( 0 x3 x2

x3 0 0
x2 0 0

 ,

 0 y3 y2

y3 0 0
y2 0 0

 , 0, 0
)
, (0, 0, 0, 0), 0, 0, 0

)

| ak, zk, xk, yk ∈ CC

}
64,

g1 =

{(
Φ

( 0 a3 −a2

−a3 0 0
a2 0 0


∼

+

 0 −a3 a2

−a3 0 0
a2 0 0


∼

, 0,

 0 z3 z2

z3 0 0
z2 0 0

 , 0
)
,
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(0, 0, 0, 0),
( 0 x3 x2

x3 0 0
x2 0 0

 ,

 0 y3 y2

y3 0 0
y2 0 0

 , 0, 0
)
, 0, 0, 0

)

| ak, zk, xk, yk ∈ CC

}
64,

g−2 =

{(
Φ

(
0,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, 0
)
,
( ξ1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 η2 y1

0 y1 η3

 , ξ, 0
)
,

(0, 0, 0, 0), 0, u, 0
)
| ζ1, ξ1, ξ, ηk, u ∈ C, y1 ∈ CC

}
14.

また g−2 の元を簡単に
R−2(ζ1, (ξ1, (η2, η3, y1), ξ), u)

と表す．

g2 =

{(
Φ(0, 0,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0), (0, 0, 0, 0), (

 0 0 0
0 ξ2 x1

0 x1 ξ3

 ,

 η1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

0, η), 0, 0, v
)
| ζ1, ξk, η1, η, v ∈ C, x1 ∈ CC

}
14.

同様に g2 の元も簡単に

　　　　 R2(ζ1, ((ξ2, ξ3, x1), η1, η), v)

と表す．

証明. Lie環 e8
C において，[48] Theorem 4.21を用いると，Lie積 [Z, (Φ,P, Q, r, u, v)] =

([κ, Φ], κP − P, κQ + Q, 0,−2u, 2v)が成り立つので, この定理を得る. 2

さてこの節の目的は，群同型 (E8
C)0 ∼= (C∗ ×Spin(14, C))/Z4 (定理 7.2.11)を証明するこ

とにある．それには，E8
C に部分群 Spin(14, C)を構成する必要がある. そのために，その部

分群 Spin(12, C), Spin(13, C)を順に構成し，定理を証明する．

2つの C-線型写像 µ̃1 : e8
C → e8

C , δ : g2 → g2 をそれぞれ

µ̃1 = exp
πi

2
adµ̃, µ̃ = (µ, 0, 0, 0, 1, 1) ∈ e8

C , µ = Φ(0, E1, E1, 0) ∈ e7
C ,

δ(R2(ζ1, ((ξ2, ξ3, x1), η1, η), v)) = R2(−v, ((ξ2, ξ3, x1), η1, η),−ζ1).

で定義する．このとき µ̃1 の e8
C への作用は

µ̃1(Φ, P,Q, r, u, v) = (µ1Φµ1
−1, iµ1Q, iµ1P,−r, v, u)
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である．ここに右辺の µ1 : PC → PC のPC への具体的作用は

µ1(X,Y, ξ, η) =
( iη x3 x2

x3 iη3 −iy1

x2 −iy1 iη2

 ,

 iξ y3 y2

y3 iξ3 −ix1

y2 −ix1 iξ2

 iη1, iξ1

)
.

である．特に, µ̃1 : g−2 → g2 は

µ̃1(R−2(ζ1, (ξ1, (η2, η3, y1), ξ), u)) = R2(ζ1, ((−η3,−η2, y1),−ξ,−ξ1), u)

であり，µ̃1, δの合成写像 δµ̃1 : g−2 → g2 を µ̃δ で表すと，

µ̃δ(R−2(ζ1, (ξ1, (η2, η3, y1), ξ), u)) = R2(−u, ((−η3,−η2, y1),−ξ,−ξ1),−ζ1)

となる．また g−2 における内積 (R,R′)µ を

(R,R′)µ =
1
30

B8(µ̃δR,R′)

で定義すると，(R,R)µ はつぎのように表すことができる:

(R,R)µ = −4ζ1u − η2η3 + y1y1 + ξ1ξ．

ここに R = R−2(ζ1, (ξ1, (η2, η3, y1), ξ), u) ∈ g−2 である．

C-ベクトル空間 (V C)14, (V C)13, (V C)12 をそれぞれ

(V C)14 = g−2 = {R−2(ζ1, (ξ1, (η2, η3, y1), ξ), u) ∈ g−2},

(V C)13 = {R ∈ (V C)14 | (R, (Φ1, 0, 0, 0, 1, 0))µ = 0}

= {R = R−2(ζ1, (ξ1, (η2, η3, y1), ξ),−ζ1) ∈ g−2},

(V C)12 = {P ∈ PC |κP = −P}

= {P = (ξ1E1, η2E2 + η3E3 + F1(y1), ξ, 0) ∈ PC}

で定義する．ここに Φ1 = Φ(0, E1, 0, 0)である．

上の (V C)12 は {R = (0, P, 0, 0, 0, 0) ∈ (V C)14 |P ∈ (V C)12} ⊂ (V C)13 と同一視できる．そ
して，P = (ξ1E1, η2E2 + η3E3 + F1(y1), ξ, 0) ∈ (V C)12を P = (ξ1, (η2, η3, y1), ξ, 0) と簡単に

表す．また (V C)12 における内積 (P, P )µ は，(V C)14 の内積 (R,R)µ の制限として

(P, P )µ =
1
2
{iµ1P, P} = −η2η3 + y1y1 + ξ1ξ

と表すことができる．

E8
C の部分群 G14, G13, G12 をそれぞれ

G14 = {α ∈ E8
C | κ̃α = ακ̃, µ̃δαR = αµ̃δR,R ∈ (V C)14},

G13 = {α ∈ G14 |α(Φ1, 0, 0, 0, 1, 0) = (Φ1, 0, 0, 0, 1, 0)},

G12 = {α ∈ G13 |α(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0) = (Φ1, 0, 0, 0,−1, 0)}
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で定義する. このとき G14 は (V C)14 の内積 (R,R)µ を保つ : (αR,αR)µ =(R,R)µ, α∈ G14,

R ∈ (V C)14 ことに注意する.

まず, つぎの補題を準備して G12 = Spin(12, C)を示そう．

†補題 7.2.3. 群 G12 は E7
C の部分群である.

証明. e8
C において，元 1̃ = (0, 0, 0, 1, 0, 0), 1− = (0, 0, 0, 0, 1, 0), 1− = (0, 0, 0, 0, 0, 1)を

とる. このとき任意の元 α ∈ G12 が

α1̃ = 1̃, α1− = 1−, α1− = 1−.

を満たすことを示せそう．α1− = 1− であることは自明だから, 残りの 2つの条件の成立を示
そう. 1− ∈ g2 であるから, α1− = (Φ, 0, Q, 0, 0, v) ∈ g2 とおける. [α1−, 1−] = [α1−, α1−] =
α[1−, 1−] = α(−1̃). 一方, [α1−, 1−] = [(Φ, 0, Q, 0, 0, v), (0, 0, 0, 0, 1, 0)] = (0,−Q, 0,−v, 0, 0)
である. よって，

α1̃ = (0, Q, 0, v, 0, 0)

を得る．また [α1−, Φ1] = [α1−, αΦ1] = α[1−, Φ1] = α0 = 0 である. 一方, [α1−, Φ1] =
[(Φ, 0, Q, 0, 0, v), Φ1] = ([Φ, Φ1], 0,−Φ1Q, 0, 0.0)である. Φ = Φ(0, 0, ζ1E1, 0), Q = (ξ2E2 +
ξ3E3 + F1(x1), η1E1, 0, η)とおくと

[Φ,Φ1] = Φ(−2ζ1E1 ∨ E1, 0, 0,−ζ1), Φ1Q = (ηE1, ξ3E2 + ξ2E3 − F1(x1), η1, 0).

となる．よって， Φ = 0, Q = 0となる. したがって，

α1− = (0, 0, 0, 0, 0, v), α1̃ = (0, 0, 0, v, 0, 0)

を得る．最後に [α1̃, 1−] = [α1̃, α1−] = α[1̃, 1−] = α(0, 0, 0, 0, 2, 0) = (0, 0, 0, 0, 2, 0). 一方,
[α1̃, 1−] = [(0, 0, 0, v, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1, 0)] = (0, 0, 0, 0, 2v, 0)となる. よって，v = 1となる.
したがって，α1− = 1−, α1̃ = 1̃となる．これより，G12 ⊂ (E8

C)1̃,1−,1−
= E7

C を得る． 2

†命題 7.2.4. G12 = Spin(12, C).

証明. Spin(12, C) = {α ∈ E7
C |κα = ακ, µα = αµ} とする ([45]). 最初に G12 ⊂

Spin(12, C)を示そう. G12 ⊂ E7
C (補題 5.2.3)であるから, PC への作用を考えれば十分であ

る. α ∈ G12 は κ̃α = ακ̃を満たすので,

κ̃αP = καP − αP, ακ̃P = ακP − αP, P ∈ PC

であるから，κα = ακを得る. また exp(πiκ) = σであるから, αは σα = ασも満たす. よっ
て，C-ベクトル空間PC は α-不変 C-ベクトル部分空間

PC = (PC)σ ⊕ (PC)−σ,

(PC)σ = {P ∈ PC |σP = P}, (PC)−σ = {P ∈ PC |σP = −P}

のように分解される．これらの空間において写像 µ̃1, µは
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(PC)σ において，µ̃1 = −µ, (PC)−σ において，µ̃1 = i1, µ = 0

となる．µ̃1α = αµ̃1の条件のもとで, S ∈ (PC)σ, T ∈ (PC)−σ に対して，µα(S+T ) = µ(αS)+
µ(αT ) = −µ̃1(αS) = −µ̃1αSとなる．一方，αµ(S + T ) = α(µS) = α(−µ̃1S) = −µ̃1αSとな

り µα = αµ, すなわち，α ∈ Spin(12, C)となる.
逆に Spin(12, C) ⊂ G12 は自明である. これで G12 = Spin(12, C)の証明が完了した. 2

†補題 7.2.5. Lie群 G14, G13 の Lie環 g14, g13 は, それぞれつぎのようである：

g14 = {R0 ∈ g0 | (µ̃δ(adR0))R = ((adR0)µ̃δ)R,R ∈ (V C)14}

= {R0(Φ(D, d1
∼, (τ1, τ2, τ3, t1)∼, (α2, α3, a1), (β2, β3, b1), ν), ((ρ2, ρ3, p1), ρ1, ρ),

(ζ1, (ζ2, ζ3, z1), ζ), r) | τ1 +
2
3
ν + 2r = 0},

g13 = {R0 ∈ g14 | ad(R0)(Φ1, 0, 0, 0, 1, 0) = 0}
= {R0(Φ(D, d1

∼, (τ1, τ2, τ3, t1)∼, (α2, α3, a1), (β2, β3, b1), ν), ((ρ2, ρ3, p1), ρ1, ρ),

(−ρ, (−ρ3, ρ2, p1),−ρ1), 0) | τ1 +
2
3
ν = 0}.

[参考] 上の g14 にある条件 τ1 +
2
3
ν + 2r = 0 は e8

C の Killing 形式 B8 に関して Z =

(κ, 0, 0,−1, 0, 0)と直交することでも特徴づけられる. すなわち,

g14 = {R ∈ (gC)0 |B8(Z,R) = 0}

である．

つぎの補題を準備して G13
∼= Spin(13, C)を示そう．

†補題 7.2.6. (1) a ∈ Cに対して, C-線型変換 ε13(a) : e8
C → e8

C を

ε13(a) = exp(ad(0, (F1(a), 0, 0, 0), (0, F1(a), 0, 0), 0, 0, 0))

で定義すると，ε13(a) ∈ G13 (補題 7.2.5)である. そして ε13(a)の (V C)13 への作用はつぎの
ようである：

ε13(a)(R−2(ζ1, (ξ1, (η2, η3, y1), ξ),−ζ1)) = R−2(ζ1
′, (ξ1

′, (η2
′, η3

′, y1
′), ξ′),−ζ1

′),

ζ1
′ = ζ1 cos |a| − (a, y1)

2|a|
sin |a|

ξ1
′ = ξ1

η2
′ = η2

η3
′ = η3

y1
′ = y1 +

2ζ1a

|a|
sin |a| − 2(a, y1)a

|a|2
sin2 |a|

2
ξ′ = ξ.
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(2) t ∈ Rに対して, C-線型変換 θ13(t) : e8
C → e8

C を

θ13(t) = exp(ad(0, (0,−tE1, 0,−t), (tE1, 0, t, 0), 0, 0, 0))

で定義すると，θ13(t) ∈ G13 (補題 7.2.4)である. そして θ13(t)の (V C)13 への作用はつぎの
ようである：

θ13(t)(R−2(ζ1, (ξ1, (η2, η3, y1), ξ),−ζ1)) = R−2(ζ1
′, (ξ1

′, (η2
′, η3

′, y1
′), ξ′),−ζ1

′),

ζ1
′ = ζ1 cos t − 1

4
(ξ1 + ξ) sin t

ξ1
′ =

1
2
(ξ1 − ξ) +

1
2
(ξ1 + ξ) cos t + 2ζ1 sin t

η2
′ = η2

η3
′ = η3

y1
′ = y1

ξ′ = −1
2
(ξ1 − ξ) +

1
2
(ξ1 + ξ) cos t + 2ζ1 sin t.

†命題 7.2.7. G13/G12 ≃ (SC)12.

特に，G13
∼= Spin(13, C)である.

証明. (SC)12 = {R ∈ (V C)13 | (R,R)µ = 1}は 12次元球面である. 群G13は (SC)12に働
く. この働きが推移的であることを示そう. そのために, 任意の元R ∈ (SC)12がある α ∈ G13

により αR =
1
2
(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0) ∈ (SC)12 になることを示せばよい．任意の元

R = R−2(ζ1, (ξ1, (η2, η2, y1), ξ),−ζ1) ∈ (SC)12

に対して，|a| =
π

2
, (a, y1) = 0であるような a ∈ Cを選んで，Rに ε13(a) ∈ G13を施す (補題

7.2.6 (1)). このとき，

ε13(a)R = R−2(0, (ξ1, (η2, η2, y1
′), ξ), 0) = R′ ∈ (SC)11

となる．ここに (SC)11 = {R ∈ (V C)12 | (R,R)µ = 1}である. 群 G12 が (SC)11 に推移的に
働く (命題 7.2.4)から, β ∈ G12 が存在して，

βR′ = R−2(0, (1, (0, 0, 0), 1), 0) = R′′ ∈ (SC)11

となる．さらに，R′′ に θ13(−
π

2
) ∈ G13 (補題 7.2.6 (2))を施すと,

θ13(−
π

2
)R′′ =

1
2
R−2(1, (0, (0, 0, 0), 0),−1) =

1
2
(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0)

となる．よって, この働きの推移性が示された. また明らかに群 G13 の
1
2
(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0)

における固定化群は G12 である. よって，同相 G13/G12 ≃ (SC)12 を得る. 群 G13 は連結

であるから, 準同型写像 π : G13 → SO(13, C) = SO((V C)13), π(α) = α|(V C)13 を定義す
ることができる. Kerπ = {1, σ} = Z2 は容易である. また dimC(G13) = dimC(Spin(12,
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C)) + dimC((SC)12) = 66 + 12 = 78 = dimC(SO(13, C))であるから, πは全射である. よっ
て，群同型 G13/Z2

∼= SO(13, C)を得る. これより，群 G13 は SO(13, C) = SO((V C)13)の
2重被覆群として Spin(13, C)に同型である. 2

また，つぎの補題を準備して G14
∼= Spin(14, C)を示そう．

†補題 7.2.8. (1) a ∈ Cに対して, C-線型変換 ε14(a) : e8
C → e8

C を

ε14(a) = exp(ad(0, (−iF1(a), 0, 0, 0), (0, iF1(a), 0, 0), 0, 0, 0))

で定義すると，ε14(a) ∈ G14 (補題 7.2.5)である. そして ε14(a)の (V C)14 への作用はつぎの
ようになる：

ε14(a)(R−2(ζ1, (ξ1, (η2, η3, y1), ξ), u)) = R−2(ζ1
′, (ξ1

′, (η2
′, η3

′, y1
′), ξ′), u′),

ζ1
′ =

1
2
(ζ1 − u) +

1
2
(ζ1 + u) cos |a| − i

(a, y1)
2|a|

sin |a|

ξ1
′ = ξ1

η2
′ = η2

η3
′ = η3

y1
′ = y1 − i

(ζ1 + u)a
|a|

sin |a| − 2
(a, y1)a
|a|2

sin2 |a|
2

ξ′ = ξ

u′ = −1
2
(ζ1 − u) +

1
2
(ζ1 + u) cos |a| − i

(a, y1)
2|a|

sin |a|.

(2) t ∈ Rに対して, C-線型変換 θ14(t) : e8
C → e8

C を

θ14(t) = exp(ad(0, (0, itE1, 0, it), (itE1, 0, it, 0), 0, 0, 0))

で定義すると，θ14(t) ∈ G14 (補題 7.2.4)である. そして θ14(t)の (V C)14 への作用はつぎの
ようである：

θ14(t)(R−2(ζ1, (ξ1, (η2, η3, y1), ξ), u)) = R−2(ζ1
′, (ξ1

′, (η2
′, η3

′, y1
′), ξ′), u′),

ζ1
′ =

1
2
(ζ1 − u) +

1
2
(ζ1 + u) cos t − i

4
(ξ1 + ξ) sin t

ξ1
′ =

1
2
(ξ1 − ξ) +

1
2
(ξ1 + ξ) cos t − i(ζ1 + u) sin t

η2
′ = η2

η3
′ = η3

y1
′ = y1

ξ′ = −1
2
(ξ1 − ξ) +

1
2
(ξ1 + ξ) cos t − i(ζ1 + u) sin t

u′ = −1
2
(ζ1 − u) +

1
2
(ζ1 + u) cos t − i

4
(ξ1 + ξ) sin t.

†命題 7.2.9. G14/G13 ≃ (SC)13.

特に, G14
∼= Spin(14, C)である．
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証明. (SC)13 = {R ∈ (V C)14 | (R,R)µ = 1}は 13次元球面である. 群 G14 は (SC)13 に
働く. この働きが推移的であることを示めそう. そのためには, 任意の元 R ∈ (SC)13 がある

α ∈ G14 により αR =
i

2
(Φ1, 0, 0, 0, 1, 0) ∈ (SC)13 になることを示せばよい. 任意の元

R = R−2(ζ1, (ξ1, (η2, η2, y1), ξ), u) ∈ (SC)13

に対して，|a| =
π

2
, (a, y1) = 0であるような a ∈ Cを選び，Rに ε14(a) ∈ G14 (補題 7.2.8 (1))

を施す. このとき

ε14(a)R = R−2(ζ ′, (ξ1, (η2, η2, y1
′), ξ, ) − ζ ′) = R′ ∈ (SC)12

となる．また群 G13 は (SC)12 に推移的に働く (命題 7.2.7)から, β ∈ G13 が存在し

βR′ = R−2(0, (1, (0, 0, 0), 1), 0) = R′′ ∈ (SC)12

となる．最後に R′′ に θ14(−
π

2
) ∈ G14 (補題 7.2.8 (2))を施すと,

θ14(−
π

2
)R′′ =

i

2
R−2(1, (0, (0, 0, 0), 0), 1) =

i

2
(Φ1, 0, 0, 0, 1, 0)

となる．よって，この働きは推移的である. また群 G14 の
i

2
(Φ1, 0, 0, 0, 1, 0)における固定化

群はG13である. したがって，同相G14/G13 ≃ (SC)13を得る. 群同型G14
∼= Spin(14, C)の

証明は命題 7.2.7と同様である．　　 2

以上の準備より群

(E8
C)0 = (E8

C)eκ3 = {α ∈ E8
C | κ̃3α = ακ̃3}

の群構造を決定しよう．

その前に写像 ϕ̃ : C∗ → (E8
C)eκ3 ⊂ E8

C を ϕ̃(a) = exp(νκ̃), a = eν , ν ∈ C で定義し，つぎ

の補題を示そう.

†補題 7.2.10. 写像 ϕ̃(a), a ∈ C∗ の e8
C への作用の具体形は

ϕ̃(a)(Φ,P,Q, r, u, v) = (ϕ(a)Φϕ(a)−1, aϕ(a)P, a−1ϕ(a)Q, r, a2u, a−2v)

である．ここに ϕ(a) : PC → PC , ϕ(a) ∈ E7
C は

ϕ(a)(X,Y, ξ, η) =
( aξ1 x3 x2

x3 a−1ξ2 a−1x1

x2 a−1x1 a−1ξ3

 ,

 a−1η1 y3 y2

y3 aη2 ay1

y2 ay1 aη3

 , aξ, a−1η
)

で定義する．このとき (V C)14 への ϕ̃(a)の作用は

ϕ̃(a)R = a2R, R ∈ (V C)14

である．
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証明. 写像 ϕ(a) : PC → PC は, ϕ : SL(2, C) → E7
C , ϕ

(( a 0
0 a−1

))
([44])に一致して

いる.

ϕ(a)Φ1ϕ(a)−1 = ϕ(a)(2(E1, 0, 1, 0) × (E1, 0, 1, 0))ϕ(a)−1

= 2ϕ(a)(E1, 0, 1, 0) × ϕ(a)(E1, 0, 1, 0)

= 2(aE1, 0, a, 0) × (aE1, 0, a, 0) = a2Φ1

であるから，ϕ̃(a)R = a2Rを得る． 2

†定理 7.2.11. (E8
C)0 ∼= (C∗ × Spin(14, C))/Z4,Z4 = {(1, 1), (−1, ϕ(−1)), (i, ϕ(−i)),

(−i, ϕ(i))}.

証明. Spin(14, C) = {α ∈ E8
C | κ̃α = ακ̃, (µ̃δ)αR = α(µ̃δ)R,R ∈ (V C)14} (命題 7.2.9)

とする. 写像 φ : C∗ × Spin(14, C) → (E8
C)0 を

φ(a, β) = ϕ̃(a)β

で定義する．このとき，φ(a, β) ∈ (E8
C)0 = (E8

C)eκ3 は上のことから容易である. Z は
g0 の中心の元だから, ϕ̃(a) と β ∈ Spin(14, C) は可換であるから，φ は準同型写像である.
Kerφ = Z4 である. 実際, ϕ̃(a)β = 1 を満たす元 (a, β) ∈ C∗ × Spin(14, C) をとる．この
とき, R = (Φ1, 0, 0, 0, 1, 0) に対して, βR = ϕ̃(a)−1R = a−2R (補題 7.2.10) となる. よっ
て，−4a−4 = (a−2R, a−2R)µ = (βR, βR)µ = (R,R)µ = −4. ゆえに，a4 = 1．すなわち,
a = 1,−1, i,−i，それに対応して β = 1, ϕ̃(−1) = σ, ϕ̃(−i), ϕ̃(i)である. よって，Kerφ = Z4.
また (E8

C)eκ3 は連結かつ dimC(C ⊕ spin(14, C)) = 1 + 91 = 92 = dimC((e8C)0) (定理 7.2.2)
であるから, φは全射である. したがって, (C∗ × Spin(14, C))/Z4

∼= (E8
C)0 を得る.　 2

7.3 E8の対合的自己同型写像 σ′による Spin(13), Spin(14)の分解

前節の複素Lie群 Spin(13, C), Spin(14, C)から，そのコンパクトLie群 Spin(13), Spin(14)
を構成し，σ′ による分解を与えよう．

R-ベクトル空間 V 14, V 13, (V ′)12 それぞれつぎのように定義する:

V 14 = {R ∈ (V C)14 | µ̃δτ λ̃R = −R}

= {R = (Φ(0, ζE1, 0, 0), (ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y), τξ, 0), 0, 0,−τζ, 0)

　 | ζ, ξ, η ∈ C, y ∈ C}，

ノルムは
(R,R)µ =

1
30

B8(µ̃δR,R) = 4(τζ)ζ + (τη)η + yy + (τξ)ξ　

で与える．

V 13 = {R ∈ V 14 | (R, (Φ1, 0, 0, 0, 1, 0))µ = 0}

= {R = (Φ(0, ζE1, 0, 0), (ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y), τξ, 0), 0, 0,−ζ, 0)

| ζ ∈ R, ξ, η ∈ C, y ∈ C},
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ノルムは

(R,R)µ =
1
30

B8(µ̃δR,R) = 4ζ2 + (τη)η + yy + (τξ)ξ

で与える．

(V ′)12 = {R ∈ V 13 | (R, (Φ1, 0, 0, 0,−1, 0))µ = 0}

= {R = (0, (ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y), τξ, 0), 0, 0, 0, 0)

| ξ, η ∈ C, y ∈ C},

ノルムは

(R,R)µ =
1
30

B8(µ̃δR,R) = (τη)η + yy + (τξ)ξ

で与える．ここに Φ1 = Φ(0, E1, 0, 0)とする. 以前に定義された R-ベクトル空間 V 12(命題
6.2.3)と区別するために，記号 (V ′)12 を用いる. この空間 (V ′)12 はR-ベクトル空間

{P ∈ PC |κP = −P, µτλP = −P}

= {P = (ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y), τξ, 0) ∈ PC | ξ, η ∈ C, y ∈ C}

と同一視でき，ノルムは (P, P )µ = −1
2
{µP, P} = (τη)η + yy + (τξ)ξ で与えられる．

前節で構成した複素Lie群G14
∼= Spin(14, C), G13

∼= Spin(13, C)から，その部分群G14
com,

G13
com, G12

com をそれぞれ

G14
com = {α ∈ G14 | τ λ̃α = ατλ̃},

G13
com = {α ∈ G14

com |α(Φ1, 0, 0, 0, 1, 0) = (Φ1, 0, 0, 0, 1, 0)},

G12
com = {α ∈ G13

com |α(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0) = (Φ1, 0, 0, 0,−1, 0)}

で定義する．

†補題 7.3.1. α ∈ (E7)κ,µ ∼= Spin(12)(命題 6.2.3)は

αΦ(0, E1, 0, 0)α−1 = Φ(0, E1, 0, 0), αΦ(0, 0, E1, 0)α−1 = Φ(0, 0, E1, 0)

を満たす．

証明. 11次元球面 (S′)11 を

(S′)11 = {P ′ ∈ (V ′)12 | (P, P )µ = 1}

= {P ′ = (ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y), τξ, 0)| ξ, η ∈ C, y ∈ C, (τη)η + yy + (τξ)ξ = 1}

で定義する．Spin(12)は (S′)11 に働くので,

α(E1, 0, 1, 0) = (ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y), τξ, 0) ∈ (S′)11

とおくことができる．
1
2
Φ(0, E1, 0, 0) = (E1, 0, 1, 0) × (E1, 0, 1, 0)より
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1
2
αΦ(0, E1, 0, 0)α−1 = α((E1, 0, 1, 0) × (E1, 0, 1, 0))α−1

= α(E1, 0, 1, 0) × α(E1, 0, 1, 0)

= (ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y), τξ, 0)

×(ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y), τξ, 0)

=
1
2

Φ(0, ((τη)η + yy + (τξ)ξ)E1, 0, 0)

を得る．また α(E1, 0, 1, 0) ∈ (S′)11 であるから, (τη)η + yy + (τξ)ξ = 1 である. よって,

α(E1, 0, 1, 0) × α(E1, 0, 1, 0) =
1
2
Φ(0, E1, 0, 0)となり, αΦ(0, E1, 0, 0)α−1 = Φ(0, E1, 0, 0)を

得る. α ∈ Spin(12) ⊂ E7 は ατλ = τλαを満たすので, αΦ(0, 0, E1, 0)α−1 = Φ(0, 0, E1, 0)も
得る. 2

まず上の補題を用いて G12
com = Spin(12)を示そう．

†命題 7.3.2. G12
com = Spin(12).

証明. α ∈ G12
com とする. α(Φ1, 0, 0, 0, 1, 0) = (Φ1, 0, 0, 0, 1, 0), α(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0) =

(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0)であるから, α(0, 0, 0, 0, 1, 0) = (0, 0, 0, 0, 1, 0)を得る. よって, α ∈ G12
com ⊂

E8 より, α ∈ E7 が分かる. まず，κα = ακを示そう. G12
com ⊂ E7 であるから, PC への作

用を考えれば十分である. α ∈ G12
com は κ̃α = ακ̃を満たすので,

κ̃αP = καP − αP, ακ̃P = ακP − αP, P ∈ PC

から κα = ακを得る. つぎに µα = αµを示そう. 再び α(Φ1, 0, 0, 0, 1, 0) = (Φ1, 0, 0, 0, 1, 0),
α(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0) = (Φ1, 0, 0, 0,−1, 0)より, α(Φ1, 0, 0, 0, 0, 0) = (Φ1, 0, 0, 0, 0, 0)を得る. よっ
て, α ∈ E7 であるから αΦ1α

−1 = Φ1，すなわち, αΦ(0, E1, 0, 0)α−1 = Φ(0, E1, 0, 0)を得る.
その結果として，

α(Φ(0, 0, E1, 0), 0, 0, 0, 0, 1) = α(−µ̃δ(Φ(0, E1, 0, 0), 0, 0, 0, 1, 0))

= −µ̃δα(Φ(0, E1, 0, 0), 0, 0, 0, 1, 0) = −µ̃δ(Φ(0, E1, 0, 0), 0, 0, 0, 1, 0)

= (Φ(0, 0, E1, 0), 0, 0, 0, 0, 1).

を得る．同様に α(Φ(0, 0, E1, 0), 0, 0, 0, 0,−1) = (Φ(0, 0, E1, 0), 0, 0, 0, 0,−1) を得る. よっ
て，α(Φ(0, 0, E1, 0), 0, 0, 0, 0, 0) = (Φ(0, 0, E1, 0), 0, 0, 0, 0, 0) を得る．さらに α ∈ E7 から,
αΦ(0, 0, E1, 0)α−1 = Φ(0, 0, E1, 0)を得る. そして，αΦ(0, E1, 0, 0)α−1 = Φ(0, E1, 0, 0)とあ
わせて αΦ(0, E1, E1, 0)α−1 = Φ(0, E1, E1, 0)となる，すなわち，αµα−1 = µとなる. よって,
µα = αµを得る. したがって, α ∈ (E7)κ,µ = Spin(12)である.
逆に α ∈ Spin(12)とする. R ∈ e8

C に対して,

κ̃αR = [(κ, 0, 0,−1, 0, 0), (αΦα−1, αP, αQ, r, u, v)]

= ([κ, αΦα−1], καP − αP, καQ + αQ, 0,−2u, 2v),

かつ

ακ̃R = α[((κ, 0, 0,−1, 0, 0), (Φ, P,Q, r, u, v)]

= [α(κ, 0, 0,−1, 0, 0), α(Φ,P,Q, r, u, v)]

= ([ακα−1, αΦα−1], ακα−1(αP ) − αP, ακα−1(αQ) + αQ, 0,−2u, 2v)

85



となる．よって，κα = ακ から, [ακα−1, αΦα−1] = [κ, αΦα−1] を得る. よって, κ̃αR =
ακ̃R, すなわち, κ̃α = ακ̃を得る. つぎに µα = αµと補題 7.3.1から, µ1(αΦ1α

−1)µ1
−1 =

α(µ1Φ1µ1
−1)α−1 = αΦ(0, 0, E1, 0)α−1 = Φ(0, 0, E1, 0)を得る. よって，R = (ζΦ1, P, 0, 0, u, 0)

∈ (V C)14 に対して,

µ̃δαR = µ̃δ(ζαΦ1α
−1, αP, 0, 0, u, 0)

= (Φ(0, 0,−uE1, 0), 0, iµ1αP, 0, 0,−ζ)

となる．また
αµ̃δR = α(Φ(0, 0,−uE1, 0), 0, iµ1P, 0, 0,−ζ)

= (αΦ(0, 0,−uE1, 0)α−1, 0, iαµ1P, 0, 0,−ζ)

= (Φ(0, 0,−uE1, 0), 0, iαµ1P, 0, 0,−ζ)

を得る．よって, µα = αµ から µ̃δαR = αµ̃δR,R ∈ (V C)14 を得る. また補題 5.3.1 か
ら α(Φ1, 0, 0, 0, 0, 0) = (Φ1, 0, 0, 0, 0, 0) を得る．さらに α ∈ E7 から α(0, 0, 0, 0, 1, 0) =
(0, 0, 0, 0, 1, 0)，α(0, 0, 0, 0,−1, 0) = (0, 0, 0, 0,−1, 0) である. よって，α(Φ1, 0, 0, 0, 1, 0) =
(Φ1, 0, 0, 0, 1, 0)，α(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0) = (Φ1, 0, 0, 0,−1, 0) を得る．したがって，α ∈ G12

com

となる. 以上よりこの命題の証明が完了した． 2

以下, いくつかの補題を準備して G13
com = Spin(13), G14

com = Spin(14)を示そう．

† 補題 7.3.3. Lie 群 G14
com, G13

com の Lie 環 g14
com, g13

com は, それぞれつぎのようで
ある：

g14
com = {R ∈ g14 | τ λ̃(adR) = (adR)τ λ̃}

=
{(

Φ
(
D +

 0 0 0
0 0 d1

0 −d1 0


∼

+ i

 ε1 0 0
0 ε2 t1

0 t1 ε3


∼

,

 0 0 0
0 ρ2 a1

0 a1 ρ3

 ,

−τ

 0 0 0
0 ρ2 a1

0 a1 ρ3

 , ν
)
,
( 0 0 0

0 ζ2 z1

0 z1 ζ3

 ,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, ζ
)
,

−τλ
( 0 0 0

0 ζ2 z1

0 z1 ζ3

 ,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, ζ
)
, r, 0, 0

)

|D ∈ so(8), εi ∈ R, ρi, ζi, ζ ∈ C, ν, r ∈ iR, ε1 + ε2 + ε3 = 0,

iε1 +
2
3
ν + 2r = 0, d1, t1 ∈ C, a1, z1 ∈ CC

}
.

g13
com = {R ∈ g14

com | (adR)(Φ1, 0, 0, 0, 1, 0) = 0}

=
{(

Φ
(
D +

 0 0 0
0 0 d1

0 −d1 0


∼

+ i

 ε1 0 0
0 ε2 t1

0 t1 ε3


∼

,

 0 0 0
0 ρ2 a1

0 a1 ρ3

 ,
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−τ

 0 0 0
0 ρ2 a1

0 a1 ρ3

 , ν
)
,
( 0 0 0

0 ζ2 z1

0 z1 −τζ2

 ,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, τζ1

)
,

−τλ
( 0 0 0

0 ζ2 z1

0 z1 −τζ2

 ,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, τζ1

)
, 0, 0, 0

)

|D ∈ so(8), εi ∈ R, ρi, ζi ∈ C, ν ∈ iR, ε1 + ε2 + ε3 = 0,

iε1 +
2
3
ν = 0, d1, t1, z1 ∈ C, a1 ∈ CC

}
.

特に，

dim(g14
com) = 28 + 63 = 91,

dim(g13
com) = 28 + 50 = 78

である．

†補題 7.3.4. (1) a ∈ Cに対して, C-線型変換 ε13(a) : e8
C → e8

C を

ε13(a) = exp(ad(0, (F1(a), 0, 0, 0), (0, F1(a), 0, 0), 0, 0, 0))

で定義すると，ε13(a) ∈ G13
com (補題 7.3.3)である. そして ε13(a)の V 13 への作用は，つぎ

のようである:

ε13(a)(Φ(0, ζE1, 0, 0), (ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y), τξ, 0), 0, 0,−ζ, 0)

= (Φ(0, ζ ′E1, 0, 0), (ξ′E1, η
′E2 − τη′E3 + F1(y′), τξ′, 0), 0, 0,−ζ ′, 0),

ζ ′ = ζ cos |a| − (a, y)
2|a|

sin |a|

ξ′ = ξ

η′ = η

y′ = y +
2ζa

|a|
sin |a| − 2(a, y)a

|a|2
sin2 |a|

2
.

(2) t ∈ Rに対して, C-線型変換 θ13(t) : e8
C → e8

C を

θ13(t) = exp(ad(0, (0,−tE1, 0,−t), (tE1, 0, t, 0), 0, 0, 0))

で定義すると，θ13(t) ∈ G13
com (補題 7.3.3)である. そして θ13(t)の V 13 への作用はつぎの

ようである：

θ13(t)(Φ(0, ζE1, 0, 0), (ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y), τξ, 0), 0, 0,−ζ, 0)

= (Φ(0, ζ ′E1, 0, 0), (ξ′E1, η
′E2 − τη′E3 + F1(y′), τξ′, 0), 0, 0,−ζ ′, 0),
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

ζ ′ = ζ cos t − 1
4
(τξ + ξ) sin t

ξ′ =
1
2
(ξ − τξ) +

1
2
(ξ + τξ) cos t + 2ζ sin t

η′ = η

y′ = y.

†補題 7.3.5. G13
com/G12

com ≃ S12.

特に， G13
com は連結である.

証明. S12 = {R ∈ V 13 | (R,R)µ = 1}は 12次元球面である. 群 G13
com は (SC)12 に働く.

この働きが推移的であることを示そう. そのためには, 任意の元 R ∈ S12 がある α ∈ G13
com

により αR =
1
2
(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0) ∈ S12 になることを示せばよい. 任意の元

R = (Φ(0, ζE1, 0, 0), (ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y), τξ, 0), 0, 0,−ζ, 0) ∈ S12

に対し，|a| =
π

2
, (a, y) = 0であるような a ∈ Cを選び，Rに ε13(a) ∈ G13

com (補題 7.3.4(1))
を施すと，

ε13(a)R = (0, (ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y′), τξ, 0), 0, 0, 0, 0) = R1 ∈ (S′)11 ⊂ S12

となる．ここに (S′)11 = {R ∈ (V ′)12 | (R,R)µ = 1}である. Spin(12)(⊂ G13
com)は S11 =

{P ∈ V 12 | (P, P )µ = 1}に推移的に働く (命題 6.2.3)から, β ∈ Spin(12)が存在して βP =
(0, E1, 0, 1)，P ∈ S11 となる. よって，

βR1 = β(0, P ′, 0, 0, 0, 0) = (0, βP ′, 0, 0, 0, 0)

= (0, βµP, 0, 0, 0, 0) = (0, µβP, 0, 0, 0, 0)

= (0, µ(0, E1, 0, 1), 0, 0, 0, 0) = (0, (E1, 0, 1, 0), 0, 0, 0, 0) = R2 ∈ (S′)11

を得る．ここに P ∈ S11 である. さらに R2 に θ13(−
π

2
) ∈ G13

com (補題 7.3.4(2))を施すと，

θ13(−
π

2
)R2 =

1
2
(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0)

となるので，この働きは推移的である．群G13
comの

1
2
(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0) における固定化群は

G12
com である. よって，同相 G13

com/G12
com ≃ S12 を得る.　 2

†命題 7.3.6. G13
com ∼= Spin(13).

証明. 群 G13
com は連結 (補題 7.3.5)であるから, 準同型写像

π : G13
com → SO(13) = SO(V 13), π(α) = α|V 13

が定義できる．Ker π = {1, σ} = Z2 は容易である. また dim(g13
com) = 78(補題 7.3.3) =

dim(so(13))であるから, πは全射である. よって, 群同型G13
com/Z2

∼= SO(13)を得る. これ
より, 群 G13

com は SO(13) = SO(V 13)の 2重被覆群として Spin(13)に同型である. 2
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†命題 7.3.7. G14
com ∼= Spin(14).

証明. 群 G14
com は V 14 に働き，群 G14 が連結 (命題 7.2.9)であることより G14

com が連

結であることが分かるから, 準同型写像

π : G14
com → SO(14) = SO(V 14), π(α) = α|V 14

が定義される．Ker π = {1, σ} = Z2 は容易である. また dim(g14
com) = 91 (補題 7.3.3)

= dim(so(14))であるから, πは全射である. よって, 群同型G14
com/Z2

∼= SO(14)を得る. こ
れより, 群 G14

com は SO(14) = SO(V 14)の 2重被覆群として Spin(14)に同型である. 2

σ′ による Spin(13)の分解を考えよう．まず Spin(13)の部分群

((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)−

=
{

α ∈ (Spin(13))σ′
∣∣∣ α(0, (0, F1(y), 0, 0), 0, 0, 0, 0)

= (0, (0, F1(y), 0, 0), 0, 0, 0, 0)
, y ∈ C

}
を考察しよう．

†補題 7.3.8. Lie群 ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)− の Lie環 ((spin(13))σ′

)(0,F1(y),0,0)− は, つ
ぎのようである：

((spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)−

= {R ∈ (spin(13))σ′ | (adR)(0, (0, F1(y), 0, 0), 0, 0, 0, 0)=0}

=
{(

Φ
(
i

 ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 ε3


∼

,

 0 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ3

 ,−τ

 0 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ3

 , ν
)
,

( 0 0 0
0 ζ2 0
0 0 −τζ2

 ,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, τζ1

)
,−τλ

( 0 0 0
0 ζ2 0
0 0 −τζ2

 ,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, τζ1

)
, 0, 0, 0

)

| εi ∈ R, ρi, ζi,∈ C, ν ∈ iR, ε1 + ε2 + ε3 = 0, iε1 +
2
3
ν = 0

}
.

特に，

dim(((spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)−) = 10

である．

†補題 7.3.9. ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)−/Spin(4) ≃ S4.

特に, ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)− は連結である.
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証明. 5次元R-ベクトル空間W 5 を

W 5 = {R ∈ V 13 |σ′R = R}

= {R = (Φ(0, ζE1, 0, 0), (ξE1, ηE2 − τηE3, τξ, 0), 0, 0,−ζ, 0) | ζ ∈ R, ξ, η ∈ C}

で定義し，ノルムを

(R,R)µ =
1
30

B8(µ̃δR,R) = 4ζ2 + (τη)η + (τξ)ξ

で与えると，S4 = {R ∈ W 5 | (R,R)µ = 1}は4次元球面になる. 群 ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)−

は S4に働く. ここで，この働きが推移的であることを示そう. そのためには，任意の元R ∈ S4

がある α ∈ ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)− により αR =

1
2
(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0) ∈ S4になることを示

せばよい．

R = (Φ(0, ζE1, 0, 0), (ξE1, ηE2 − τηE3, τξ, 0), 0, 0,−ζ, 0) ∈ S4

に対して，tan t =
4ζ

ξ + τξ
を満たす t ∈ R, 0 ≤ t < πを選ぶ．(もし ξ + τξ = 0ならば, t =

π

2
とする). この tを用いて θ13(t) ∈ ((Spin(13))σ′

)(0,F1(y),0,0)− (補題 7.3.4(2))を Rに作用さ

せる.
θ13(t)R = (0, (ξ′E1, ηE2 − τηE3, τξ′, 0), 0, 0, 0, 0) = R1 ∈ S3 ⊂ S4

となる．群 ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0)(⊂ ((Spin(13))σ′

)(0,F1(y),0,0)−)は S3に推移的に働く (補

題 6.4.11)から, β ∈ ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0) が存在して

βR1 = (0, (E1, 0, 1, 0), 0, 0, 0, 0) = R2 ∈ S3

となる．さらに θ13(−
π

2
) ∈ ((Spin(13))σ′

)(0,F1(y),0,0)− を R2 に作用させると，

θ13(−
π

2
)R2 =

1
2
(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0)

となる．よって，この働きは推移的である．群 ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)−の

1
2
(Φ1, 0, 0, 0, −1, 0)

における固定化群は ((Spin(12))σ′
)(0,F1(y),0,0) (命題 6.4.12) = Spin(4)である. したがって,

同相

((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)−/Spin(4) ≃ S4

を得る. 2

†命題 7.3.10. ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)−

∼= Spin(5).

証明. 群 ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)− は連結である (補題 7.3.9)から, 準同型写像

π : ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)− → SO(5) = SO(W 5), π(α) = α|W 5

が定義できる．Ker π = {1, σ} = Z2は容易である. また dim(((spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)−) = 10

(補題 7.3.8) = dim(so(5))であるから, π全射である. よって, 群同型

((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)−/Z2

∼= SO(5)
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を得る.これより, ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)− は SO(5)の 2重被覆群として Spin(5)に同型で

ある. 2

つぎの補題を準備して群 (Spin(13))σ′
の群構造を決定しよう.

補題 7.3.11. Lie群 (Spin(13))σ′
の Lie環 (spin(13))σ′

は，つぎのようである：

(spin(13))σ′

=
{(

Φ
(
D + i

 ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 ε3


∼

,

 0 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ3

 ,−τ

 0 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ3

 , ν
)
,

( 0 0 0
0 ζ2 0
0 0 −τζ2

 ,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, τζ1

)
,−τλ

( 0 0 0
0 ζ2 0
0 0 −τζ2

 ,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, τζ1

)
, 0, 0, 0

)

|D ∈ so(8), εi ∈ R, ρi, ζi ∈ C, ν ∈ iR, ε1 + ε2 + ε3 = 0, iε1 +
2
3
ν = 0

}
.

特に，
dim((spin(13))σ′

) = 28 + 10 = 38

である．

†定理 7.3.12. (Spin(13))σ′ ∼= (Spin(5) × Spin(8))/Z2, Z2 = {(1, 1), (−1, σ)}.

証明. Spin(13) = G13
com(命題 7.3.6), Spin(5) = ((Spin(13))σ′

)(0,F1(y),0,0)−(命題 7.3.10),
Spin(8) = ((F4)E1)

σ′
(命題 4.3.4,定理 4.5.1) ⊂ ((E6)E1)

σ′ ⊂ ((E7)κ,µ)σ′ ⊂ (G13
com)σ′

とす
る. 写像 φ : Spin(5) × Spin(8) → (Spin(13))σ′

を

φ(α, β) = αβ

で定義する．φ(α, β) ∈ (Spin(13))σ′
である. RD = (Φ(D, 0, 0, 0), 0, 0, 0, 0, 0) ∈ spin(8), R5 ∈

spin(5) = ((spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)− (命題 7.3.10)に対して，[RD, R5] = 0であるから, αβ =

βα である. よって, φは準同型写像である. Ker φ = {(1, 1), (−1, σ)} = Z2 は容易である.
(Spin(13))σ′

は連結かつdim(spin(5)⊕spin(8))=10(補題 7.3.8)+28 = 38 = dim((spin(13))σ′
)

(補題 7.3.11)であるから, φは全射である. よって, 群同型

(Spin(5) × Spin(8))/Z2
∼= ((Spin(13))σ′

を得る. 2

つぎに Spin(14)の分解を考えよう．まず Spin(14)の部分群

((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)−

=
{

α ∈ ((Spin(14))σ′
∣∣∣ α(0, (0, F1(y), 0, 0), 0, 0, 0, 0)

= (0, (0, F1(y), 0, 0), 0, 0, 0, 0)
, y ∈ C

}
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を考察しよう．

† 補題 7.3.13. Lie群 ((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)− の Lie環 ((spin(14))σ′

)(0,F1(y),0,0)− は，

つぎのようである：

((spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)−

= {R ∈ (spin(14))σ′ | (adR)(0, (0, F1(y), 0, 0), 0, 0, 0, 0) = 0}

=
{(

Φ
(
i

 ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 ε3


∼

,

 0 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ3

 ,−τ

 0 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ3

 , ν
)
,

( 0 0 0
0 ζ2 0
0 0 ζ3

 ,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, ζ
)
,−τλ

( 0 0 0
0 ζ2 0
0 0 ζ3

 ,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, ζ
)
, r, 0, 0

)

| εi ∈ R, ρi, ζi, ζ ∈ C, ν, r ∈ iR, ε1 + ε2 + ε3 = 0, iε1 +
2
3
ν + 2r = 0

}
.

特に，

dim(((spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)−) = 15

である．

†補題 7.3.14. t ∈ Rに対して, C-線型変換 θ14(t) : e8
C → e8

C を

θ14(t) = exp(ad(0, (0, itE1, 0, it), (itE1, 0, it, 0), 0, 0, 0))

で定義すると，θ14(t) ∈ ((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)− (補題 7.3.13)である. そして θ14(t)の V 14

への作用は，つぎのように与えられる：

θ14(t)(Φ(0, ζE1, 0, 0), (ξE1, ηE2 − τηE3 + F1(y), τξ, 0), 0, 0,−τζ, 0)

= (Φ(0, ζ ′E1, 0, 0), (ξ′E1, η
′E2 − τη′E3 + F1(y′), τξ′, 0), 0, 0,−τζ ′, 0),

ζ ′ =
1
2
(ζ + τζ) +

1
2
(ζ − τζ) cos t − i

4
(ξ + τξ) sin t

ξ′ =
1
2
(ξ − τξ) +

1
2
(ξ + τξ) cos t − i(ζ − τζ) sin t

η′ = η

y = y′.

†補題 7.3.15. ((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)−/Spin(5) ≃ S5.

特に, ((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)− は連結である.
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証明. 6次元R-ベクトル空間W 6 を

W 6 = {R ∈ V 14 |σ′R = R}

= {R = (Φ(0, ζE1, 0, 0), (ξE1, ηE2 − τηE3, τξ, 0), 0, 0,−τζ, 0) | ζ, ξ, η ∈ C}

で定義し，ノルムを

(R,R)µ =
1
30

B8(µ̃δR,R) = 4(τζ)ζ + (τη)η + (τξ)ξ

で与える．S5 = {R ∈ W 6 | (R,R)µ = 1}は 5次元球面である. 群 ((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)−

は S5に働く. この働きが推移的であることを示そう. そのためには, 任意の元 R ∈ S5がある

α ∈ ((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)− により αR =

1
2
(iΦ1, 0, 0, 0, i, 0) ∈ S5になることを示せばよい

. 任意の元

R = (Φ(0, ζE1, 0, 0), (ξE1, ηE2 − τηE3, τξ, 0), 0, 0,−τζ, 0) ∈ S5

に対して，tan t = −2i(ζ − τζ)
ξ + τξ

を満たす t ∈ R, 0 ≤ t < π を選び (もし ξ + τξ = 0ならば，

t =
π

2
とする)，Rに θ14(t) ∈ ((Spin(14))σ′

)(0,F1(y),0,0)− (補題 7.3.13, 7.3.14)を施すと

θ14(t)R = (Φ(0, (ζ ′E1, 0, 0), (ξ′E1, ηE2 − τηE3, τξ′, 0), 0, 0,−ζ ′, 0) = R1 ∈ S4 ⊂ S5

となる. 群 ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)−(⊂ ((Spin(14))σ′

)(0,F1(y),0,0)−) が S4 に推移的に働く

(補題 7.3.9)ので, β ∈ ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)− が存在して

βR1 =
1
2
(Φ1, 0, 0, 0,−1, 0) = R2 ∈ S3

となる．θ14(
π

2
), α(

π

4
) (補題 6.3.15)を順に作用させると，

θ14(
π

2
)R2 = (0, (−iE1, 0, i, 0), 0, 0, 0, 0) = R3,

そして

α(
π

4
)R3 = (0, (E1, 0, 1, 0), 0, 0, 0, 0) = R4

となる．最後にこの R4 に θ14(−
π

2
) ∈ ((Spin(14))σ′

)(0,F1(y),0,0)− を施すと

θ14(−
π

2
)R4 =

1
2
(iΦ1, 0, 0, 0, i, 0)

となる．よって，この働きは推移的である．群 ((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)− の

1
2
(iΦ1, 0, 0, 0, i,

0)における固定化群は ((Spin(13))σ′
)(0,F1(y),0,0)− (命題 7.3.6) = Spin(5)である. したがっ

て, 同相
((Spin(14))σ′

)(0,F1(y),0,0)−/Spin(5) ≃ S5

を得る. 2
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†命題 7.3.16. ((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)−

∼= Spin(6).

証明. 群 ((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)− が連結であるから (補題 7.3.15), 準同型写像

π : ((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)− → SO(6) = SO(W 6), π(α) = α|W 6

が定義できる．Ker π = {1, σ} = Z2は容易である. また dim(((spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)−) = 15

(補題 7.3.13) = dim(so(6))であるから, πは全射である. よって, 群同型

((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)−/Z2

∼= SO(6)

を得る. これより, ((Spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)− は SO(6)の 2重被覆群として Spin(5)に同型

である. 2

そこで，つぎの補題を準備して群 (Spin(14))σ′
の群構造を決定しよう.

†補題 7.3.17. Lie群 ((Spin(14))σ′
の Lie環 (spin(14))σ′

は，つぎのようである：

(spin(14))σ′

=
{(

Φ
(
D + i

 ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 ε3


∼

,

 0 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ3

 ,−τ

 0 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ3

 , ν
)
,

( 0 0 0
0 ζ2 0
0 0 ζ3

 ,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, ζ
)
,−τλ

( 0 0 0
0 ζ2 0
0 0 ζ3

 ,

 ζ1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 0, ζ
)
, r, 0, 0

)

|D ∈ so(8), εi ∈ R, ρi, ζi, ζ ∈ C, ν ∈ iR, ε1 + ε2 + ε3 = 0, iε1 +
2
3
ν + 2r = 0

}
.

特に，

dim((spin(14))σ′
) = 28 + 15 = 43

である．

†定理 7.3.18. (Spin(14))σ′ ∼= (Spin(6) × Spin(8))/Z2, Z2 = {(1, 1), (−1, σ)}.

証明. Spin(14) = G14
com(命題 5.3.7), Spin(6) = ((Spin(14))σ′

)(0,F1(y),0,0)−(命題 5.3.16),
Spin(8) = ((F4)E1)

σ′ ⊂ ((E6)E1)
σ′ ⊂ ((E7)κ,µ)σ′ ⊂ (G13

com)σ′ ⊂ (G14
com)σ′

とする. 写像
φ : Spin(6) × Spin(8) → (Spin(14))σ′

を

φ(α, β) = αβ

で定義する．φ(α, β) ∈ (Spin(14))σ′
は上の定義から容易である. [RD, R6] = 0，RD =

(Φ(D, 0, 0, 0), 0, 0, 0, 0, 0) ∈ spin(8), R6 ∈ spin(6) = ((spin(14))σ′
)(0,F1(y),0,0)−(命題 7.3.16)
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であるから, αβ = βαを得る. よって, φは準同型写像である. Ker φ = {(1, 1), (−1, σ)} = Z2

は容易である.　また (Spin(14))σ′
は連結かつ dim(spin(6)⊕spin(8)) = 15(補題 7.3.13)+28 =

43 = dim((spin(14))σ′
) (補題 7.3.17)であるから, φは全射である. したがって, 群同型

(Spin(6) × Spin(8))/Z2
∼= ((Spin(14))σ′

を得る. 2

7.4 Spin(15), Ss(16)の分解の予想とそのLie環の同型対応について

Spin(15)(未構成), Ss(16)の σ′ による分解は

(Spin(15))σ′ ∼= (Spin(7) × Spin(8))/Z2,

(Ss(16))σ′ ∼= (Spin(8) × Spin(8))/(Z2 × Z2)

であると予想される．

上記の下段の群同型の Lie環版の内容を以下に述べよう．群 E8 の Lie環 e8 は

e8 = {R ∈ e8
C | τ λ̃R = R}

= {(Φ,P,−τλP, r, u,−τu) ∈ e8
C |Φ ∈ e7, P ∈ PC , r ∈ iR, u ∈ C}

で与えられる．e8 の部分 Lie環:

((e8)σ,σ′
)so(8) = {R ∈ (e8)σ,σ′

| [R,RD] = 0, RD ∈ so(8)}

を考える．ここにRD = (Φ(D, 0, 0, 0), 0, 0, 0, 0, 0), D ∈ ((f4)E1)
σ′

= so(8)である．このとき，
つぎの命題が成り立つ．

†命題 7.4.1. ((e8)σ,σ′
)so(8)

∼= so(8).

証明. Lie環 so(8) = {D ∈ M(8, R) | tD = −D}と Lie環 ((e8)σ,σ′
)so(8) との同型対応を

φ∗ : so(8) → ((e8)σ,σ′
)so(8),

Gij 7→ Rij , 0 ≤ i < j ≤ 7.

で定義する．ここに Gij は so(8)のR-基，Rij は ((e8)σ,σ′
)so(8) のR-基であり，その具体形

はつぎのようである：

R01 = (Φ(−i(E2 − E3)
∼

, 0, 0, 0), 0, 0, 0, 0, 0),

R02 =
(
Φ

(
0,− i

2
(E2 − E3),−

i

2
(E2 − E3), 0

)
, 0, 0, 0, 0, 0

)
,

R12 =
(
Φ

(
0,

1
2
(E2 + E3),−

1
2
(E2 + E3), 0

)
, 0, 0, 0, 0, 0

)
,

R03 =
(
Φ

(
0,−1

2
(E2 − E3),

1
2
(E2 − E3), 0

)
, 0, 0, 0, 0, 0

)
,
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R13 =
(
Φ

(
0,− i

2
(E2 + E3),−

i

2
(E2 + E3), 0

)
, 0, 0, 0, 0, 0

)
,

R23 = (Φ(−i(E1 ∨ E1), 0, 0, i), 0, 0, 0, 0, 0),

R04 = (0, (−(E2 − E3), 0, 0, 0), (0,−(E2 − E3), 0, 0), 0, 0, 0),

R14 = (0, (−i(E2 + E3), 0, 0, 0), (0, i(E2 + E3), 0, 0), 0, 0, 0),

R24 = (0, (0, iE1, 0,−i), (iE1, 0,−i, 0), 0, 0, 0),

R34 = (0, (0, E1, 0, 1), (−E1, 0,−1, 0), 0, 0, 0),

R05 = (0, (−i(E2 − E3), 0, 0, 0), (0, i(E2 − E3), 0, 0), 0, 0, 0),

R15 = (0, (E2 + E3, 0, 0, 0), (0, E2 + E3, 0, 0), 0, 0, 0),

R25 = (0, (0,−E1, 0, 1), (E1, 0,−1, 0), 0, 0, 0),

R35 = (0, (0, iE1, 0, i), (iE1, 0, i, 0), 0, 0, 0),

R45 =
(
Φ

(
i(E1 ∨ E1), 0, 0,

i

2

)
, 0, 0,− i

2
, 0, 0

)
,

R06 = (0, (0,−(E2 − E3), 0, 0), (E2 − E3, 0, 0, 0), 0, 0, 0),

R16 = (0, (0, i(E2 + E3), 0, 0), (i(E2 + E3), 0, 0, 0), 0, 0, 0),

R26 = (0, (iE1, 0,−i, 0), (0,−iE1, 0, i), 0, 0, 0),

R36 = (0, (−E1, 0,−1, 0), (0,−E1, 0,−1), 0, 0, 0),

R46 =
(
Φ

(
0,

1
2
E1,−

1
2
E1, 0

)
, 0, 0, 0,−1

2
,
1
2

)
,

R56 =
(
Φ

(
0,− i

2
E1,−

i

2
E1, 0

)
, 0, 0, 0,− i

2
,− i

2

)
,

R07 = (0, (0,−i(E2 − E3), 0, 0), (−i(E2 − E3), 0, 0, 0), 0, 0, 0),

R17 = (0, (0,−(E2 + E3), 0, 0), (E2 + E3, 0, 0, 0), 0, 0, 0),

R27 = (0, (−E1, 0, 1, 0), (0,−E1, 0, 1), 0, 0, 0),

R37 = (0, (−iE1, 0,−i, 0), (0, iE1, 0, i), 0, 0, 0),

R47 =
(
Φ

(
0,

i

2
E1,

i

2
E1, 0

)
, 0, 0, 0,− i

2
,− i

2

)
,

R57 =
(
Φ

(
0,

1
2
E1,−

1
2
E1, 0

)
, 0, 0, 0,

1
2
,−1

2

)
,

R67 =
(
Φ

(
− i(E1 ∨ E1), 0, 0,− i

2

)
, 0, 0,− i

2
, 0, 0

)
.

このとき，Lie準同型
φ∗([Gij , Gkl]) = [φ∗(Gij), φ∗(Gkl)]

が成り立つことから命題の同型を得る． 2

†命題 7.4.2. (e8)σ,σ′ ∼= so(8) ⊕ ((e8)σ,σ′
)so(8).
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証明. 写像 φ∗ を

φ∗ : (e8)σ,σ′ → so(8) ⊕ ((e8)σ,σ′
)so(8)

R 7→ RD + RD1 .

で定義する．ここに

RD1 =
(
Φ

(
i

 τ1 0 0
0 τ2 0
0 0 τ3


∼

,

 α1 0 0
0 α2 0
0 0 α3

 ,−τ

 α1 0 0
0 α2 0
0 0 α3

 , ν
)
,

( ξ1 0 0
0 ξ2 0
0 0 ξ3

 ,

 η1 0 0
0 η2 0
0 0 η3

 , ξ, η
)
,−τλ

( ξ1 0 0
0 ξ2 0
0 0 ξ3

 ,

 η1 0 0
0 η2 0
0 0 η3

 , ξ, η
)
, r, u,−τu

)
∈ ((e8)σ,σ′

)so(8).

τk ∈ R, τ1 + τ2 + τ3 = 0, αk, ξk, ηk, ξ, η, u ∈ C, ν, r ∈ iRである．このとき命題の同型を

得る． 2

以上 2つの命題から，つぎの定理を得る．

†定理 7.4.3. (e8)σ,σ′ ∼= so(8) ⊕ so(8).

群同型 (E8)σ ∼= Ss(16)であるから，この定理は正に (Ss(16))σ′ ∼= (Spin(8)×Spin(8))/(Z2×
Z2)の Lie環版である．
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8. 付録

Cayley代数の諸公式, 例外 Jordan代数の Jordan積, Freudenthal積の諸公式と例外型複素
単純 Lie環の基本ルート，Dynkin図形について述べる．

I. Cayley代数の諸公式

1. (xy, xy) = (x, x)(y, y), |xy| = |x||y|.

2. (ax, ay) = (a, a)(x, y) = (xa, ya).

3. (ax, by) + (bx, ay) = 2(a, b)(x, y).

4. (ax, y) = (x, ay), (xa, y) = (x, ya).

5. x = x, x + y = x + y, xy = y x.

6. (x, y) = (y, x) =
1
2
(xy + yx) =

1
2
(xy + yx), xx = xx = |x|2.

7. a(ax) = (aa)x, a(xa) = (ax)a, x(aa) = (xa)a,

a(ax) = (aa)x, a(xa) = (ax)a, x(aa) = (xa)a.

8. b(ax) + a(bx) = 2(a, b)x = (xa)b + (xb)a.

9. x, y, z,∈ Cに対して {x, y, z} = (xy)z − x(yz)とおくとき

{x, y, a} = {y, a, x} = {a, x, y} = −{y, x, a} = −{x, a, y} = −{a, y, x}

が成り立つ．すなわち,

(ax)y + x(ya) = a(xy) + (xy)a,

(xa)y + (xy)a = x(ay) + x(ya),

(ax)y + (xa)y = a(xy) + x(ay)

が成り立つ.

10. (ax)(ya) = a(xy)a (Moufangの公式).

11. R(xy) = R(yx), R(x(yz)) = R(y(zx)) = R(z(xy)) (= R(xyz)).

{1, a1, a2, · · · , a7}を Cの内積 (x, y)に関するR-正規直交基とするとき,つぎの 12.1, 12.2,
12.3 が成り立つ：

12.1 ai(ajx) = −aj(aix), 特に, aiaj = −ajai, i ̸= j.

12.2 ai(aix) = −x, 特に, ai
2 = −1.

12.3 ai(ajak) = aj(akai) = ak(aiaj), i, j, k は異なる.
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II. Jordan積, Freudenthal積の諸公式

Ek ◦ Ek = Ek, Ek ◦ El = 0, k ̸= l,

Ek ◦ Fk = 0, Ek ◦ Fl(x) =
1
2
Fl(x), k ̸= l,

Fk(x) ◦ Fk(y) = −(x, y)(Ek+1 + Ek+2), Fk(x) ◦ Fk+1(y) =
1
2
Fk+2(xy).

Ek × Ek = 0, Ek × Ek+1 =
1
2
Ek+2,

Ek × Fk = −1
2
Fk(x), Ek × Fl(x) = 0, k ̸= l,

Fk(x) × Fk(y) = −(x, y)Ek, Fk(x) × Fk+1(y) =
1
2
Fk+2(xy).

III. 例外型複素単純 Lie環の基本ルートとDynkin図形

∗ 複素 Lie環 g2
C の基本ルートとDynkin図形

C-Lie 同型写像 f∗ : sl(3, C) → su(3, CC) と埋め込み φ∗ : su(3,CC) → g2
C をつぎのよう

に定義する．

f∗(A) = εA − ε tA, ε =
1
2
(1 + ie1),

φ∗(D)(a + m) = Dm, a + m ∈ CC ⊕ (C3)C = CC ,

ここで CC は複素 Cayley代数である．このとき，Lie環 sl(3, C)を f∗ と φ∗ の合成写像のも

とでの g2
C の部分 Lie環とみなす．さらに，sl(3, C)は，Cartan部分環

h =
{λ1 0 0

0 λ2 0
0 0 λ3

∣∣∣ λi ∈ C, λ1 + λ2 + λ3 = 0
}

に関するルート ±(λk − λl), 1 ≤ k < l ≤ 3をもつ．このことより，g2
C の基本ルート系は

α1 = λ1 − λ2, α2 = λ2

のようになり，最高ルートは

µ = 2α1 + 3α3

である．また，Dynkin図形，拡大 Dynkin図形は，それぞれつぎのようである．

α1

⟩
α2 −µ α1

2
⟩
α2

3
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∗ 複素 Lie環 f4
C の基本ルートとDynkin図形

f4
C のルートを求める前に，Lie環 D4

C :

D4
C = {D ∈ HomC(CC) | (Dx, y) + (x,Dy) = 0}

のルート系を復習しておく．Hk = −iGk4+k, k = 0, 1, 2, 3とおくとき

h = {H =
3∑

k=0

λiHk |λk ∈ C}

はD4
C の Cartan部分環であり，hに関するルートは

±(λk − λl), ±(λk + λl), 0 ≤ k < l ≤ 3.

である．このことより，f4
C の基本ルート系は

α1 = λ0 − λ1, α2 = λ1 − λ2, α3 = λ2, α4 =
1
2
(−λ0 − λ1 − λ2 + λ3)

のようになり，最高ルートは

µ = 2α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4

である．また，Dynkin図形，拡大 Dynkin図形は，それぞれつぎのようである．

α1 α2

⟩
α3 α4 −µ α1

2

α2

3
⟩
α3

4

α4

2

∗ 複素 Lie環 e6
C の基本ルートとDynkin図形

e6
C の Cartan部分環：

h =

h = hδ + H̃ ∈ e6
C

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
hδ =

3∑
k=0

λkHk = −
3∑

k=0

λkiGk4+k, λk ∈ C

H =
3∑

j=1

µjEj , µj ∈ C, µ1 + µ2 + µ3 = 0


を用いて hに関するルートを求め，e6

C の基本ルート系を計算すると

α1 = λ0 − λ1, α2 = λ1 − λ2, α3 = λ2 − λ3,

α4 = λ3 +
1
2
(µ2 − µ3),

α5 =
1
2
(−λ0 − λ1 − λ2 + λ3) +

1
2
(µ3 − µ1),

α6 =
1
2
(λ0 + λ1 + λ2 + λ3) +

1
2
(µ1 − µ2)
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となり，最高ルートは

µ = α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4 + 2α5 + α6

である．また，Dynkin図形，拡大 Dynkin図形は，それぞれつぎのようである．

α1 α2 α3

α4

α5 α6 α1

1

α2

2

α3

3

α42

−µ

α5

2

α6

1

∗ 複素 Lie環 e7
C の基本ルートとDynkin図形

e7
C の Cartan部分環：

h =

{
Φ

( 3∑
k=0

λkHk +
( 3∑

j=1

µjEj

)∼
, 0, 0, ν

)
∈ e7

C

∣∣∣∣∣ λk, ν ∈ C

µj ∈ C, µ1 + µ2 + µ3 = 0

}

(Hk = −iGk4+k)を用いて hに関するルートを求め，e7
C の基本ルート系を計算すると

α1 = λ0 − λ1, α2 = λ1 − λ2, α3 = λ2 − λ3,

α4 =
1
2
(−λ0 − λ1 − λ2 + λ3) +

1
2
(µ3 − µ1),

α5 =
1
2
(λ0 + λ1 + λ2 + λ3) +

1
2
(µ1 − µ2),

α6 = µ2 +
3
2
ν, α7 = −µ3 −

3
2
ν

となり，最高ルートは

µ = α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 3α5 + 2α6 + 2α7

である．また，Dynkin図形，拡大 Dynkin図形は，それぞれつぎのようである．

α1 α2 α3 α4

α7

α5 α6

α1

1

α2

2

α3

3

α4

4

α72

α5

3

α6

2

−µ
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∗ 複素 Lie環 e8
C の基本ルートとDynkin図形

h7 を e7
C の Cartan部分環とする．このとき

h = {(Φ(h), 0, 0, r, 0, 0) |Φ(h) ∈ h7, r ∈ C}

は e8
C の Cartan部分環になる．この hに関するルートを求め，e8

C の基本ルート系を計算す

ると

α1 =
1
2
(λ0 − λ1 − λ2 − λ3) +

1
2
(µ3 − µ1),

α2 = µ1 −
1
3
ν − r, α3 = 2r,

α4 = µ2 −
1
3
ν − r, α5 = λ3 −

1
2
(µ2 − µ3),

α6 = λ2 − λ3, α7 = λ1 − λ2, α8 = ν − r

となり，最高ルートは

µ = 2α1 + 4α2 + 6α3 + 5α4 + 4α5 + 3α6 + 2α7 + 3α8

である．また，Dynkin図形，拡大 Dynkin図形は，それぞれつぎのようである．

α1 α2 α3

α8

α4 α5 α6 α7

α1

2

α2

4

α3

6

α83

α4

5

α5

4

α6

3

α7

2

−µ

以上，基本ルート系と Dynkin図形，拡大 Dynkin図形について，その結果だけを記した．
詳しくは，[56]を参照．
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