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第 1章

緒 言



2 第 1章 緒 言

1.1 本研究の背景

1.1.1 ポリマの工学的実用性

ポリマは，軽量でかつ，成形性 [補足 A.1]，透明性 [補足 A.2]，電気絶縁性 [補足 A.3]，吸音性 [補足 A.4]

などに富み，石油を原料として安価に製造することができるという他材料にない有用な性質をもつため，日常

生活に不可欠な材料として多く用いられている．近年では，より過酷な力学的条件下でも耐えうるエンジニア

リングプラスチック (1)(2)[補足 A.5] と呼ばれる新材料が開発されており，金属に替わる構造材料として使用さ

れることが多くなっている．特に乗用車や航空機において，軽量なポリマを内装材として使用することによる

燃費の向上などに多大な期待が寄せられている．

このような大変形下におけるポリマの使用に対する需要の増加に伴い，CAEにおいてポリマの大変形挙動

が有限要素法 (FEM)などによって解析されるようになっている．例として，図 1.1[提供: 日産自動車 (株)] に

強化ポリプロピレン (FR-PP)で作製された乗用車のドアトリムとダミーの側面衝突シミュレーション用解析

モデルを示す．このようなシミュレーションの計算精度を高めるためには，ポリマの大変形挙動をより正確に

再現できる構成モデルを構築することが重要である．

1.1.2 ポリマの分類と微視構造

多くの化合物の分子量が 500以下であるのに対し，分子量が 10 000以上の分子を高分子または巨大分子と

呼び，その化合物を高分子化合物という．高分子化合物は，その組成や分子の構造により有機高分子化合物お

よび無機高分子化合物，あるいは天然高分子化合物および合成高分子化合物に分類される．天然高分子化合物

の分子は，小さな構成単位が繰り返し多数結合した構造をしており，合成高分子化合物は，1種類またはそれ

以上の種類の小さな分子を多数結合させて作られている．この小さな分子を単量体またはモノマという．ポリ

マとは，モノマが次々に結合する反応である重合により生成する高分子のことであり，重合体とも呼ばれる．

ポリマは熱可塑性ポリマ，熱硬化性ポリマおよびエラストマに分類される．熱可塑性ポリマは，線状の分子

(a) Door trim (b) Dummy

Fig. 1.1 Finite element meshes for side impact simulation
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Fig. 1.2 Structure of polymers

100 mm

Fig. 1.3 Spherulite structure of PP

により構成されているため，ガラス転移温度以上に保つと軟らかくなって延性を示すようになり，いろいろな

形に成形できる．また，逆にガラス転移温度以下では硬く，脆性的になる．このように可逆的な変化を生じる

のは，温度変化によって分子構造が化学的な変化を起こさず，物理的にのみ変化するためである (1)．また，適

当な溶媒に溶かすことによってフィルム状にしたり，引き伸ばすことによって繊維状に加工することもでき

る．近年開発されているエンジニアリングプラスチックの多くは熱可塑性ポリマであり (2)，本研究ではこの熱

可塑性ポリマのみを対象とする．

熱可塑性ポリマは結晶化を生じるものとその性質のないものにさらに分類されており，前者は結晶性ポリ

マ，後者は非晶性ポリマと呼ばれている [補足 A.6]．非晶性ポリマの内部は，図 1.2(a)に示すように，高分子

鎖が絡み合いながら Van del Waals力で不規則に凝集している，いわゆるランダムコイル構造をなしていると

され，ポリスチレン (PS)，ポリカーボネイト (PC)，ポリメタクリル酸メチル (PMMA) などはその代表的なも

のであり，各種シート，フィルム，乗用車のランプ部分や光学材料などに多く用いられる．一方，結晶性ポリ

マの結晶構造は 100%に近い結晶組織ではなく，一部は非晶の状態である場合が多く (1)，図 1.2(b)に示すよ

うに結晶質部分 (ラメラ)と非晶質部分 (フィブリル)とが混在した構造をもつ．結晶質・非晶質部分からなる

微視構造は，互いに交互に積層された構造となっており，さらにラメラが回転を伴いながら放射状に成長する

ことによって，球晶と呼ばれる構造を形成する．溶融状態からの球晶の成長過程において，球晶同士がぶつか

り合うことによって直線状の境界ができ，図 1.3に示すような組織が形成される (3)．このような構造をもつ代

表的な結晶性ポリマとしてはポリエチレン (PE)，ポリプロピレン (PP)，ポリアミド (PA)などを挙げることが
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できる．この結晶性ポリマやそれをマトリックスとする複合材料 (ポリマアロイ [補足 A.7]，ポリマブレンド

[補足 A.8]，ポリマコンポジット [補足 A.9]) は，乗用車や航空機の内装など構造材料として，過酷な力学的環

境下においても使用されるようになっている．また，ポリマの結晶化の割合については，成形過程，特に冷却

条件によって大きく異なっており，高分子溶液を融点から急激に冷却すればより非晶質に近いポリマが，逆に

融点から緩やかに冷却すればより結晶化度の高いポリマがそれぞれ形成される．そしてこれらの材料は，各々

の相の性質に複雑な形で依存した複合材料としての性質を示す．このような材料についての研究に対する工業

的な要請は強いが，複合材料として取り扱うために必要な各相の特性については未知な部分が多いのが現状で

あり，本研究においては非晶性ポリマの力学的応答を対象とする．なお，結晶性ポリマのガラス転移温度は室

温以下，非晶性ポリマでは室温以上であることが多く，一般に室温においては結晶性ポリマは延性的，非晶性

ポリマは脆性的である．

一方，熱硬化性ポリマは，立体的網目状構造をもつため，加熱すると硬化する．熱硬化性ポリマは縮合重合

によって作られるものが多く，合成過程の加熱処理で縮合重合がさらに進み，立体的網目状構造が発達して硬

くなる．すなわち，熱硬化性ポリマではいったん網状に高分子構造が結合されると，再び過熱しても軟らかく

ならず，非可逆変化を示す．これは分子構造変化 (化学変化)を生じたためである (1)．なお，硬化剤を用いた

り，大量の充てん剤や補強剤を加えて硬化させることが多い．熱硬化性ポリマとしては，フェノール樹脂，ア

ミノ樹脂，エポキシ樹脂などが挙げられ，一般に硬くて耐熱性が大きいという性質をもつため，食器，電気器

具，家具，板などの構造材，雑貨などに広く利用されている．

ポリマの分子鎖の立体構造においては，炭素原子の周りの置換基は正四面体構造をとるように配置する．ポ

リマを構成する炭素結合間は 109.5◦ であり，基本骨格を構成する炭素原子は自由に回転することができる．

特定の方法を用いれば，重合時に図 1.4のように炭素鎖のある方向のみ置換基をそろえることができるが，そ

のような配列をタクチシティーと呼び，ランダムに置換基が配列したものをアタクチック [同図 (a)]，同一方

(a) Atactic

(b) Isotactic

(c) Syndiotactic
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向に規則正しく並んだ場合をアイソタクチック [同図 (b)]，交互に並んだものをシンジオタクチック [同図 (c)]

と呼ぶ．タクチシティーはポリマの結晶化度に影響する．例えば，アイソタクチックな成分の多いポリプロピ

レンは結晶化度が高く，高剛性，高強度で硬い (4)．

また，エラストマ (ゴム弾性体)は，生ゴムに硫黄を 5～8%混ぜ合わせて練り (混練)，さまざまな形に塑性

変形をさせた後 (成形)，約 140◦Cに加熱し，ゴム分子同士を化学的に硫黄原子によって結合 (架橋または加硫)

したものである．通常，生ゴムは分子量 100 000以上の糸状高重合体であり，室温において分子運動が活発で

あり，また分子同士が互いに絡み合っている．生ゴムは引張られると絡み合いがほぐれ，分子同士がすべりな

がら伸び，長い時間伸ばした後で除荷すると伸びたままで元に戻らなくなる (塑性変形)．生ゴムのこの性質を

利用して種々の形状のゴム製品が作られている．しかし，除荷しても元の形に回復できないため，成形加工し

た製品をそのままゴム弾性体として利用することはできない．そこで，上述のように成形加工した後の生ゴム

に加硫を行い，ゴム分子同士を架橋点で結合することによって，ゴム分子のすべりが抑制され，除荷されると

ほとんど瞬間的に元の形状に戻るようになる (5)．これが加硫ゴム，すなわちエラストマ (ゴム弾性体)である．

一方，エラストマと同様なランダムコイル構造をもつ非晶質の熱可塑性ポリマは，大きなひずみを与えられる

と塑性変形を起こし，エラストマのような超弾性を示すことはない．このような違いが現れるのは上述のよう

な分子鎖同士の架橋の有無という微視的な構造における決定的な違いがあるためである．エラストマの弾性

は，本来規則的な構造をもたない分子鎖の配列が，外部からの力により規則的になり，これが元の不規則な配

列に戻ろうとするときの力によるものである．熱力学的には応力によるエントロピーの低下が元に戻ろうとす

る力による弾性であるから，これをエントロピー弾性と呼ぶ．エラストマの例としては，ポリブタジエン，天

然ゴム (ポリイソプレン)，ポリウレタンゴムなどが挙げられる [補足 A.10]．

1.1.3 ポリマの大変形特性

図 1.5に代表的な非晶性ポリマとして PMMA の単軸引張試験より得られた公称応力–公称ひずみ線図 (6) を

示し，図 1.6に一般的な非晶性ポリマのくびれ部位における真応力–真ひずみ関係とそれに対応する変形状態

の模式図を示す．通常，ガラス転移温度以上における非晶性ポリマの力学的特性は，図 1.6で表される真応力–
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Fig. 1.5 Tensile nominal stress-strain data on PMMA at 338K(6)
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真ひずみ曲線を 3つの段階に分けて説明される．まずステージ 1では，降伏前において非線形粘弾性応答が現

れ，応力–ひずみ線図はカーブを描きながら初期降伏点へと到達する．またステージ 2では，分子鎖の絡み合

いがほぐれることによりくびれの形成および発達が起こり，それによって変形が局所化し，ひずみ軟化現象が

現れる．さらにステージ 3では，くびれ部分で分子鎖が引張方向へ配向し，それが未配向部位へ伝ぱすること

によってくびれの伝ぱ現象が生じるとともに，再硬化によってくびれ領域の応力値は増加する．

その他のポリマの力学的特性を金属と比較しつつ以下に詳述する．

(a)ひずみ速度依存性

ポリマは室温においても，ひずみ速度の増加によって公称応力–公称ひずみ曲線が上昇する．すなわち，ひ

ずみ速度に対して正の硬化特性をもつ．このような力学的特性をひずみ速度依存性あるいは粘塑性と呼ぶ．ひ

ずみ速度依存性は，金属ではひずみ速度 1s−1程度以上 (7) の高速変形時もしくは再結晶温度 [補足 A.11] 以上

のいわゆる熱間加工の温度範囲においてのみ現れる性質であるが，ポリマでは低速変形時あるいは常温でも顕

著に現れる性質である．図 1.7は，エチレンプロピレンラバー (EPR)を 5%内添したブロック PPを用いた単

軸引張試験から得られた公称応力–公称ひずみ線図である (8)．

(b)くびれの形成と安定伝ぱ

小林・岡田 (8) の報告によれば PPなどのポリマにおいて，初期降伏直後からくびれが発生する．そして，く

びれは後続ひずみ硬化とともに幅方向への成長を弱め，徐々に引張方向に伝ぱしていく．一方，金属において

は，くびれが成長すると急激に破壊が生じる．

くびれはせん断帯を伴うといわれている．せん断帯とは，引張方向にある角度を保って板厚方向にひずみが

集中した線状のくびれ帯のことであり，ひずみの局所化とも呼ばれる．せん断帯は高々板厚程度の幅の帯領域

に入る板厚方向のくびれなので，薄板ではせん断帯に沿って破断がすぐに生じる．丸棒のくびれは拡散くびれ

に相当し，幾何学的な制約からせん断帯は表面には生じ得ない (9)．ただし，材料内部に生じるせん断帯がカッ

プアンドコーン破壊の一因になっているといわれている．また，ポリマの引張りでは，くびれの安定伝ぱに伴

い，せん断帯は徐々に局所化の程度を弱めることが知られている．

なお，軟鋼の薄板引張りにおいて材料表面で観察されるリューダース帯 [補足 A.12] は降伏時に現れるもの

であり，せん断帯とは区別されている．
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Fig. 1.7 Strain rate dependence of PP(8)

(c)変形誘起異方性

ポリマを延伸すると，分子鎖が引張方向へ配向するので，初期等方性をもつ材料でも異方性をもつようにな

り，縦弾性係数は引張方向に著しく向上する．この主な原因は，分子鎖方向には強い共有結合による力，分子

鎖に垂直な方向には Van der Waals力が働くためである．くびれの通過した部位を切り出した PCに対する引

張試験結果 (10) によれば，縦弾性係数が延伸後，約 30%増加しているため，精度の高い構成式を定式化する

ためには分子鎖の配向による変形誘起弾性異方性を考慮する必要がある (11)．

(d)温度依存性

ポリマには金属より顕著な温度依存性があることがわかっている．すなわち，温度の上昇によって硬化特性

が弱まり，延性が増す．図 1.8は，3つの環境温度における PPの真応力–真ひずみ線図である [提供: 宇部興産

(株)]．材料内の温度は，変形による内部発熱と材料外部との熱伝導によって支配されると考えられる．冨田ら

は変形の局所化に及ぼす熱発生の影響を考慮し，多くの解析例 (12)(13)(14)(15)(16)(17) を示している．ただし，こ

れらの研究はあくまで数値解析的予測であり，実験から得られたデータに基づいたものではない．それは，く

びれ領域に顕著な内部発熱および周囲との熱伝導の影響を反映した硬化応答を実験から得ることは現実的に難

しいからである．そこで，上述の解析的研究では，図 1.8のような周囲の温度変化に対する応力–ひずみ関係

が，材料内部の温度依存性硬化データとして代用されている．

また，PPでは溶融状態から除冷すると結晶化するが，急冷すると結晶化しないことが報告されている．す

なわち，相変態においては温度速度依存性もあることがわかっている．

(e)損傷依存性および静水圧応力依存性

ポリマでは，引張り時，特にくびれの伝ぱ時にクレイズという小さな損傷が引張方向に垂直に数多く形成さ

れる (6)(18)(19)．クレイズは主に材料表面あるいはクラック先端に発生し，最大引張方向に対して垂直に成長す

る．ただし，クラック (亀裂)とは異なり，フィブリル (配向分子鎖の束)がひび割れの両面を連結して応力を

支えている．したがって，発生したクレイズが試験片を完全に横切っても，試験片は破断せずになお十分な強
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Fig. 1.9 Microscopic structure of craze

度を保つ．図 1.9はクレイズの微視構造を模式的に示すものである．ポリマはフィブリルが破断するまで，ボ

イドあるいは分子鎖の希薄な領域である自由体積による体積変化を受ける．このようにポリマにおいては，塑

性変形過程においても体積が変化するため，金属材料のように偏差応力のみでは塑性変形挙動をモデル化でき

ず，クレイズあるいは自由体積による静水圧応力の効果も考慮する必要がある．ただし，材料の変形状態を進

めずにクレイズや自由体積の様子を観察するのは困難である．また，クレイズ発生の力学的条件 (クライテリ

オン)として，応力クライテリオン，ひずみクライテリオンあるいは静水圧応力クライテリオンなどが提案さ

れているが，いずれも物理的根拠が不明である (18)(19)．現在まで，実験的観察による事実の乏しいまま数値解

析的研究が先行しているのが現状である (6)．

1.2 ポリマの材料モデルに関する従来の研究と問題点

1.2.1 巨視的塑性論

前節で述べたポリマの力学的性質，特に塑性変形を伴う大変形特性を考慮したポリマの大変形挙動のモデリ

ングおよびシミュレーションに関する研究は従来から盛んに行われている (20)．降伏後のひずみ軟化および配

向硬化に関しては，従来の巨視的塑性論における現象論的な応力–ひずみ関係 (21)(22) を用いることにより再現

されており，ひずみ速度 (23)(24)，非共軸性 (25)(26)(27)，熱発生および熱伝導など (15)(28)(29) がくびれの伝ぱ挙動
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に及ぼす影響についても詳細に検討されている．また，巨視的なひずみから異方性テンソルを定義し，それを

ひずみエネルギー関数の引数に導入して弾性構成式を導出することで，変形に伴う弾性率の変化を予測してい

る例 (11) もある．しかしながら，これらのモデルは全て古典的な塑性論に基づいており，分子鎖，クレイズ，

自由体積など，ポリマ内部の微視構造の力学的挙動と巨視的な変形挙動とが互いに及ぼし合う影響については

考慮されていない．

一方，近年では，材料科学で得られる情報を固体力学に取り込む形で非晶性ポリマの力学的特性を説明しよ

うとするマルチスケールモデリングの試みが盛んに行われるようになってきている．ここで，マルチスケール

モデリングとは異なるスケールの階層の相互作用から材料の変形挙動および微視的構造の変化を同時に表現す

る「多重階層橋渡し形」のモデリング手法である．非晶性ポリマには金属における Burgersベクトルの大きさ

のような特性長が定義できないので，厳密な多重階層スケールを定義できないが，巨視的構造 (固体力学の体

系) と微視的構造 (材料科学の体系) が相互作用するモデルという意味で，非晶性ポリマに対してもマルチス

ケールモデリングという呼び方をすることは可能である．そこで次項以降においては，主に材料科学の立場

からポリマの力学的性質を説明した微視的理論について説明し，その問題点についても指摘していくことに

する．

1.2.2 クレイズ進展に基づく破断予測モデル

ポリマの延性破壊は，金属とは異なり，くびれの伝ぱ後にくびれ進行端部で破断が生じるという特徴があ

り，破断部位は分子鎖配向領域と未配向領域の境界に位置する．ポリマの破壊機構を説明するには，塑性変形

過程において発生するポリマ特有の損傷形態の 1つであるクレイズの挙動を考慮する必要がある．降伏後の軟

化段階においてくびれが発生すると，クレイズはひずみ局所化領域であるせん断帯に沿って多数発生する．そ

の後，後続再硬化段階においてクレイズ集中領域はくびれとともに引張方向へと伝ぱする．さらに荷重を増加

させると，配向–未配向境界におけるクレイズは激しく成長し，応力がフィブリル強度 (30) を越えるとフィブ

リルが切断されてクラックとなり，それが進展した後，最終的に破断に至る．このような機構のために，破断

部位はひずみ集中領域である試験片中央ではなく，くびれ進行端部になると考えられる．

小林ら (31) は，熱・力学的検討からクレイズの発生・成長を表現し得るクレイズ発展式を提案し，クレイズ

の影響を考慮した結晶性ポリマの破断予測モデルを構築している．

1.2.3 分子鎖網目理論

ひずみ軟化後の後続再硬化現象は，微視的には，ポリマを構成している高分子鎖が延伸方向へと配向して

内部の分子鎖網目構造が変化する，いわゆる配向硬化が原因であるといわれている．これに対し，分子鎖の

挙動に関する研究の歴史は古く，Kuhn-Gr̈un(32) の Langevin関数を用いた 1本の分子鎖の変形挙動のモデル

化までさかのぼることができる．その後，分子鎖網目構造がゴム弾性応答を示すとするアフィンモデルを用

いて 3鎖 (33)(34)，8鎖 (35)，連続鎖分布 (36) モデルなどの分子鎖網目理論 (17)(37)(38) が提案されている．中でも

Arruda-Boyce(35) は，分子鎖網目構造が単位ブロックあたり絡み点を中心とする 8本の分子鎖で構成されてい

るとする 8鎖モデルを提案し，分子鎖の配向に対する抵抗すなわち背応力を塑性構成式へ導入することでポリ

マの配向硬化を評価している．この方法に基づく非晶性ポリマの引張・圧縮変形に関する数値シミュレーショ

ンは，実験結果をよく再現することが知られている．

しかしながら，Arruda-Boyceのモデルでは，主ストレッチ方向が大きく回転する単純せん断問題において，

大変形時に応力値を実験値よりも大きく評価してしまうことがWu-Van der Giessen(36) によって指摘されてい

る．田中ら (16)，Tomita-Tanaka(39) および Tomitaら (40) は，その原因がアフィンモデルにおける分子鎖の絡み
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点数を一定とする仮定にあると考え，分子鎖の絡み点数変化を許容する非アフィンモデル (41)(42) を提案してい

る．非アフィンモデルでは，絡み点の数が温度および局所的な変形状態に依存すると考えて絡み点数変化の関

係式が導出されており，これを用いた絡み点数の減少が 1本の分子鎖に含まれるセグメント数を増加させ，そ

の結果限界ストレッチが増加し配向硬化の発生が抑制される．これによって，上述の単純せん断問題における

応力の過大評価が改善されている．以上のようなアフィンモデルあるいは非アフィンモデルを用いてひずみ軟

化後の再硬化現象を再現することができる．

以上のような分子鎖網目理論を用いたポリマに対するシミュレーション例は多く，田中ら (43) はポリマブレ

ンド内に介在するゴム粒子の大きさや体積含有率が変形挙動に及ぼす影響を調べている．また，せん断強度

(流れ応力に相当) に正規分布を導入して非晶性ポリマ内部の分子鎖の不均一な分布を表現している例 (44)(45)

や，カーボンブラック充填ゴムの繰り返し変形によるヒステリシスロスを再現する有限要素均質化モデル (46)

など，さまざまなモデルが提案されている．さらに，結晶性ポリマに対して球晶構造の変形挙動をモデル化す

るため，結晶相には金属の結晶塑性論を適用し，非晶相には分子鎖網目理論を用いるという研究 (47)(48)(49)(50)

も行われている．

しかし，非晶性ポリマに対するいずれのモデルも J2-流れ理論や J2-変形理論 (13)(51) に基づくモデルを塑性構

成式として採用しているため，巨視的情報である延伸比を介して分子鎖の配向状態を間接的に表現しており，

微視的な内部構造の情報から配向現象などを直接表現することはできない．特に J2-流れ理論に基づくモデル

では，せん断帯の形成・伝ぱを再現できないという問題もある．さらに，従来の等方均質体に対する塑性構成

式を用いているため，共回転スピンが特定できないという問題もある．

1.2.4 微視的情報に基づく降伏理論および非線形粘弾性理論

非晶性ポリマの降伏現象を分子レベルでの微視的機構から説明した理論は複数挙げることができる (52)．

Bowden-Raha(53) は，せん断変形により分子鎖が新しい配列状態になるとし，そのときに必要となる活性化エ

ネルギーを金属結晶における転位ループの移動と同様に考えて転位論に基づく降伏の微視的機構を提案してい

る．Robertson(54) は，分子鎖の形態にはトランス状態とシス状態の 2つのコンフォメーションが存在し，シス

状態は運動の自由度も大きく，変形および温度によってこの割合が増加することは材料の粘性抵抗が減少する

ことを意味するとしており，せん断応力を作用させるとこの 2つの状態のエネルギー差が小さくなることでト

ランスからシスへの形態遷移が起こり，降伏が生じると考えている．一方，Argon(55) は，金属結晶における転

位運動との類比から，ポリマにおける塑性変形の素過程を分子鎖におけるキンク回転として捉えている．この

中で，Bowden-Rahaによるモデルについては，結晶性ポリマのような特定の内部構造をもたない非晶性ポリ

マに対し，転位ループを考えることの物理的必然性を疑問視する向きが多い．Robertsonの理論は，降伏機構

として分子レベルでの微視的機構を取り入れながら実験的に得られる降伏応力の温度およびひずみ速度依存性

を定量的に解釈しようとする点で，評価されるものである．しかし，粘性抵抗が本来高分子溶液に対する粘度

式であるWLF式 (56) を用いて評価されているため，このモデルの適用はガラス転移温度に近い温度での降伏

挙動に対する範囲に限られてしまう．一方，Argonによって提案されたモデルは，低温域までの降伏応力の温

度およびひずみ速度依存性を説明できるものとしてガラス状態の非晶性ポリマを対象としたシミュレーション

によく用いられる．これらの理論を用いることにより降伏応力の温度およびひずみ速度依存性を再現すること

は可能であるが，非線形粘弾性応答および粘塑性応答を再現するには至っていない．

ガラス状非晶性ポリマの粘弾性挙動は，伸長を受けた際の分子間ポテンシャル変化あるいは共有結合の回転

角変化により発現する弾性的抵抗と，凍結されていた高分子鎖の運動が再開して形態を変える際に，周囲との

摩擦によって生じる粘性抵抗との釣合いで決まってくる (18)．このため弾性は変形と力の関係が時間に関係な

く一義的に決まってしまうという純エネルギー論あるいは平衡論として取り扱われるのに対し，粘弾性は変形
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と力の間に粘性に起因する遅れという時間因子が入り，速度論として取り扱われる．一般にポリマの非線形粘

弾性応答は，応力緩和 [補足 A.13] の特性時間 (緩和時間) がひずみの増加に伴って減少する過程であるとさ

れ (57)，この過程はポリマの内部に存在する自由体積の変化と関連づけてモデル化されることが多い (57)(58)(59)．

ここで自由体積とは，分子鎖の周りに分配された微小な空隙のことであり，自由体積が大きいほど分子鎖の

動きに対する周囲の分子鎖からの摩擦抵抗，言い換えれば粘性抵抗が小さくなると考えられている．例えば，

Knauss-Emri(60) は，自由体積に関連した状態変数を用いてガラス状非晶性ポリマにおける非線形粘弾性応答

をモデル化しており，自由体積は温度，時間および静水圧応力に依存するとされている．また Rendellら (61)

は，緩和時間および応力依存項を用いて非線形応力緩和現象を物理的に表し，自由体積と等価な仮想温度の概

念を用いて応力緩和に伴う内部構造の変化を表現している．しかし，これらいずれの理論も初期降伏現象およ

び降伏後の粘塑性応答をモデル化しておらず，降伏前の非線形粘弾性応答から降伏後の粘塑性応答への遷移を

統一的に扱えるような理論体系にはなっていない．

降伏直後からの真ひずみ軟化現象は，その詳細な力学的解釈は未だ不十分であるが，微視せん断帯など不均

一変形に伴うポリマの巨視的な応答であると解釈されることが多い．例えば Boyceら (34) は，その微視的メカ

ニズムを次のように仮定している．すなわち，降伏直後からの塑性流れの拡大により分子鎖の局部的な解けな

ど分子鎖配置の再構成が生じ，分子間抵抗が減少することによって巨視的な真ひずみ軟化が生じるとしてい

る．そしてせん断強度 (流れ応力に相当)の発展式を Argonの硬化則 (55) に導入することにより真ひずみ軟化

を現象論的発展式によって再現している．一方，Hasanら (62) は，陽電子消滅寿命測定法 (PALS)(63) による実

験から，非弾性変形に伴う材料内部の自由体積の増加が真ひずみ軟化の原因となっており，局所自由体積率の

高い領域において局所せん断変形が生じると考えている．そして自由体積の数密度に関する発展式を導入し，

微視的降伏機構として Argonモデルを採用することにより降伏後のひずみ軟化を表現している．しかし，粘

弾性応答に伴う降伏前の非線形挙動を再現できないことが同時に指摘され，これは局所せん断変形に対する障

壁となる活性化エネルギーの分布を考慮していないことが原因であるとされている．すなわち，非晶性ポリマ

の内部には局所せん断変形が可能な自由体積率の高い領域が散在しており，変形の初期においてはそのような

高自由体積領域 (低活性化エネルギー領域)が急激に減少する．一方，せん断変形を生じた際に生じた弾性ひ

ずみエネルギーはその周囲に貯蔵され，その領域の活性化エネルギーを増大させることにより変形に対する抵

抗力となる．このようにして低自由体積領域，すなわち高活性化エネルギー領域でしか変形できなくなり，非

線形粘弾性応答が発現する．さらに，変形しきった領域が十分大きくなると，材料内に弾性ひずみエネルギー

を貯蔵することが困難となり，それ以上のエネルギーを蓄えるため新たな高自由体積領域が作り出されること

になる．そして，この低活性化エネルギー領域では構造緩和によって分子鎖セグメントの回転など永久変形が

生じるために，この領域の形成および増大が巨視的には降伏および降伏後のひずみ軟化挙動となって現れる．

Hasan-Boyce(64) は，以上のような考えに基づき，微視的降伏機構を特定しない Eylingの速度論 (65) における

活性化エネルギーに対して，その確率密度関数を導入することにより局所せん断変形が可能な領域 (自由体積)

の分布を表し，その集積として非弾性ひずみ速度を計算する方法を提案している．この Hasan-Boyceの応答

則を用いてせん断応力–せん断ひずみ関係をプロットすれば，非晶性ポリマに対する非単調負荷状態での非線

形粘弾性挙動および粘塑性挙動を高精度に再現できることが確認されており (図 1.10参照)，さらには定応力

下におけるクリープ挙動 [補足 A.13] まで表現できることが明らかになっている．この応答則を用いれば，降

伏前の非線形粘弾性応答および降伏後のひずみ軟化を自由体積の分布あるいは活性化エネルギー分布を用いて

統一的な理論で説明することが可能である．しかしながら，図 1.10は有限要素法を用いてくびれの発生を伴

うような不均一変形を解析した結果ではなく，この微視的情報に基づく非弾性応答則を用いてマルチスケール

大変形 FEM解析を行った研究例は未だ報告されていない．また，ひずみ軟化後の再硬化現象についても考慮

されていない．



12 第 1章 緒 言

True strain

T
ru

e 
st

re
ss

 [
M

P
a]

0.20 0.1
0

120

80

60

40

20

100

0.3

Hasan-Boyce (1995)

ExperimentalExperimental

Hasan-Boyce (1995)

Hasan et al. (1993)Hasan et al. (1993)

Fig. 1.10 Comparison between experimental data and model predictions for

nonmonotonic deformation of PMMA at true strain rate−0.001 s−1 and temperature

300K(62)(64)

1.2.5 結晶塑性論的分子鎖塑性モデルの概念

高松・志澤 (66) は，非晶性ポリマにおける塑性変形の素過程 (分子鎖のキンク回転)を金属結晶におけるすべ

りと類似した現象として捉え，「分子鎖すべり系」の概念を新たに提案し，本来ならば結晶格子をもたないポ

リマに対して，金属における結晶塑性論 (67)[補足 A.14] 的なアプローチを試みている．また，Hasan-Boyce(64)

による非弾性応答則を硬化則として採用することを提案している．さらに，Arruda-Boyce(35) による 8鎖モデ

ルを用いた背応力の構成式を採用することで配向硬化を再現できるとしている．

しかしながら，高松・志澤はモデルの概念を示しているのに過ぎず，具体的なモデリングおよび FEMシ

ミュレーションについては行っていない．

1.3 本研究の目的

以上に述べたポリマの大変形特性および従来の研究の問題点を踏まえ，本研究では次のことを目的とする．

(1) 高松・志澤 (66) による「分子鎖すべり系」の概念に基づき，非晶性ポリマに対する結晶塑性論的分子鎖

塑性モデルを構築する．構築したモデルに基づき，PMMA を例としてマルチスケール大変形 FEM解

析を行い，せん断帯状の高ひずみ速度領域の形成・伝ぱを伴う大変形挙動を再現し，その際の分子鎖配

向を可視化する．

(2) 分子鎖すべり系の独立回転を許容することにより配向硬化が再現できることを示すとともに，背応力と

すべり系の独立回転が配向硬化に対してもつ役割について検討する．

(3) Hasan-Boyce(64) による非弾性応答則を硬化則として採用することで，非晶性ポリマの硬化曲線におけ

る非線形粘弾性応答を再現する．また，非弾性応答則に新たにひずみ速度感度指数の影響を導入し，そ

の効果について考察する．

(4) 分子鎖が不規則に絡まり合った非晶質状態をより望ましい形で表現するため，金属の多結晶塑性解析に

おいてよく用いられる拡張 Taylorモデル (68) を本理論に適用し，非晶質状態からの分子鎖の配向性を再

現する．得られた分子鎖の配向度の情報を異方性弾性構成式へ導入することで，弾性の変形誘起異方性
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の表現を試みる．

なお本研究では，変形時の内部発熱および熱伝導については考慮しない．さらに，ポリマ内部の損傷および

自由体積の情報から静水圧応力依存性に関するデータを取得することが難しいため，静水圧応力依存性につい

ても考慮しないものとする．また，分子鎖網目理論や本理論のように，分子鎖の挙動に基づいてポリマの塑性

挙動をモデル化する体系を総称して「分子鎖塑性モデル」と呼ぶことにする．

1.4 本論文の構成

第 2章では，分子鎖すべり系の概念を提案する．本研究では非晶性ポリマの塑性変形の素過程を「1本の分

子鎖におけるキンク数の減少による応力方向への配向」と捉える．またポリマの内部は分子鎖の絡み点を架橋

点とみなした分子鎖網目構造をなしており 1絡み点あたり 8本の分子鎖で構成されていると考える．さらに架

橋点を挟む 4本の分子鎖が同一平面上にあってそれに垂直な面の対角方向にキンク回転による分子鎖のせん断

変形が生じると考えれば，単位ブロックあたりすべり面が 4個規定され各面に 1個ずつせん断方向があるため

合計 4つのすべり系が定義できる．このような分子鎖すべり系の概念に基づけば，分子鎖に対する拡張された

分子鎖基底テンソルが基底ベクトルを用いて定義され，金属の結晶塑性論 (67) に類似した方法によって分子鎖

挙動を表現することが可能であることを示す．

第 3章では，第 1中間配置および第 2中間配置 (Isoclinic配置 (69))を定義し，さらに Isoclinic配置におい

て回復可能な量と経路に依存する回復不可能な量が存在することを示す．これによって，Isoclinic配置が構成

式の参照配置として熱・力学的体系に整合していることを明らかにする．次に結晶塑性論と同様に，初期配置

における非弾性速度こう配を非弾性せん断ひずみ速度，すべり面に垂直な非弾性ひずみ速度および分子鎖基底

によって表し，塑性構成式を用いることなく非弾性変形速度および非弾性スピンを運動学的に決定できるよう

にする．さらに，各すべり系の分子鎖基底ベクトルが独立に回転できるように分子鎖基底の発展式をモデル化

することにより，分子鎖の配向方向を直接表現する．

第 4章では，熱・力学的体系にひずみ速度依存性および変形誘起異方性を導入する方法について説明する．

すなわち，全自由エネルギーの引数に内部変数として非弾性変形尺度の速度および異方性変数を導入し，各引

数に共役な熱力学的力を定義する (70)．次に，保存則に基づいて力学的釣合い方程式，エネルギー方程式およ

びエントロピー不等式を導出し，従来の方程式系と比較する．

第 5章では，構成式の導出過程および硬化則の引数について説明する．まず，Clausius-Duhemの不等式を

Green-Zerna(71) の手法を介して保存部分と散逸部分に分離し，その保存部分から変形誘起異方性の情報を含ん

だ熱弾性構成式を導出する．その際，系の強い非平衡性を考慮して温度速度を引数としてもつ散逸エントロ

ピーを導入する．一方，構成式の散逸部分については，応力をその等方部分と偏差部分に分離した後に相当量

で表現することで，分解せん断応力の引数に非弾性せん断ひずみのみならず静水圧応力や非弾性せん断ひずみ

速度などが熱・力学的整合性をもって導入されることを示す．また，得られた熱弾性構成式と第 3章で得た非

弾性変形速度の運動学的関係式を統合することにより弾粘塑性構成式を導出し，さらに結晶塑性論に基づく応

力速度を導出する．さらに，ポリマ内部の非晶質状態を表現するために，多結晶体に対する拡張 Taylorモデ

ルを本モデルに適用し，多絡み点モデルを構築する．その際，分子鎖配向に対する異方性強度を定義し，上述

の異方性変数を具体化する．

第 6章では，Hasan-Boyceによって提案された自由体積変化に基づく非弾性応答則 (64) を紹介し，これを本

モデルに用いれば初期降伏前の非線形粘弾性応答ならびに降伏後のひずみ軟化を再現できることを示す．こ

の非弾性応答則には Pan-Rice硬化則 (72) におけるひずみ速度感度指数にあたるものが導入されていないため，

これを新たに導入し，ひずみ速度依存性の強さを制御できるよう変更する．また，ポリマのミクロな情報と塑
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性変形の素過程を関係づけることで非弾性応答則を結晶塑性論的分子鎖塑性モデルへ適用する．

第 7章では，上述のモデルを用いて PMMA 平板に対する FEMシミュレーションを行い，得られた結果に

ついて考察する．まず，全ての積分点で一定の分子鎖すべり系初期方位を与えて解析を行い，得られた公称応

力–公称ひずみ線図や非弾性せん断ひずみ速度分布，分子鎖の配向状態などの結果を示す．せん断帯の形成お

よびその伝ぱや分子鎖の配向の様子，降伏前の非線形粘弾性応答を再現する．また，確率論的非弾性応答則に

新たに導入したひずみ速度感度指数の効果について検討する．さらに，すべり系の独立回転を許容すれば，配

向硬化を表現するために分子鎖網目理論において採用されてきた背応力の構成式を用いる必要がなくなること

を論ずる．

次に，拡張 Taylorモデル (68) を導入した解析を行い，その結果を示す．内部構造の不均一性から生じるマイ

クロシアバンドの形成およびその伝ぱ，ポリマ内部に生じる変形誘起異方性を再現する．

さらに，塑性変形によって生じる変形誘起異方性を弾性構成式に反映させた解析をも行い，分子鎖配向が弾

性係数に及ぼす影響についても検討する．

第 8章は結言であり，本研究によって得られた知見を要約する．

1.5 本論文で用いる記号

本論文では特に断りのない限り物理量を表すスカラーを斜字体の細字で，ベクトルを斜字体の小文字の太字

で，2階以上のテンソルを斜字体の大文字の太字で表す．そして，初期配置，第 1中間配置，Isoclinic配置お

よび現配置における配置表示記号はそれぞれ β(I )，β(M)，β(m) および β(c) のように表す．また，テンソルの配

置表示記号は次のように表す．

初期配置 : A(I )

第 1中間配置 : A(M)

Isoclinic配置 : A(m)

現配置 : A

次に，ベクトルおよびテンソルの成分をそれぞれ小文字および大文字の斜字体で表し，添字を付して，ai，

bi，ci，· · ·，Ai j，Bi j，Ci j，· · · のように表す．
また，線形変換，微分の関係を後形記法で表し，直接表示および指標表示による線形変換，内積，外積，テ

ンソル積および 2重積を次のように表す．

線形変換 : A B , Aik Bk j

内積 : A · B , Ai j Bi j

外積 : A × B , ejlm Ail Bmk

テンソル積 : A ⊗ B , Ai j Bkl

2重積 : e · · A , ei jk Ak j

: A : B , Ai jkl Bkl

: A : B , Ai jmn Bmnkl

また，微分演算を直接表示および指標表示により次のように表す．

微分演算子 : ∇ , ,i

こう配 : gradA , Ai j,k

発散 : div A , Ai j, j

回転 : curl A , ejkl Ail ,k

ここで，記号 ( ),i は座標 xi による偏微分を表し，記号 ei jk は交代記号を表す．

さらに，上記の記号に関する規約で，1つの項に現れる 2つ 1組の指標については，1～3の総和記号を省略

する，総和の規約を適用する．例えば，
3∑

j=1
Ai j b j = Ai j b j のように記号

3∑
j=1
を省略する．

以下に，各記号の意味をまとめて示しておく．
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主な記号

A : Argon硬化則における定数 (A ≡ 3πω2e′3 / (16× 0.077kB))

A : A ≡ I (4) − χCe−1 : CA

A1 , A2 : 確率密度関数における係数

a : 確率分布の最小値 (内部変数)

aeq : 確率分布の最小値の平衡値

ai : 速度形弾性構成式導出の際に用いた係数 (i = 1,10, 11, · · · ,2,20,21, · · · ,4,40,41, · · · )

a′ : Hasan-Boyceの非弾性応答則における変数 (a′ = a + πα/2)

B : 背応力テンソル

[B] : Bマトリックス

Bi : 背応力テンソル Bの主値

b : 単位立方体 1辺あたりの 8鎖ブロックの数

bi : 背応力テンソル Bの主方向ベクトル

CA : CA
i jkl ≡ δikH jl + Hikδ jl

Ce : 4階の弾性係数テンソル (Ce
i jkl ≡ λ δi j δkl + 2µ δik δ jl )

CeA : 4階の異方性弾性係数テンソル (CeA ≡ Ce : A−1)

CR : 背応力の構成式における係数 (CR ≡ n kB θ)

Ctan : 4階の接線係数テンソル

C : Ci jkl ≡ −
1
2

Ce−1
i jmnC

A
mnpqC

e−1
pqkl

c : ゆがみ量 ξ が絡み点数の変化に及ぼす影響に関する定数

D : 自由体積の数密度

D : 変形速度テンソル

De : 変形速度テンソルの弾性部分

Di : 変形速度テンソルの非弾性部分

Dp : 変形速度テンソルの塑性部分
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D∗ : 変形速度テンソルの弾・剛体回転部分 (D∗ = 0)

D∞ : 自由体積の数密度の平衡値

d : 温度の関数 fθ(θ)における定数

d′ : 熱の影響を受けない絡み点数に関連した分子鎖数

da : 微小面積要素

da0 : 初期配置における微小面積要素

ds : 微小線素

dt : 微小時間

dv : 微小体積要素

dv0 : 初期配置における微小体積要素

dx : 微小線素ベクトル

E : 縦弾性係数 (Young率)

E : Greenのひずみテンソル

[E] : 速度–速度こう配マトリックス

Ee : Greenのひずみテンソルの弾性部分

EeH : 異方性材料に発生する応力状態を等方性材料で実現するためのひずみテンソル

Ei : Greenのひずみテンソルの非弾性部分

E : 変形尺度を含む全ひずみテンソル

Ei : 非弾性変形尺度テンソル

ei : 単位基底ベクトル

ei jk : 交代記号

e′ : 分子間平均距離

e′′ : 分子鎖数と温度の関係に関する定数

F : 変形こう配テンソル
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[F] : 幾何学的非線形性に起因するマトリックス

F i : 非弾性変形こう配テンソル

Fp : 塑性変形こう配テンソル

F∗ : F∗ = R∗Ûe

F : F = ÛeF i

f : 単位質量あたりの物体力ベクトル

fθ(θ) : 温度 θが絡み点数の変化に及ぼす影響を表した関数

fξ(ξ) : ゆがみ量 ξ が絡み点数の変化に及ぼす影響を表した関数

G : Gibbs関数

[G] : 幾何学的非線形性に起因するマトリックス

Gi : Gi ≡ Fgi により表されるベクトル

Gd : Gibbs関数の散逸部分

g : 単位温度あたりの温度こう配ベクトル

gi : 非弾性変形開始時に材料の主ストレッチ方向に埋め込んだ基底ベクトル

g(α) : すべり系 αにおける流れ応力

H : エントロピー

H : 分子鎖の配向により生じる弾性の変形誘起異方性を表す 2階の異方性変数テンソル

Hc : エントロピーの保存部分

Hd : エントロピーの散逸部分

[Hd] : 配向方向 ϕが x′1軸に一致するような x′i 系で測った異方性変数 H の対角マトリックス

He : 弾性変位こう配テンソル (He ≡ ∂ue

∂ x(M)
)

∥Hmax∥ : 最も配向が強い場合の異方性変数テンソルの大きさ

Ĥ : 異方性係数テンソル χによって写像された異方性変数テンソル

[Ĥd] : 配向方向 ϕが x′1軸に一致するような x′i 系で測った異方性変数 Ĥ の対角マトリックス
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h : Boyceらの発展式における係数

hP : Planck定数 (hP = 6.626 07× 10−34 J·s)

h(αβ) : すべり系 αにすべり系 βが及ぼす効果に関する硬化係数

I : 恒等 (単位)テンソル

I (4) : 4階の恒等 (単位)テンソル (I (4)
i jkl ≡ δik δ jl )

I1 , I2 , I3 , I4 : Hasan-Boyceの非弾性応答則における積分計算に用いた記号

IT1 , IT2 , IT3 : T̃(m) に対する基本不変量 (IT1 ≡ tr T̃(m) , IT2 ≡ tr T̃2
(m) , IT3 ≡ tr T̃3

(m))

IT4 : IT4 ≡ T̃(m) i j C(m) i jkl T̃(m) kl で定義される不変量

J : 変形こう配テンソル F ≡ xi , j ei ⊗ ej の Jacobian (J ≡ detF , 0)

J1 , J2 : 自由体積率の計算に用いた記号

K : 運動エネルギー密度

[K] : 全体剛性マトリックス

kB : Boltzmann定数 (kB = 1.380 65× 10−23 J/K)

[ke] : 要素剛性マトリックス

L : 解析モデルの長さ

L : 速度こう配テンソル

Le : 速度こう配テンソルの弾性ストレッチ部分

L i : 速度こう配テンソルの非弾性部分

Lp : 塑性速度こう配テンソル

L(x) : Langevin関数 (L(x) = cothx − 1/x)

L∗ : 速度こう配テンソルの弾・剛体回転部分

L : 剛体回転部分を除いた速度こう配テンソル (L = Le + L i = L − L∗)

l1 , l2 : Hasan-Boyceの非弾性応答則において数式の記述省略のために用いたスカラー

M : 非弾性変形速度に共役な内力テンソル
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Mαβ : Nαβ の逆行列

m : 単位体積中の絡み点数

m0 : 初期の温度 θ = θ0，変形状態 ξ = 1の場合の絡み点数

mult : 絡み点数の極限値

mw : 幾何学的初期不整の波数

m(α) : すべり系 αにおけるすべり面の法線方向の分子鎖基底ベクトル

N : 1本の分子鎖中の平均的なセグメント数

[N] : 形状関数マトリックス

NA : 立方体中の分子鎖のセグメント総数

Ng : 1物質点あたりの結晶粒数または絡み点数

NI : 形状関数

Ns : 1つの絡み点に配置されたすべり系の個数

Nαβ : 接線係数法で用いた行列

n : 単位体積あたりの分子鎖数

n : 閉曲面 daの外向き法線ベクトル

n0 : 初期配置における閉曲面 da0の外向き法線ベクトル

P : 内力のなす仕事率

P : Π̇ を Cauchy応力の共回転速度に変換する際に用いるテンソル

PB : 物体力のなす仕事率

Pb : 純粋な物体力のみのなす仕事率

PI : 慣性力のなす仕事率

Ps : 表面力のなす仕事率

P(α) : すべり系 αにおける分子鎖基底テンソル (P(α) ≡ s(α) ⊗ m(α))

p : 単位面積あたりに供給される熱量ベクトル
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Qb : 単位体積に供給される単位時間あたりの熱量

Qs : 単位面積に供給される単位時間あたりの熱量

Q(α) : すべり系 αにおける分子鎖基底テンソル (Q(α) ≡ s(α) ⊗ s(α) + m(α) ⊗ m(α) + t(α) ⊗ t(α))

q : 微小面積要素 daに流入する熱流束ベクトル

qa : 絡み点の熱解離エネルギー

R : 気体定数 (R= 8.314 51 J/(mol·K))

[R] : 基準座標系 xi から x′i 系に座標変換するための直交行列

R̂i : 非弾性回転を表す直交テンソル

R̂i(α) : すべり系 α以外の全てのすべり系の活動により起こる非弾性回転を表す直交テンソル

R∗ : 弾・剛体回転を表す直交テンソル

r : 放射熱密度

S : 局所貯蔵ひずみエネルギー (内部変数)

S : 異方性変数に共役な内力テンソル

Sc : 異方性変数に共役な内力テンソル Sの保存部分

Sd : 異方性変数に共役な内力テンソル Sの散逸部分

Se : 三角形要素の面積

S : 体積Vを囲む物質検査面

S0 : 初期配置における体積V0を囲む物質検査面

Se : 要素体積Veを囲む物質検査面

s : せん断強度 (流れ応力)

s0 : せん断強度 (定数)

sss : せん断強度 sの平衡値

s(α) : すべり系 αにおけるすべり方向の分子鎖基底ベクトル

s̃ : 静水圧応力の影響を考慮したせん断強度 (s̃ ≡ s − αp(tr T)/3)
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T : x2方向の反力

T : Cauchy応力テンソル

Tl : 荷重ベクトル

T̂ : 有効応力テンソル (T̂ ≡ T − B)

T̃ : Kirchhoff応力テンソル (T̃ ≡ J T)

T : 時間についての積分領域

t : 時刻

(0)

t : 初期配置における法線ベクトル n0をもつ面における表面力ベクトル

(n)

t : 法線ベクトル nをもつ面における表面力ベクトル

tp : 自由体積の進展に関する特性無次元時間

t(α) : t(α) = s(α) × m(α) で与えられる分子鎖基底ベクトル

U : 端面強制変位

Ûe : 弾性ストレッチテンソル

Ûi : 非弾性ストレッチテンソル

⌣

U : 内部変数を含んだ内部エネルギー

u : Hasan-Boyceの非弾性応答則におけるひずみ速度感度指数

u : 変位ベクトル

ue : 弾性変位ベクトル (ue ≡ x(m) − x(M))

us : 単純せん断による変位

V : Eylingの反応速度論における反応速度

Vb : Eylingの反応速度論における負方向への反応速度

Vf : Eylingの反応速度論における正方向への反応速度

V i : 左非弾性ストレッチテンソル

Vi
i : 左非弾性ストレッチテンソルの主値
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V : 物質検査体積

V0 : 初期配置における物質検査体積

Ve : 要素体積

vi
i : 左非弾性ストレッチの主方向ベクトル

v : Hasan-Boyceの非弾性応答則におけるひずみ速度感度指数

v : 物質速度ベクトル

v
I : 節点 I における節点速度ベクトル

W : 解析モデルの初期平均幅

W : 連続体スピン (全スピン)テンソル

W1 , W2 : 不整振幅

We : スピンテンソルの弾性ストレッチ部分 (We = 0)

Wi : 非弾性スピンテンソル

W∗ : 下部構造スピン (Substructureスピン)テンソル (W∗ ≡ W − Wi)

W∗(α) : すべり系 αにおける分子鎖基底の回転を表すテンソル

w : 膨張率

w : 連続体スピンWに双対な軸性ベクトル

w
∗(α) : W∗(α) に双対な軸性ベクトル

X : Eylingの速度式における材料依存の係数

x : 物質点の位置ベクトル

xI : 節点 I の位置ベクトル

xi : 基準座標系

x′i : 配向方向 ϕが x′1軸に一致するような座標系

Y : Eylingの速度式における材料依存の係数

Y(α) : Y(α) ≡ CeA : P(α)
S
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Z(α) : 接線係数法で用いたテンソル

α : 確率分布の標準偏差 (内部変数)

αeq : 確率分布の標準偏差の平衡値

αh : 熱弾性構成式における熱膨張係数

αp : 圧力係数

β : 単純せん断による角度変化

β1 , β2 , β3 : Hasan-Boyceの非弾性応答則における材料定数

β(α) : 結晶塑性論に基づく応力速度の導出に用いるテンソル (β(α) ≡ P(α)
A T − TP(α)

A )

Γ : Γ≡CeA : Ce−1 :
▽
CA : Ce−1

γ0 : 1回のエネルギー障壁乗り越えにより起こるせん断ひずみの体積積分値

γa : 各すべり系の非弾性せん断ひずみの合計値 (γa ≡
∑
α
γ(α))

[i]
γ : 内部エントロピー生成速度の密度

γp : 塑性せん断ひずみ

γ(α) : すべり系 αにおける非弾性せん断ひずみ

γ̇0 : Argon硬化則における参照ひずみ速度

γ̇r : Hasan-Boyceの非弾性応答則における参照ひずみ速度

∆a(α) : すべり系 αにおける確率分布 a(α) の最小値の増分

∆F : 活性化エネルギー

∆F0 : 無応力状態での活性化エネルギー

∆F f : 正方向への反応が生じるための活性化エネルギー

{∆F} : 全体外力増分ベクトル

{∆ f } : 物体力増分ベクトル

{∆ f } : 外力増分ベクトル

∆G0 : 活性化エネルギーの参照値
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∆G∗ : Argonのダブルキンクモデルに基づく自由エネルギー変化

∆H : 活性化エンタルピー変化

∆R(α) : すべり系 αにおける分子鎖基底の回転を表す直交テンソル

∆S : 活性化エントロピー変化

∆S(α) : すべり系 αにおける局所貯蔵ひずみエネルギー S(α) の増分

∆s̃(α) : すべり系 αにおけるせん断強度 s̃(α) の増分

∆t : 時間増分

{∆
(n)

t } : 表面力増分ベクトル

{∆U} : 全体節点変位増分ベクトル

{∆u} : 節点変位増分ベクトル

∆W : 材料の幾何学的不均一性を表す形状初期不整

∆α(α) : すべり系 αにおける確率分布の標準偏差 α(α) の増分

∆γ(α) : すべり系 αにおける非弾性せん断ひずみ γ(α) の増分

∆τ(α) : すべり系 αにおける分解せん断応力 τ(α) の増分

∆υ : 活性化体積

∆υ(α) : ∆υ(α) = υ̇(α)∆t

δi j : Kroneckerのデルタ

εa : Maxwellモデルおよび Voigtモデルにおける全体のひずみ

εe : ばね部分のひずみ

εi(α)
m : すべり系 αにおけるすべり面に垂直な非弾性ひずみ

ε
p(α)
m : すべり系 αにおけるすべり面に垂直な塑性ひずみ

εv : ダッシュポット部分のひずみ

εp : 相当塑性ひずみ

⌣

ε : 内部変数を含んだ内部エネルギー密度
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ζ : Hasan-Boyceの非弾性応答則における材料定数

η : エントロピー密度

ηv : ダッシュポットの粘性係数

Θ : 配向強度パラメータ

ΘH : 異方性変数テンソルを用いて定義した配向強度パラメータ

θ : 温度

θ0 : 初期温度

ϑ : 接線係数法における補間係数

κ(α) : すべり面 α上の M ′(m) の値 (κ(α) ≡ M ′(m) · P
(α)
(m)S)

Λe : Young率 E，Poisson比 ν，熱膨張係数 αhの温度依存性を表す 2階のテンソル

ΛeA : 異方性弾性構成式における温度依存性を表す 2階のテンソル

λ : 弾性構成式における Lamé定数

λch : λch ≡
√

(Vi
1

2
+ Vi

2
2
+ Vi

3
2)/3

λi : 主ストレッチ

λm : λm ≡
√

(λ2
1 + λ2

2 + λ2
3)/3

λS : 分子鎖の伸び

µ : 横弾性係数

ν : Poisson比

Ξ : 局所せん断変形の起こりやすさを表す確率分布 (Ξ(∆F0, θ))

ξ : 材料内に埋め込まれた直交枠の直交性からのゆがみ量

Π : 第 1種 Piola-Kirchhoff応力 (公称応力)テンソル

ϖ : 試行頻度

ϖ0 : 頻度因子

ϖc : Eylingの反応速度論における頻度係数
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ρ : 現配置における密度

ρ0 : 初期配置における密度

ϱ : 変形に対するエネルギー障壁を乗り越えようとする単位時間あたりの試行回数

σ : すべり系の方位のばらつきを表す標準偏差

σ0 : 全てのすべり系が等方的に配置された場合にとる標準偏差の最大値

σ(3ch)
i : 3鎖モデルにおける応力テンソルの主値

σ(8ch)
i : 8鎖モデルにおける応力テンソルの主値

σa : Maxwellモデルおよび Voigtモデルにおける全体の応力

σa0 : Maxwellモデルにおける全体の初期応力

σch : 分子鎖に加わる応力

σe : ばね部分の応力

σm : 静水圧応力

σV : Eylingの反応速度論における応力

σv : ダッシュポット部分の応力

σy : 無次元化された降伏応力

σ : 相当応力

σ0 : すべり系が等方的に配置された場合の分子鎖基底ベクトル成分の平均値

σ1 : 配向方向 ϕへ射影した分子鎖基底ベクトル成分の平均値

σ2 : 配向方向 ϕの垂直方向へ射影した分子鎖基底ベクトル成分の平均値

τ : (相当)せん断応力

τ0 : Hasan-Boyceの非弾性応答則における限界強度

τa : 各すべり系の分解せん断応力の合計値 (τa ≡
∑
α
τ(α))

τR : 緩和時間 (τR ≡ ηv/E)

τr : Eylingの速度式における参照応力



1.5 本論文で用いる記号 27

τ(α) : すべり系 αにおける分解せん断応力

τ(α)
b : すべり系 αにおける背応力に対する分解せん断成分

τ̂a : 各すべり系の有効分解せん断応力の合計値 (τ̂a ≡
∑
α
τ̂(α))

τ̂(α) : すべり系 αにおける有効分解せん断応力

τ∗ : 遅延時間 (τ∗ ≡ ηv/E)

Υ(α) : 接線係数法で用いたテンソル

υ̇(α) : 接線係数法で用いたスカラー

Φ : 散逸関数

ϕ : すべり系の方位を表す一般角

ϕ : 配向方向パラメータ

φ : 活性化エネルギーの確率密度関数 (φ(∆F0))

χ : 異方性弾性構成式における異方性を表す項の係数

χ : 2階の異方性係数テンソル

[χd] : 配向方向 ϕが x′1軸に一致するような x′i 系で測った異方性係数 χの対角マトリックス

Ψ : Helmholtzの自由エネルギー

Ψ : 全自由エネルギー

Ψd : 全自由エネルギーの散逸部分

Ψ i : 非弾性仕事

⌣

Ψ :
⌣

Ψ =
⌣

U − θH

ψ : 全自由エネルギー密度

Ω(α) : 結晶塑性論に基づく応力速度の導出に用いるテンソル (Ω(α) ≡ CeA : P(α)
S + β

(α))

ω : キンクの折れ曲がりの回転角

D
Dt

: 物質時間微分を表す演算子

A(0) : Aの初期値
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A−1 : Aの逆テンソル

AA : テンソル Aの反対称部分 (AA≡ (A − AT) /2)

detA : テンソル Aの Jacobian

A[k] : 第 k番目の結晶粒または絡み点における量

AS : テンソル Aの対称部分 (AS ≡ (A + AT) /2)

AT : テンソル Aの転置

trA : テンソル Aのトレース (跡) (trA ≡ Aii )

A(α) : すべり系 αにおける量

Ȧ : Aの物質時間微分

Â : 結晶粒数または絡み点数 Ngについての Aの平均値 (Â≡ (
∑
k

A[k]) /Ng)

Ã : Aの J倍を表す記号 (Ã≡ J A)

Ă : Aの仮想量を表す記号

A′ : テンソル Aの偏差部分 (A′ ≡ A − (trA /3) I )

▽
A : テンソル AのMandel-Kratochvil速度 (

▽
A ≡ Ȧ −W∗A + AW∗)

△
A : テンソル Aの Cotter-Rivlin速度 (

△
A≡ Ȧ + LT A + AL)

◦
A : テンソル Aの Jaumann速度 (

◦
A≡ Ȧ −W A+ AW)

�

A : テンソル Aの Truesdell速度 (
�

A≡ Ȧ − LA − ALT + (trL) A)

[ A ] : テンソル Aのマトリックス表示

∥A∥ : テンソル Aの大きさ (∥A∥ ≡
√

A · A)

{ a } : ベクトル aのマトリックス表示

∥a∥ : ベクトル aの大きさ (∥a∥ ≡
√

a · a)
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本章では，「分子鎖すべり系」の概念 (66) について述べる．具体的には，Argon(55) によって提案されたポリ

マに対する塑性変形の微視的メカニズムを紹介する．そしてこれを基に「分子鎖すべり系」の概念が新たに提

案されるまでの過程を説明する．

2.1 ポリマの塑性変形の素過程

本理論では，従来の分子鎖網目理論と同様に，分子鎖のキンク回転をポリマの微視的な塑性変形の素過程と

する Argonモデルを採用する．Argonモデルの真偽については未解決の部分が残されているが，第 6章で述

べる確率論的非弾性応答則における活性化エネルギーの考え方によく整合するため，ここではこれを用いるこ

とにする．

Argonは，変形前のポリマの内部では分子鎖がランダムに配置されており，分子鎖 1本には図 2.1に示すよ

うな多数のキンクが含まれていると考え，応力が負荷されて分子鎖が応力方向に伸びて配向する過程は，キン

クが周りの分子鎖によって付加された分子間抵抗に打ち勝って次々と回転し，キンク数が減少していく過程で

あるとしている．これは，図 2.1に示すように，応力が増加することによりキンクの AB 部分が回転して，応

力方向に配列し，いくつかのモノマによって構成される分子鎖セグメントが伸びることを意味している．この

ような回転が生じるためには，セグメントは隣接するセグメントからの弾性的なエネルギー障壁を越える必要

がある．Argonは，このような現象を表す 2重キンクの発生とその伝ぱを表したダブルキンクモデルに基づ

き，せん断応力 τを負荷した際の自由エネルギー変化 ∆G∗ を次式のように表している．

∆G∗ =
3πµω2e′3

16 (1− ν)

 1 −
{

τ

0.077µ/(1− ν)

} 5
6

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.1)

ただし，ω はキンクの折れ曲がりの回転角，e′ は分子間平均距離，µ および ν はそれぞれ横弾性係数および

Poisson比である．一方，Eylingによる反応速度論 [補足 B.1] によれば塑性せん断ひずみ速度 γ̇p は次式のよ

うに表せる．

γ̇p = γ̇0 exp

(
−∆G∗

kB θ

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.2)

ここで，γ̇0は参照ひずみ速度，kBは Boltzmann定数，θは温度である．ゆえに式 (2.1)を式 (2.2)へ代入する

Fig. 2.1 Concept of Argon’s model
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ことにより，塑性せん断ひずみ速度 [補足 B.2] は温度およびせん断応力を用いて次式のように表される．

γ̇p = γ̇0 exp

− A s0

θ

 1 −
(
τ

s0

) 5
6


 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.3)

ただし，s0 ≡ 0.077µ / (1 − ν) は流れ応力に相当するせん断強度，A ≡ 3πω2e′3 / (16×0.077kB) は定数であ

る．また，式 (2.3)をせん断応力について解けば，次式が得られる．

τ = s0

[
1 − θ

A s0
ln

(
γ̇0

γ̇p

) ] 6
5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.4)

上式 (2.4)で表される硬化則は，低温域までの降伏応力の温度依存性ならびにひずみ速度依存性を説明できる

ものとしてよく用いられる．

本理論では，非晶性ポリマにおける塑性変形の素過程を，これまで述べてきたような「1本の分子鎖におけ

るキンク数の減少による応力方向への配向」と捉え，これを金属結晶における転位運動によるすべりと類似し

た現象であるとみなす．そして第 6章において詳述するように，初期降伏後ポリマの内部で形成される新たな

高自由体積領域，すなわち周囲の分子鎖の引き抜きなど構造緩和が進んだ領域において分子鎖のキンク回転が

生じているものと考え，高自由体積領域の増減を活性化エネルギーの分布を用いて表現した Hasan-Boyce(64)

の非弾性応答則を硬化則として用いることにする．非弾性応答則を用いることで，式 (2.3)または式 (2.4)で表

される Argon硬化則を直接には使用しないことになるが，その概念は，非晶性ポリマにおける塑性変形の微

視的メカニズムを具体的に説明したものとして，Hasan-Boyceの応答則に間接的な影響を及ぼすと同時に，次

節で示す「分子鎖すべり系」の概念を構築する上でも欠かすことのできない重要なものである．

2.2 8鎖モデルと分子鎖すべり系の概念

まず，「分子鎖すべり系」の概念の基礎となる分子鎖網目理論 (34)(41)(42) について簡単に説明しておく．分子

鎖網目理論では，ポリマの微視的構造を考慮するにあたり，通常図 2.2に示すような簡単化した分子鎖網目モ

デルが用いられる．すなわち，図 2.2(a)の非晶性ポリマは同図 (b)に示すような多数の分子鎖で構成され，同

図 (c)のように分子鎖の絡み点を架橋点とみなした分子鎖網目構造をなしているものとする．1本の分子鎖は

同図 (c)における 2つの絡み点によって定義され，この分子鎖は同図 (d)に示すようないくつかのモノマから

なる複数のセグメントによって構成される．そして図 2.2(c)で示される分子鎖網目構造は，通常図 2.3のよう

Fig. 2.2 Schematic hierarchical structure of glassy polymer
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な 3鎖あるいは 8鎖モデルに置き換えられて解析が行われており，これらの分子鎖網目構造がゴム弾性応答を

示すとするアフィンモデルを塑性論へ拡張し，ポリマの塑性変形に対する抵抗すなわち背応力を現象論的塑性

論へ導入する手法が用いられる．中でも図 2.3(b)で示される 8鎖モデル (35) を用いた引張・圧縮変形に関する

数値シミュレーションは，実験結果をよく再現することが知られている．

高松・志澤 (66) は，分子鎖網目理論における 8鎖モデルを応用して，次のようなポリマの微視的内部構造を

考案し，「分子鎖すべり系」を定義している．すなわち，ポリマの内部は分子鎖の絡み点を架橋点とみなした

分子鎖網目構造をなしており，そのユニットは 1絡み点あたり図 2.4(a)に示すような 8本の分子鎖で構成され

ていると考える．ただし，8鎖モデル内における絡み点は，配向硬化へ影響を及ぼすことを特に想定している

わけではなく，単に分子鎖同士の交点としての意味合いで設定したものである．さらに架橋点を挟む 4本の分

子鎖が同一平面内に含まれているとする．本来，分子鎖は 3次元的なねじれ構造をもつと考えられるが，ここ

ではすべり系を定義するために，あえて上述のような 2次元的配置をとると仮定している．そして，その対角

方向にキンク回転による分子鎖のせん断変形が生じると考えれば [同図 (b)]，1絡み点あたりすべり面が 4個

規定され，各面に 1個ずつすべり方向があるため，合計 4つのすべり系が存在することになる．ただし，ここ

でいう「すべり」とは，2本の分子鎖間の実際のすべりを意味するものではない．また，図 2.4における 8鎖

(b) Eight-chain model(a) Three-chain model

Fig. 2.3 Molecular chain models of polymer(35)(41)(42)

Fig. 2.4 Modified eight-chain model and slip system
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モデルは分子鎖端が立方体頂点に置かれておらず，従来の分子鎖網目理論における 8鎖モデル [図 2.3(b)]と

は若干異なっている．これは，分子鎖端を立方体頂点に置くと立方体の集合である全体構造が周期的になって

しまい，不均一な非晶質状態とは不整合となるためである．以上のような 8鎖モデルを構築した結果，分子鎖

基底テンソル P(α) および Q(α) がそれぞれ次の式 (2.5)および式 (2.6)のように定義できる．

P(α) ≡ s(α) ⊗ m(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.5)

Q(α) ≡ s(α) ⊗ s(α) + m(α) ⊗ m(α) + t(α) ⊗ t(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.6)

ただし，通常の結晶塑性論において用いられる P(α) に加えて，本理論では，ポリマに特有の現象である塑性

変形中の体積変化を考慮して式 (2.6)で表される新たな分子鎖基底テンソル Q(α)(等方均質体の恒等テンソルに

相当)を導入している．また，s(α) および m(α) はそれぞれすべり方向およびすべり面の法線方向を表す大きさ

1の分子鎖基底ベクトルであり，t(α) は t(α) = s(α) × m(α) で与えられる分子鎖基底ベクトルである．ここで，α

はすべり系の番号を表しており，8鎖モデルの場合は 1～4の値をとる．また，( )(α) はすべり系 αにおける量

を表す．

以上のような分子鎖すべり系の概念を FEM解析に適用すれば，ポリマの微視的内部状態を反映したシミュ

レーションを行うことが可能となる．また，図 2.4に示した 8鎖モデルでは，隣接する 2つの絡み点間を結ぶ

1本の直線上に分子鎖が沿っていると仮定しているため，分子鎖基底ベクトル s(α) の方向から大変形に伴う分

子鎖の配向状態を可視化することができる．そこで次章からは，式 (2.5)および式 (2.6)で表される考え方に基

づいた運動学的関係式ならびに構成式の導出を行い，非晶性ポリマに対する新たな FEM解析スキームを構築

する．
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本章では，結晶塑性論的分子鎖塑性モデルに対する運動学を従来の結晶塑性論 (67) の運動学に基づいて論ず

る．ただし，本研究では Shizawa-Zbib(73) に代表される，第 2中間配置 (Isoclinic配置 (69))の導入による明確

な 4配置構成を用いているところが従来とは異なる．さらに，その配置において回復可能な量と経路に依存す

る回復不可能な量が存在することを示す．これによって，Isoclinic配置が構成式の参照配置として熱・力学的

体系に整合していることを明らかにする．次に初期配置における非弾性速度こう配を非弾性せん断ひずみ速

度，すべり面に垂直な非弾性ひずみ速度および分子鎖基底によって表し，塑性構成式を用いることなく非弾性

変形速度および非弾性スピンを運動学的に決定できるようにする．以上については Shizawa-Zbib(73) による手

法に基づいて，3.1節～3.5節において理論展開していく．

従来の結晶塑性論においては塑性変形の微視的メカニズムをすべり面における転位の移動と捉えているた

め，結晶基底が塑性変形こう配で変換を受けた後も各すべり系間の角度は変化しない．これに対し，本理論に

おいては，非弾性変形を受けると分子鎖が配向するという非晶性ポリマの内部構造変化を表現するために，各

すべり系の分子鎖基底ベクトルが独立に回転できるように分子鎖基底の発展式をモデル化する．この分子鎖基

底の発展は本研究独自のものであり，3.6節および 3.7節において述べる．

なお，ポリマにおいては粘弾性変形と塑性変形が同時に生じるので，その総称として非弾性変形という用語

を用いている．

3.1 変形こう配の分解

本研究では，連続体スピンWと非弾性スピンWi の差として与えられる下部構造スピン (Substructureスピ

ン)W∗ ≡W−Wi を共回転応力速度に導入するために，Shizawa-Zbib(73) の議論に基づき，図 3.1に示すような

中間配置を考える．図 3.1では，初期配置 β(I ) から現配置 β(c) への変形過程を次のように分解することを想定

している．まず初期配置 β(I ) から非弾性変形こう配 F i により第 1中間配置 (74)β(M) へ，次に弾性ストレッチ

Ûeにより第 2中間配置 β(m) へ，さらに第 2中間配置 β(m) から弾・剛体回転 R∗ により現配置 β(c) に写像され

ると考える．このことは変形こう配 F を次のように分解することに他ならない．

F = R∗F = F∗F i = R∗ÛeF i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.1)

ここで，R∗は弾・剛体回転を表す直交テンソル，Ûeは弾性回転を完全に取り除いた弾性ストレッチを表すテン

ソルであり，F i は非弾性変形を表すテンソルである (図 3.1参照)．また，F = ÛeF i および F∗ = R∗Ûeである．

ただし，R∗Ûeは F∗ の極分解になっていないことに注意が必要である．すなわち，R∗ は (Ḟ∗F∗ −1)A≡ Ṙ∗R∗T

を満たすように定義された直交テンソルであり，全ての弾・剛体回転を含んだものとなっている．したがって，

(Ḟ∗F∗−1)A =
[
(R∗Ûe)· (R∗Ûe)−1

]
A

= Ṙ∗R∗T + R∗( ˙̂UeÛe−1)AR∗T ≡ Ṙ∗R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.2)

であるから，Ûeは

( ˙̂UeÛe−1)A = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.3)

を満たすテンソルであり，回転成分が完全に取り除かれている．そのため， ˙̂UeÛe−1 は対称部分のみを有して

おり，必ずしも Ûeは対称テンソルであるとは限らない．このような第 2中間配置 β(m) を導入することによっ

てW∗ ≡W −Wi = Ṙ∗R∗T が満足される (73)．

現配置 β(c) における任意の 2階のテンソル Aは A(m) = R∗T AR∗ のように配置変換され，A(m) の物質時間微

分は

Ȧ(m) = R∗T
▽
AR∗ ,

▽
A ≡ Ȧ −W∗A + AW∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.4)
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で与えられる．式 (3.4)における共回転速度
▽
A は Mandel-Kratochvil速度 (75)(76) となる [補足 C.1]．したがっ

て，構成式の参照配置として β(m) を採用すれば，共回転速度のスピンがW∗ となることがわかる．また，弾性

除荷は Ûe−1R∗T F = F i で表されるため，F i は残留変形に相当し，第 1中間配置は応力開放配置となる．

次に，分子鎖基底ベクトルの各配置における向きを考える．図 3.1に示すように，初期配置 β(I ) から第 1中

間配置 β(M) の非弾性変形においてすべり系 1のみが活動した場合，金属の塑性変形では結晶基底の向きは変

わることなく，結晶格子の形状を保ったまません断変形が生じるが，本理論では s(1)
(I ) に平行な方向へのせん断

変形が生じるため，すべり系 1における分子鎖基底は回転しないが，その他の分子鎖基底は回転を受けると考

えられる．次に，第 1中間配置 β(M) から Isoclinic配置 β(m) の弾性ストレッチ変形においては，前述のように

Ûeからは回転成分が完全に除かれているため，Ûeによってたとえせん断変形が生じても，それは主軸に沿う

純粋せん断のみであると考えられる．したがって，Ûeによって分子鎖基底は回転を受けないものと考えられ

る．さらに，Isoclinic配置 β(m) から現配置 β(c) までは弾・剛体回転を受けて写像されるため，各分子鎖基底は

等しく回転する．

Fig. 3.1 Configurations for molecular chain structure
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3.2 ひずみの弾・非弾性分解

3.2.1 ひずみの定義

従来と同様に微小線素の 2乗の差を用いて，ひずみを定義する．図 3.1より各配置での微小線素ベクトル間

の関係は次のように表される．

dx = R∗dx(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.5)

dx(m) = Ûedx(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.6)

dx(M) = F idx(I ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.7)

弾性ひずみおよび非弾性ひずみの参照配置が第 1中間配置 β(M) および初期配置 β(I ) であることを考慮し，微

小線素 dsの 2乗の差を変形させると次式のようになる．

ds2 − ds2
(I ) = ds2 − ds2

(M) + ds2
(M) − ds2

(I )

= (dx · dx − dx(M) · dx(M)) + (dx(M) · dx(M) − dx(I ) · dx(I ))

= (F∗dx(M) · F∗dx(M) − dx(M) · dx(M)) + (F idx(I ) · F idx(I ) − dx(I ) · dx(I ))

= 2Ee
(M) · dx(M) ⊗ dx(M) + 2Ei

(I ) · dx(I ) ⊗ dx(I ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.8)

ただし，式 (3.8)における Greenひずみの弾性部分 Ee
(M) および非弾性部分 Ei

(I ) は次式のように定義される．

Ee
(M) ≡

1
2

(F∗T F∗ − I ) =
1
2

(ÛeTÛe − I ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.9)

Ei
(I ) ≡

1
2

(F i T F i − I ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.10)

ここで，I は恒等テンソルを表す．式 (3.5)，式 (3.6)および式 (3.7)を式 (3.8)に適用すれば，各配置における

弾性ひずみはそれぞれ

Ee
(I ) ≡

1
2

(FT F − F i T F i) , Ee
(m) ≡

1
2

(I − Ûe−TÛe−1) , Ee ≡ 1
2

(I − F∗−T F∗−1) . . . . . . . . . . . . . . . (3.11)

のように定義できる．また，各配置における非弾性ひずみはそれぞれ次式のように定義できる．

Ei
(M) ≡

1
2

(I − F i −T F i −1) , Ei
(m) ≡

1
2

(Ûe−TÛe−1 − F−T F−1) , Ei ≡ 1
2

(F∗ −T F∗−1 − F−T F−1) . . (3.12)

3.2.2 弾・非弾性ひずみの各配置への変換則

各配置での弾性ひずみは次式のような関係として表現できる．

Ee
(I ) · (dx(I ) ⊗ dx(I )) = Ee

(M) · (dx(M) ⊗ dx(M)) = Ee
(m) · (dx(m) ⊗ dx(m))

= Ee · (dx ⊗ dx) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.13)

同様に各配置での非弾性ひずみは次式のような関係として表現できる．

Ei
(I ) · (dx(I ) ⊗ dx(I )) = Ei

(M) · (dx(M) ⊗ dx(M)) = Ei
(m) · (dx(m) ⊗ dx(m))

= Ei · (dx ⊗ dx) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.14)
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式 (3.13)に式 (3.5)，式 (3.6)および式 (3.7)を代入すれば，弾性ひずみの変換則が次式のように得られる．

Ee = R∗Ee
(m)R

∗T = R∗(Ûe−T Ee
(M)Û

e−1)R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.15)

同様に，式 (3.14)に式 (3.5)，式 (3.6)および式 (3.7)を代入すれば，非弾性ひずみの変換則が次式のように得

られる．

Ei = R∗Ei
(m)R

∗T = R∗(Ûe−T Ei
(M)Û

e−1)R∗T

= R∗Ûe−T(F i −T Ei
(I )F

i −1)Ûe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.16)

式 (3.15)および式 (3.16)から，ひずみの変換則が次式のように得られる．

E = R∗E(m)R∗T = R∗(Ûe−T E(M)Ûe−1)R∗T

= R∗Ûe−T(F i −T E(I )F i −1)Ûe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.17)

3.2.3 微小弾性変形の仮定

金属材料に対する有限変形理論では，弾性変形は微小であり塑性変形は有限であると仮定することが多く，

本理論に対してもこの微小弾性変形の仮定を導入する．すなわち，弾性ストレッチ Ûeの 2次に関する項にお

いては Ûe = I とみなす．一方，R∗ には弾性回転が含まれているが，剛体回転と区別することができないの

で，R∗ に関しては微小弾性変形の仮定は適用しない．微小弾性変形の仮定を導入すると，第 1中間配置にお

けるひずみ E(M) および第 2中間配置におけるひずみ E(m) は式 (3.17)から次式のように近似できる．

E(m) = Ûe−T E(M)Ûe−1 ≈ E(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.18)

微小弾性変形の仮定を考慮して式 (3.15)を書き直すと，弾性ひずみの変換則は

Ee = R∗Ee
(m)R

∗T ≈ R∗Ee
(M)R

∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.19)

となる．

3.3 ひずみ速度の弾・非弾性分解

弾性変形の参照配置は第 1中間配置 β(M) であるため，Ee
(M) の物質時間導関数は次式のようになる．

Ėe
(M) ≈ Ėe

(m) = (R∗T EeR∗)
·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.20)

Mandel-Kratochvil速度を用いれば，弾性ひずみ速度の変換則は次式のように得られる．

▽
Ee = R∗Ėe

(m)R
∗T ≈ R∗Ėe

(M)R
∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.21)

ここで，
▽
Eeは

▽
Ee ≡ Ėe −W∗Ee + EeW∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.22)

で与えられる．ただし，W∗ ≡ Ṙ∗R∗T である [補足 C.2.4]．

一方，非弾性ひずみの変換則を表す式 (3.16)は次式のように書き換えられる．

Ei = R∗Ei
(m)R

∗T = F∗−T Ei
(M)F

∗−1 = F−T Ei
(I )F

−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.23)
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非弾性変形の参照配置が初期配置 β(I ) であることを考慮し，Ei
(I ) の物質時間微分は

Ėi
(I ) = (F i T Ei

(M)F
i)· = (FT Ei

(m)F)· = (FT Ei F)· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.24)

となり，Ėi
(I ) = (F i T Ei

(M)F
i)· を計算すれば

Ėi
(I ) = Ḟ i T Ei

(M)F
i + F i T Ėi

(M)F
i + F i T Ei

(M) Ḟ
i

= F i T (Ėi
(M) + L i T

(M)E
i
(M) + Ei

(M)L
i
(M))F

i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.25)

となる．式 (3.24)における他の関係も同様に計算すれば

Ėi
(I ) = FT(Ėi

(m) + LT
(m)E

i
(m) + Ei

(m)L(m))F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.26)

Ėi
(I ) = FT(Ėi + LT Ei + Ei L)F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.27)

が得られる．ただし，L i
(M) ≡ Ḟ i F i −1，L(m) = Le

(m) + L i
(m) ≡

˙̂UeÛe−1 + ÛeḞ i F i−1Ûe−1 = Ḟ F−1 および L ≡ ḞF−1

は各配置における速度こう配である [補足 C.2.3]．式 (3.25)，式 (3.26)および式 (3.27)から非弾性ひずみ速度

の変換則が次式のように得られる．

△
Ei = R∗

△
Ei

(m)R
∗T = F∗−T △

Ei
(M)F

∗−1 = F−T Ėi
(I )F

−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.28)

ここで，
△
Aは初期配置 β(I ) を参照したときの Cotter-Rivlin速度であり，それぞれ次式のように定義できる [補

足 C.3]．

△
Ei

(M) ≡ Ėi
(M) + L i T

(M)E
i
(M) + Ei

(M)L
i
(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.29)

△
Ei

(m) ≡ Ėi
(m) + LT

(m)E
i
(m) + Ei

(m)L(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.30)

△
Ei ≡ Ėi + LT Ei + Ei L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.31)

3.4 変形速度の弾・非弾性分解

3.4.1 速度こう配の弾・非弾性分解

現配置 β(c) および初期配置 β(I ) における速度こう配は次式のように定義される [補足 C.2.1]．

L ≡ ḞF−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.32)

L(I ) ≡ F−1Ḟ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.33)

よって，速度こう配の変換則は

L ≡ R∗L(m)R∗T ≡ R∗(ÛeL(M)Ûe−1)R∗T

≡ R∗Ûe(F i L(I )F i−1)Ûe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.34)

のように得られる (73)[補足 C.2.2]．ここで，式 (3.1)を式 (3.32)に代入すると次式のようになる．
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L = ḞF−1

= (R∗ÛeF i)
·
(R∗ÛeF i)

−1

= Ṙ∗R∗T + R∗ ˙̂UeÛe−1R∗T + R∗ÛeḞ i F i −1Ûe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.35)

式 (3.35)から，現配置における速度こう配の弾・剛体回転部分 L∗，弾性ストレッチ部分 Leおよび非弾性部分

L i は次のように定義される [補足 C.2.3]．

L∗ ≡ Ṙ∗R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.36)

Le ≡ R∗ ˙̂UeÛe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.37)

L i ≡ R∗ÛeḞ i F i −1Ûe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.38)

3.4.2 各配置における変形速度

式 (3.37)を用いれば，現配置 β(c) における変形速度の弾性部分 Deは次式のように与えられる．

De = (Le)S = (R∗ ˙̂UeÛe−1R∗T)S = R∗ ˙̂UeÛe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.39)

ただし，式 (3.3)で表される ˙̂UeÛe−1の対称性を利用している．また，補足 C.2.3および補足 C.2.4における検

討 (式 (C.19)および式 (C.39))から，第 2中間配置 β(m) における変形速度の弾性部分 De
(m) は

De
(m) = (Le

(m))S
= ˙̂UeÛe−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.40)

となる．一方，式 (3.38)および微小弾性変形の仮定を用いて現配置 β(c) における変形速度の非弾性部分 Di は

Di = (L i)S = (R∗ÛeḞ i F i −1Ûe−1R∗T)S = R∗(ÛeḞ i F i −1Ûe−1)SR∗T ≈ R∗(Ḟ i F i −1)SR∗T . . . . . . . . . . . . (3.41)

と書ける．補足 C.2.3および補足 C.2.4における検討 (式 (C.16)，式 (C.20)，式 (C.47)および式 (C.48))から，

第 1中間配置 β(M) および第 2中間配置 β(m) における変形速度の非弾性部分 Di
(M) および Di

(m) は次式のように

表される．

Di
(m) = (L i

(m))S
= (ÛeḞ i F i −1Ûe−1)S ≈ (Ḟ i F i −1)S = (L i

(M))S
= Di

(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.42)

3.4.3 ひずみ速度と変形速度

ひずみ速度と変形速度の弾性部分における関係を求めるため，まず式 (3.9)の両辺を物質時間微分すると次

式のようになる．

Ėe
(M) =

1
2

( ˙̂UeTÛe + ÛeT ˙̂Ue) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.43)

一方，式 (3.40)の対称性を利用して

De
(m) =

˙̂UeÛe−1 =
1
2

(Ûe−T ˙̂UeT + ˙̂UeÛe−1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.44)
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微小弾性変形の仮定を用いれば，式 (3.43)および式 (3.44)から次式の関係が得られる．

De
(m) =

1
2

(Ûe−T ˙̂UeTÛeÛe−1 + Ûe−TÛeT ˙̂UeÛe−1)

=
1
2

Ûe−T( ˙̂UeTÛe + ÛeT ˙̂Ue)Ûe−1

= Ûe−T Ėe
(M)Û

e−1

≈ Ėe
(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.45)

また，ひずみ速度と変形速度の非弾性部分の関係を求めるために，まず式 (3.10)の両辺を物質時間微分する

と次式が得られる．

Ėi
(I ) =

1
2

(Ḟ i T F i + F i T Ḟ i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.46)

一方，式 (3.42)は次式のように分解できる．

Di
(M) = (Ḟ i F i −1)S =

1
2

(F i −T Ḟ i T + Ḟ i F i −1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.47)

式 (3.46)および式 (3.47)から次式の関係が得られる．

Di
(M) =

1
2

(F i −T Ḟ i T F i F i −1 + F i −T F i T Ḟ i F i −1)

=
1
2

F i −T(Ḟ i T F i + F i T Ḟ i)F i −1

= F i −T Ėi
(I )F

i −1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.48)

式 (3.39)，式 (3.40)および式 (3.45)から各配置における弾性変形速度と弾性ひずみ速度の関係が

De = R∗De
(m)R

∗T ≈ R∗Ėe
(M)R

∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.49)

と得られ，式 (3.41)，式 (3.42)および式 (3.48)から各配置における非弾性変形速度と非弾性ひずみ速度の関係

が

Di = R∗Di
(m)R

∗T ≈ R∗Di
(M)R

∗T = R∗F i −T Ėi
(I )F

i −1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.50)

と得られる．式 (3.21)と式 (3.49)および式 (3.28)と式 (3.50)を比べ，微小弾性変形の仮定を用いれば，各配

置における弾性および非弾性ひずみと変形速度の関係はそれぞれ次式のようになる．

De ≈
▽
Ee , De

(m) ≈ Ėe
(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.51)

Di ≈
△
Ei , Di

(m) ≈
△
Ei

(m) , Di
(M) ≈

△
Ei

(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.52)

3.4.4 変形速度と変形尺度

式 (3.51)および式 (3.52)を用いて第 2中間配置 β(m) での変形速度は次式のように表現できる．

D(m) = De
(m) + Di

(m) ≈ Ėe
(m) +

△
Ei

(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.53)

式 (3.53)を物質時間積分すれば∫
T

D(m)dt =
∫
T

De
(m)dt+

∫
T

Di
(m)dt ≈ Ee

(m) + Ei
(m) , Ėe

(m) + Ėi
(m) ≈ De

(m) + Di
(m) . . . . . . . . . . . . . . . (3.54)
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となる．すなわち，式 (3.54)から

Ei
(m) , Ei

(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.55)

であることがわかる．式 (3.55)における非弾性ひずみ Ei
(m) は熱力学的状態変数となり得ない回復不可能な経

路に依存する非弾性変形尺度と定義できる．それに対し，弾性ひずみ Ee
(m) は熱力学的状態変数となる回復可

能な弾性ひずみ尺度であると定義できる．以上のことから，現配置から弾・剛体回転を取り除いた第 2中間配

置 β(m) で定義された量は客観性を有するので，第 2中間配置を構成式の参照配置に選ぶのが妥当であるとい

える．

3.5 非弾性変形速度および非弾性スピンの導出

3.5.1 非弾性速度こう配の配置変換則

補足 C.2.3における検討から，初期配置 β(I ) における非弾性速度こう配 L i
(I ) は次式で定義される．

L i
(I ) = F i −1Ḟ i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.56)

また，式 (3.34)で表される速度こう配の配置変換則と同様に，非弾性速度こう配 L i の配置変換則は次のよう

に表される [補足 C.2.3]．

L i = R∗L i
(m)R

∗T = R∗(ÛeL i
(M)Û

e−1)R∗T

= R∗Ûe(F i L i
(I )F

i −1)Ûe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.57)

また，結晶塑性論の体系から，L i
(I ) は全すべり系の非弾性せん断ひずみ速度 γ̇(α) およびすべり面に垂直な非弾

性ひずみ速度 ε̇i(α)
m の総和をとり，次式で表される．

L i
(I ) ≡

∑
α

(γ̇(α) P(α)
(I ) + ε̇i(α)

m Q(α)
(I ) ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.58)

ここで，初期配置における分子鎖基底テンソル P(α)
(I ) および Q(α)

(I ) はそれぞれ次のように定義される．

P(α)
(I ) ≡ s(α)

(I ) ⊗ m(α)
(I ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.59)

Q(α)
(I ) ≡ s(α)

(I ) ⊗ s(α)
(I ) + m(α)

(I ) ⊗ m(α)
(I ) + t(α)

(I ) ⊗ t(α)
(I ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.60)

式 (3.58)における両辺のトレース (跡)をとれば

trL i
(I ) =

∑
α

[
γ̇(α) s(α)

(I ) · m
(α)
(I ) + ε̇i(α)

m (s(α)
(I ) · s

(α)
(I ) + m(α)

(I ) · m
(α)
(I ) + t(α)

(I ) · t
(α)
(I ) )

]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.61)

となり，s(α)
(I ) · m

(α)
(I ) = 0および s(α)

(I ) · s
(α)
(I ) + m(α)

(I ) · m
(α)
(I ) + t(α)

(I ) · t
(α)
(I ) = 3であるから，式 (3.61)は結局次のように整

理される．

trL i
(I ) =

∑
α

(3 ε̇i(α)
m ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.62)

よって，すべり面に垂直な非弾性ひずみ速度 ε̇i(α)
m は次のように表される．∑

α

ε̇i(α)
m =

1
3

(
trL i

(I )

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.63)
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すなわち，すべり面に垂直な非弾性ひずみ速度は，非弾性速度こう配の等方部分となる．したがって，式 (3.58)

における γ̇(α) P(α)
(I ) の項は，非弾性速度こう配の偏差部分であることがわかる．

一方，第 1中間配置 β(M) における非弾性速度こう配 L i
(M) は式 (3.57)および式 (3.58)から，次のように表さ

れる．

L i
(M) = F i L i

(I )F
i −1

=
∑
α

F i
(
γ̇(α) P(α)

(I ) + ε̇i(α)
m Q(α)

(I )

)
F i −1

=
∑
α

[
γ̇(α)F i s(α)

(I ) ⊗ m(α)
(I ) F i −1 + ε̇i(α)

m F i
(
s(α)

(I ) ⊗ s(α)
(I ) + m(α)

(I ) ⊗ m(α)
(I ) + t(α)

(I ) ⊗ t(α)
(I )

)
F i −1

]
=

∑
α

[
γ̇(α) ∥F i s(α)

(I ) ∥ ∥m
(α)
(I ) F i −1∥ s(α)

(M) ⊗ m(α)
(M)

+ ε̇i(α)
m F i

(
s(α)
(I ) ⊗ s(α)

(I ) + m(α)
(I ) ⊗ m(α)

(I ) + t(α)
(I ) ⊗ t(α)

(I )

)
F i −1

]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.64)

ただし，分子鎖基底ベクトルは回転のみを受け，その大きさは変わらず正規性を保つとし，変形こう配の回転

成分のみによって配置変換されると考えている．なぜならば，基底 s(α)
(•) や m(α)

(•) はすべり系の向きのみを表す

ものであり，材料の変形とともに伸縮を受けてその大きさが変化するようなベクトルではないからである．す

なわち，s(α)
(I ) が写像 F i を受けて第 1中間配置 β(M) に写されるならば，F i s(α)

(I ) の大きさは ∥F i s(α)
(I ) ∥であり，向

きは s(α)
(M) 方向であるから，F i s(α)

(I ) は ∥F i s(α)
(I ) ∥ s(α)

(M) のように書くことができる．ここで，∥a∥はベクトル aの大

きさを表す．

また，式 (3.64)は次のように整理される [補足 C.4][補足 C.5]．

L i
(M) =

∑
α

[
γ̇(α)s(α)

(M) ⊗ m(α)
(M) + ε̇

i(α)
m

(
s(α)

(M) ⊗ s(α)
(M) + m(α)

(M) ⊗ m(α)
(M) + t(α)

(M) ⊗ t(α)
(M)

)]
=

∑
α

(
γ̇(α) P(α)

(M) + ε̇i(α)
m Q(α)

(M)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.65)

式 (3.57)，式 (3.65)および微小弾性変形の仮定から，第 2中間配置 β(m) ならびに現配置 β(c) における非弾性速

度こう配についても同様に，それぞれ次のように求められる．

L i
(m) = ÛeL i

(M)Û
e−1

=
∑
α

Ûe
(
γ̇(α) P(α)

(M) + ε̇i(α)
m Q(α)

(M)

)
Ûe−1

=
∑
α

[
γ̇(α)Ûes(α)

(M) ⊗ m(α)
(M)Û

e−1 + ε̇i(α)
m Ûe

(
s(α)

(M) ⊗ s(α)
(M) + m(α)

(M) ⊗ m(α)
(M) + t(α)

(M) ⊗ t(α)
(M)

)
Ûe−1

]
=

∑
α

[
γ̇(α) ∥Ûes(α)

(M)∥ ∥m
(α)
(M)Û

e−1∥ s(α)
(m) ⊗ m(α)

(m)

+ ε̇i(α)
m Ûe

(
s(α)

(M) ⊗ s(α)
(M) + m(α)

(M) ⊗ m(α)
(M) + t(α)

(M) ⊗ t(α)
(M)

)
Ûe−1

]
≈

∑
α

[
γ̇(α)s(α)

(m) ⊗ m(α)
(m) + ε̇

i(α)
m

(
s(α)
(m) ⊗ s(α)

(m) + m(α)
(m) ⊗ m(α)

(m) + t(α)
(m) ⊗ t(α)

(m)

)]
=

∑
α

(
γ̇(α) P(α)

(m) + ε̇i(α)
m Q(α)

(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.66)
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L i = R∗L i
(m)R

∗T

=
∑
α

R∗
(
γ̇(α) P(α)

(m) + ε̇i(α)
m Q(α)

(m)

)
R∗T

=
∑
α

[
γ̇(α)R∗s(α)

(m) ⊗ m(α)
(m)R

∗T + ε̇i(α)
m R∗

(
s(α)

(m) ⊗ s(α)
(m) + m(α)

(m) ⊗ m(α)
(m) + t(α)

(m) ⊗ t(α)
(m)

)
R∗T

]
=

∑
α

[
γ̇(α)s(α) ⊗ m(α) + ε̇i(α)

m

(
s(α) ⊗ s(α) + m(α) ⊗ m(α) + t(α) ⊗ t(α)

)]
=

∑
α

(
γ̇(α) P(α) + ε̇i(α)

m Q(α)
)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.67)

なお，式 (3.56)および式 (3.57)より L i
(M) = Ḟ i F i −1であるから，式 (3.65)より F i の発展方程式が

Ḟ i =
∑
α

(
γ̇(α) P(α)

(M) + ε̇i(α)
m Q(α)

(M)

)
F i

≈ R∗T
∑
α

(
γ̇(α) P(α) + ε̇i(α)

m Q(α)
)

R∗ F i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.68)

のように得られる．ただし，ここでも微小弾性変形の仮定を用いている．

3.5.2 非弾性変形速度および非弾性スピンの運動学的関係式

3.4.1項における検討より，速度こう配 L を弾・剛体回転部分，弾性ストレッチ部分および非弾性部分に分

解すれば

L = L∗ + Le + L i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.69)

となる．さらに対称部分と反対称部分に分解すれば

L = (L∗)S + (Le)S + (L i)S + (L∗)A + (Le)A + (L i)A

= D∗ + De + Di +W∗ +We +Wi

= D +W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.70)

となる．ここで，D = LS は変形速度テンソルおよびW = LAは連続体スピンテンソルである．補足 C.2.4よ

り，(L∗)S = D∗ = 0および (Le)A =We = 0であるから，式 (3.70)は

L = De + Di +W∗ +Wi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.71)

と書ける．すなわち，DおよびWは次のように分解することができる．

D = De + Di . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.72)

W =W∗ +Wi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.73)

ここで，Deおよび Di はそれぞれ弾性変形速度および非弾性変形速度であり，W∗ およびWi はそれぞれ下部

構造スピン (75)(76) および非弾性スピンである．式 (3.72)および式 (3.73)と式 (3.36)～ (3.38)を比較すること

によって

L i = Di +Wi = R∗ÛeḞ i F i −1ÛeR∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.74)
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De = R∗ ˙̂UeÛe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.75)

W∗ = Ṙ∗R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.76)

が得られる．

ここで，非弾性変形速度 Di および非弾性スピンWi は，式 (3.67)の右辺を対称部分と反対称部分に分解す

ることにより，それぞれ次のように表される．

Di =
∑
α

(
γ̇(α) P(α)

S + ε̇i(α)
m Q(α)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.77)

Wi =
∑
α

γ̇(α) P(α)
A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.78)

ただし，P(α)
S および P(α)

A はそれぞれ次のように表される．

P(α)
S =

1
2

(
s(α) ⊗ m(α) + m(α) ⊗ s(α)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.79)

P(α)
A =

1
2

(
s(α) ⊗ m(α) − m(α) ⊗ s(α)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.80)

なお，P(α)
S は Schmidテンソルである．本理論は従来のポリマを対象とした現象論的塑性論とは異なり，

式 (3.77)および式 (3.78)に示した運動学的関係式から非弾性変形速度および非弾性スピンを計算することが

できるという金属における結晶塑性論と同様の利点をもつ．

3.6 分子鎖基底の発展式

分子鎖基底の発展式を導出するにあたり，まず初期配置 β(I ) から第 1中間配置 β(M) へ至る変形過程である

非弾性変形こう配 F i をさらにその回転成分とストレッチ成分に次式のように分解する (図 3.2参照)．

F i = R̂iÛi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.81)

ここで，R̂i は (Ḟ i F i −1)A≡ ˙̂Ri R̂i T を満たすように定義した非弾性回転を表す直交テンソル，Ûi は非弾性回転を

完全に取り除いた非弾性ストレッチである．すなわち，式 (3.81)は極分解ではなく，Ûi は ( ˙̂UiÛi −1)A = 0を満

たすテンソルとなっており，回転成分が完全に取り除かれている．また，図 3.2中の s(1)
(M̂)
は初期配置から非弾

性ストレッチを受けた配置におけるすべり系 1の分子鎖基底を表す．

図 3.1によると，分子鎖基底ベクトルの初期配置 β(I ) から第 1中間配置 β(M) への回転は，自身のすべり系の

活動によっては起こらず，他のすべり系の活動により起こる．すべり系 αの活動により起こる非弾性回転を表

す直交テンソルを R̂i(α) と表し (R̂i =
∏
α

R̂i(α))，すべり系 α以外の全てのすべり系の活動により起こる非弾性

回転を表す直交テンソルを R̂i(α) =
∏
β,α

R̂i(β) と表すと，分子鎖基底ベクトル s(α) および m(α) に対する配置変換

則はそれぞれ次のようになる．

s(α) = R∗s(α)
(m) = R∗s(α)

(M) = R∗R̂i(α)s(α)
(I ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.82)

m(α) = R∗m(α)
(m) = R∗m(α)

(M) = R∗R̂i(α)m(α)
(I ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.83)

ただし通常の結晶塑性論と同様に，基底は回転のみを受けその大きさは変わらないものとし，他すべり系の

活動による F の回転成分 (R∗R̂i(α)) のみによって変換されると考え，自己すべり系の活動による非弾性回転
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R̂i(α)，非弾性ストレッチ Ûi および弾性ストレッチ Ûeによっては変換を受けないとしている．初期配置は時

間的に変化せず ṡ(α)
(I ) = 0であるから，式 (3.82)の両辺を時間微分すれば次式が得られる．

ṡ(α) =

(
R∗R̂i(α)s(α)

(I )

)·
= Ṙ∗R̂i(α)s(α)

(I ) + R∗
˙̂
Ri(α)s(α)

(I )

= Ṙ∗R̂i(α)
(
R̂i(α)T R∗T

)
s(α) + R∗

˙̂
Ri(α)

(
R̂i(α)T R∗T

)
s(α)

= Ṙ∗R∗T s(α) + R∗
(

˙̂
Ri(α)R̂i(α)T

)
R∗T s(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.84)

いま仮にすべり系の総数が 3で，すべり系 2およびすべり系 3が活動する場合を想定して R̂i(1) = R̂i(3)R̂i(2)と

すると，初期配置 β(I ) におけるすべり系 1の分子鎖基底 s(1)
(I ) は図 3.2のように第 1中間配置 β(M) における基

底 s(1)
(M) へ変換される．ただし，分子鎖基底 s(1)

(I ) は非弾性ストレッチ Ûi および自身のすべり系 1の活動による

非弾性回転 R̂i(1)による変換を受けても回転しない．ここで，図 3.2中の s(1)

(M)
は初期配置 β(I ) から非弾性スト

レッチ Ûi およびすべり系 1の活動による非弾性回転 R̂i(1) により変換された配置における分子鎖基底，s(1)
(M′)

は第 1中間配置 β(M) からすべり系 3の活動による非弾性回転 R̂i(3)分だけ戻した配置における分子鎖基底を表

す．このとき，
˙̂
Ri(1)R̂i(1)T は

˙̂
Ri(1)R̂i(1)T = (R̂i(3)R̂i(2))· (R̂i(3)R̂i(2))T

= ( ˙̂Ri(3)R̂i(2)) (R̂i(2)T R̂i(3)T) + (R̂i(3) ˙̂Ri(2)) (R̂i(2)T R̂i(3)T)

= ˙̂Ri(3)R̂i(3)T + R̂i(3) ˙̂Ri(2)R̂i(2)T R̂i(3)T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.85)

Fig. 3.2 Inelastic rotation of slip system
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となる．ここで，第 1中間配置 β(M)におけるすべり系 3の活動による非弾性スピンWi(3)
(M)はWi(3)

(M) ≡
˙̂Ri(3)R̂i(3)T，

第 1 中間配置 β(M) から R̂i(3) 分だけ戻した配置におけるすべり系 2 の活動による非弾性スピン Wi(2)
(M′) は

Wi(2)
(M′) ≡

˙̂Ri(2)R̂i(2)T のように表されるので，式 (3.85)は

˙̂Ri(3)R̂i(3)T + R̂i(3) ˙̂Ri(2)R̂i(2)T R̂i(3)T =Wi(3)
(M) + R̂i(3)Wi(2)

(M′)R̂
i(3)T

=Wi(3)
(M) +Wi(2)

(M)

=
∑
β,1

Wi(β)
(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.86)

となり，活動すべり系が任意の個数の場合に一般化した表示でも
˙̂
Ri(α)R̂i(α)T =

∑
β,α

Wi(β)
(M) と書けることがわか

る．したがって，式 (3.84)は次のようになる．

ṡ(α) =W∗s(α) + R∗
∑
β,α

Wi(β)
(M)

 R∗T s(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.87)

ただし，W∗ は先に示した下部構造スピンである．

一方，ṁ(α)
(I ) = 0を考慮して式 (3.83)を時間微分すれば式 (3.87)と同様に次式が得られる．

ṁ(α) =

(
R∗R̂i(α)m(α)

(I )

)·

=W∗m(α) + R∗
∑
β,α

Wi(β)
(M)

 R∗T m(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.88)

さらに，微小弾性変形の仮定を用いれば，補足C.2.4における検討 (式 (C.51)および式 (C.52))よりWi(α)
(M) ≈Wi(α)

(m)

となるため，式 (3.87)および式 (3.88)における R∗
( ∑
β,α

Wi(β)
(M)

)
R∗T の部分は

R∗
∑
β,α

Wi(β)
(M)

 R∗T =
∑
β,α

(
R∗Wi(β)

(M)R
∗T

)
≈

∑
β,α

(
R∗Wi(β)

(m) R∗T
)
=

∑
β,α

Wi(β) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.89)

のように現配置における非弾性スピン
∑
β,α

Wi(β) に置き換えることができ，分子鎖基底ベクトル s(α) および m(α)

の発展はそれぞれ次のように記述できる．

ṡ(α) =

W∗ + ∑
β,α

Wi(β)

 s(α)

=

W −
∑
β

Wi(β) +
∑
β,α

Wi(β)

 s(α)

=

W −
Wi(α) +

∑
β,α

Wi(β)

 + ∑
β,α

Wi(β)

 s(α)

=
(
W − Wi(α)

)
s(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.90)

ṁ(α) =
(
W − Wi(α)

)
m(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.91)
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Fig. 3.3 Independent rotation of molecular chain slip systems

ただし，W∗ = W − Wi = W − ∑
α

Wi(α) という関係を用いており，Wは連続体スピンである．

通常の金属における結晶塑性論では，結晶基底ベクトル s(α) および m(α) はすべり系によらない下部構造スピ

ンのみで回転を受ける．これに対して本理論では，分子鎖すべり系は式 (3.90)および式 (3.91)に従って図 3.3

に示すようにそれぞれ独立に回転することになり，これによってすべり系ごとの分子鎖の配向方向を直接表現

できる．この点が通常の結晶塑性論とは一線を画する点である．

3.7 分子鎖基底ベクトルの更新

分子鎖基底ベクトル s(α) および m(α) の発展式は，式 (3.90) および式 (3.91) で表される．しかしながら，

式 (3.90)および式 (3.91)を単純に数値解析に適用し，時間増分を求めて分子鎖基底を更新すると，分子鎖基底

の正規性および直交性が保たれなくなる恐れがある [補足 C.6]．そこで，本研究では Taylor展開を利用して分

子鎖基底ベクトルを更新する．一般に反対称テンソルは軸性ベクトルをもつ (77) ことから，W∗(α) =W − Wi(α)

とおくと，W∗(α) に対する軸性ベクトル w
∗(α) が存在する．角速度ベクトル w

∗(α) が一定であるとして，時間 ∆t

経過後に分子鎖基底ベクトル s(α)(t)が回転して s(α)(t + ∆t)になったとすれば，この間の回転を表す直交テンソ

ルを ∆R(α) として，

s(α)(t + ∆t) = ∆R(α) s(α)(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.92)

とおいたとき，

∆R(α) = I +W∗(α)∆t +
1
2!

(W∗(α)∆t)2 +
1
3!

(W∗(α)∆t)3 + · · · . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.93)

が成り立つ．また，反対称テンソルには以下のような関係が成り立つ [補足 C.7]．

W∗(α) 2n−1 = (−1)n−1∥w∗(α)∥2(n−1)W∗(α)

W∗(α) 2n = (−1)n−1∥w∗(α)∥2(n−1)W∗(α) 2 (n = 1,2, · · · )

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.94)

式 (3.94)を式 (3.93)に適用することにより以下のような式が得られる．

∆R(α) = I +
sin∥w∗(α)∥∆t
∥w∗(α)∥∆t

W∗(α)∆t +
1
2

{
sin(∥w∗(α)∥∆t/2)
∥w∗(α)∥∆t/2

}2

(W∗(α)∆t)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.95)
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ただし式 (3.95)の導出の際，以下のような ∥w∗(α)∥∆t = 0周りの Taylor展開を利用した．

sin(∥w∗(α)∥∆t)
∥w∗(α)∥∆t

= 1− (∥w∗(α)∥∆t)2

3!
+

(∥w∗(α)∥∆t)4

5!
− · · · + (−1)n

(∥w∗(α)∥∆t)2n

(2n+ 1)!
± · · · . . . . . . . . . . . . . . . (3.96)

1
2

{
sin(∥w∗(α)∥∆t/2)
∥w∗(α)∥∆t/2

}2

=
1
2!
− (∥w∗(α)∥∆t)2

4!
+

(∥w∗(α)∥∆t)4

6!
− · · · + (−1)n

(∥w∗(α)∥∆t)2n

(2n+ 2)!
± · · · . . . . . . (3.97)

これにより，相当な大ひずみ域まで計算を進めても，s(α) と m(α) が単位ベクトルであること，直交することの

2つの条件が倍精度計算において十分に保持できる (78)．
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本章では，保存エネルギーである自由エネルギーのみならず散逸エネルギーをも考慮した全自由エネルギー

の引数に内部変数として非弾性変形尺度の速度および弾性異方性の強度を表す変数を導入し，各引数に共役な

熱力学的力を定義する．

また，連続の式，力学的釣合い方程式，エネルギー方程式およびエントロピー不等式をそれぞれ質量保存

則，仮想仕事率の原理，熱力学の第 1法則および熱力学の第 2法則に基づいて導出する．仮想仕事率の原理か

らは，運動方程式および角運動方程式とともに力学的境界条件も得られる．

なお，本章で述べる手法は村上ら (25)(26) によるものに基づくが，全自由エネルギーの引数に内部変数として

弾性異方性の強度を表す変数を導入している点は本研究独自なものである．

4.1 内力の定義

まず，全自由エネルギーの引数を考え内力を定義する．背応力を導入するために非可逆量である非弾性変形

尺度，ひずみ速度依存性を表現するために非弾性変形尺度の速度 (27)，さらに変形誘起弾性異方性を表現する

ために異方性変数を内部変数として全自由エネルギーの引数に導入すれば，第 2中間配置 β(m) における全自

由エネルギーの関数形は次式のようになる．

Ψ = Ψ ( θ, E(m) , p(m) ; Ei
(m) , Ėi

(m) , H(m) ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.1)

ここで，Aは非状態量，Ψ ≡ ρ0ψは全自由エネルギー，ψは全自由エネルギー密度，ρ0は初期配置 β(I ) での密

度，θ は温度，E(m) は変形尺度を含む全ひずみである．なお，セミコロン;は巨視的変数と内部変数を区別す

るために用いており，セミコロン;の左に記した量は巨視的変数，右に記した量は内部変数であることを意味

している．また，Ei
(m) は非弾性変形尺度，Ėi

(m) は非弾性変形尺度の速度，p(m) は単位面積あたりに供給される

熱量であり，熱流束の時間積分で次式のように定義される．

p(m) ≡
∫
T

q(m)dt or ṗ(m) ≡ q(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.2)

ここで，q(m) は熱流束である．さらに，H(m) は分子鎖の配向により生じる弾性の変形誘起異方性を表す 2階

の異方性変数テンソルである．異方性変数テンソルの概念を図 4.1に示す．等方性材料に図 4.1(a)のような等

方的な弾性ひずみ Eeを加えると，等方的な応力 T が発生する．一方，図 4.1(b)のように x1方向に分子鎖が

配列したような異方性材料を考えると，同様に等方的な弾性ひずみ Eeを加えた場合，x1 方向は剛性が高く，

x2 方向は剛性が低いため，応力 T は x1 方向に大きく，x2 方向に小さく発生する．もしこのような応力状態

を等方性材料で実現するならば，図 4.1(b)下段のような x1方向に大きく，x2方向に小さな弾性ひずみ EeHを

加えなければならない．異方性変数テンソル H は，等方的な弾性ひずみ Eeに乗じられることにより，Eeを

EeHに変換する役割をもつテンソルであり，分子鎖の配向方向に正の成分，その直交方向に負の成分をもつ．

また，H = 0のときは等方性材料の弾性ひずみ状態に帰着し，Ee = EeHとなる．なお，異方性変数テンソル

H の具体的な定義は，後述の 5.10節で行う．

さて，式 (4.1)における全自由エネルギー Ψ の物質時間微分は次式のようになる．

Ψ̇ ( θ, E(m) , p(m) ; Ei
(m) , Ėi

(m) , H(m) )

= −Hθ̇ + T̃(m) · Ė(m) − g̃(m) · ṗ(m) − B̃(m) · Ėi
(m) + M̃(m) · Ëi

(m) + S̃(m) · Ḣ(m)

= −Hθ̇ + T̃(m) · D(m) − g̃(m) · q(m) − B̃(m) · Di
(m) + M̃(m) · Ḋi

(m) + S̃(m) · Ḣ(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.3)
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Fig. 4.1 Concept of anisotropy parameter

上式 (4.3)より各内力を熱力学的力として次式のように定義する．

−H ≡ ∂Ψ

∂ θ
, T̃(m) ≡

∂Ψ

∂ E(m)

, − g̃(m) ≡
∂Ψ

∂ p(m)

−B̃(m) ≡
∂Ψ

∂ Ei
(m)

, M̃(m) ≡
∂Ψ

∂ Ėi
(m)

, S̃(m) ≡
∂Ψ

∂ H(m)


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.4)

ここで Ãは，JacobianJによって Ã≡ J Aと定義され，H はエントロピー，T̃(m) は Kirchhoff応力， g̃(m) は J

倍された単位温度あたりの温度こう配 g(m) ≡ ∇(m) θ / θ である．また，B̃(m) は J倍された背応力，M̃(m) は非

弾性変形速度に共役な J倍された内力 (27)，S̃(m) は異方性変数に共役な J倍された内力とする．

4.2 連続の式

質量保存則は次式のように定式化できる．

D
Dt

∫
V
ρ dv = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.5)
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ここで，ρは現配置の密度，Vは物質検査体積，dvは微小体積要素，また，
D
Dt
は物質時間微分

DA
Dt
≡ Ȧを

表す演算子である．

式 (4.5)の左辺に Reynoldsの輸送定理

D
Dt

∫
V

A dv =
∫
V

( Ȧ + Adiv v ) dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.6)

を適用し局所化すると次のような連続の式を得る．

ρ̇ + ρdiv v = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.7)

ここで，vは物質速度である．式 (4.7)は通常の連続の式である．

4.3 力学的釣合い方程式

内部変数の導入は，状態の自由度の増加を意味する．この自由度すなわち変数の増加に伴い釣合い方程式系

を検証する必要がある．そこで，式 (4.4)で定義した内力に対する力学的釣合い方程式を仮想仕事率の原理に

基づいて導出する．この原理は一般に，「表面力のする仮想仕事率と物体力のする仮想仕事率の総和は，内力

のする仮想仕事率に等しい．」と述べられ，次のように定式化できる．∮
S

P̆s da +
∫
V

P̆B dv =
∫
V

P̆ dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.8)

ここで，Ăは仮想量を表し，Sは体積Vを囲む物質検査面，daは微小面積要素，P̆s，P̆B，P̆は，それぞれ表

面力のなす仮想仕事率，物体力のなす仮想仕事率および内力のなす仮想仕事率である．これらは次のように表

現できる．

P̆s =
(n)

t · v̆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.9)

P̆B = P̆b − P̆I = ρ f · v̆ − ρ v̇ · v̆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.10)

P̆ = ρ
˙̆
ψ |

θ , Ei , Ėi ,H
= T · D̆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.11)

ここで，
(n)

t は表面力，vは物質速度，P̆bは純粋な物体力 ρ f のなす仮想仕事率，P̆I は慣性力 ρ v̇のなす仮想仕

事率である．

P̆に関しては，内部変数を考慮しない場合，等温過程における全自由エネルギーは，ひずみエネルギーに等

しいことが知られている．よって温度は一定としている．また，内部変数理論によると，内部変数は巨視的な

力学的仕事率には陽に現れないので，内部変数も一定としている．このとき式 (4.11)は以下のように書き換え

ることができる [補足 D.1]．

P̆ = T · D̆
= T · (L̆ − W̆)

= T · ( gradv̆ − I × w̆)

= div ( TT
v̆ ) − ( div T ) · v̆ − ( e · ·T ) · w̆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.12)

ここで，L̆ および W̆は，それぞれ速度こう配 L およびその反対称部分Wの仮想量である．また，w̆は反対称

テンソル W̆に双対な軸性ベクトルである．ただし，e · ·T ≡ ei jk Tk j ei である．
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式 (4.9)，式 (4.10)および式 (4.12)を仮想仕事率の原理の式 (4.8)に代入して，さらに Gaussの発散定理を

用いると次式を得る [補足 D.2]．∮
S

(
(n)

t − T n ) · v̆da+
∫
V

[ {div T + ρ ( f − v̇ ) } · v̆ + ( e · ·T ) · w̆ ]
dv= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.13)

ここで，nは微小面積要素の単位法線ベクトルである．

式 (4.13)が任意の仮想量 v̆，w̆について成立するための条件として式 (4.14)～(4.16)を得る．

(n)

t = T n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.14)

div T + ρ ( f − v̇ ) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.15)

e · ·T = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.16)

式 (4.14)は Cauchyの基本定理，式 (4.15)は運動方程式および式 (4.16)は角運動方程式である．なお，Cauchy

の基本定理は連続体の表面における通常の力学的境界条件である．また，運動方程式および角運動方程式は通

常の力学的釣合い方程式である．

4.4 エネルギー方程式

熱力学の第 1法則 (エネルギー保存則)は，「系内の全エネルギーの時間変化は，単位時間あたりに系になさ

れる外力のする仕事と系に供給される熱量の総和に等しい．」と述べられ，次式のように定式化できる．∮
S

Ps da +
∫
V

Pb dv +
∮
S

Qs da +
∫
V

Qb dv− D
Dt

∫
V
ρ (

⌣

ε + K ) dv= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.17)

ここで，Qsおよび Qbはそれぞれ単位面積および単位体積に供給される単位時間あたりの熱量であり，K は単

位質量に供給される単位時間あたりの運動エネルギーである．また，
⌣

εは単位質量に供給される単位時間あた

りの内部エネルギーであり，内部変数によるエネルギーを含む．これらは次式のように与えることができる．

Qs ≡ − q · n , Qb ≡ ρ r , K ≡ 1
2
v · v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.18)

ここで，r は放射熱密度である．

ところで，力学的エネルギーの釣合い方程式は仮想仕事率の原理における仮想量を現実量に置換することに

より次式のように表せる．∮
S

Ps da +
∫
V

Pb dv − D
Dt

∫
V
ρK dv −

∫
V

P dv = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.19)

式 (4.17)と式 (4.19)で辺々を差し引きして，局所化すると次のようなエネルギー方程式を得る．

T · D − div q + ρ ( r − ⌣̇

ε ) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.20)

これは通常のエネルギー方程式と同形式ではあるが，内部エネルギー速度が内部変数を含んだ
⌣̇

εとなってい

るところが異なる．

4.5 エントロピー不等式

熱力学の第 2法則 (エントロピー増大則)は，「系内のエントロピーの時間変化は，系に供給されるエントロ

ピーよりも大きく，その差は内部エントロピー生成によって補われる．」と述べられ，次のように定式化でき

る． ∫
V
ρ

[i]
γ dv =

D
Dt

∫
V
ρηdv −

{∮
S

q
θ
· (− n ) da +

∫
V

ρr
θ

dv

}
≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.21)
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ここで，
[i]
γは内部エントロピー生成速度の密度，ηはエントロピー密度である．

式 (4.21)を局所化すると次のようなエントロピー不等式を得る．

ρ
[i]
γ = ρη̇ − g · q

θ
+

div q − ρr
θ

≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.22)

これは通常のエントロピー不等式である．

4.6 Updated Lagrange形式の仮想仕事率の原理の定式化

式 (4.8)の仮想仕事率の原理式に式 (4.9)～(4.11)を代入し，左辺と右辺を入れ替えれば∫
V

T · D̆ dv=
∮
S

(n)

t · v̆da+
∫
V
ρ f · v̆dv. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.23)

となる．ここで Ă は仮想量を表す．ただし，準静的な場を考え，v̇ ≈ 0 としている．仮想仕事率の原理

式 (4.23)の形では応力速度で与えられた構成式をそのまま適用することはできない．そこで，本研究で用いる

updated Lagrange形式に式の変形を行う．式 (4.23)を初期配置表示に戻せば次のようになる [補足 D.3]．∫
V0

Π · Gradv̆dv0 =

∮
S0

(0)

t · v̆ da0 +

∫
V0

ρ0 f · v̆dv0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.24)

ここで，以下のような変換法則が用いられている．

nda= JF−T n0 da0 , dv= J dv0 , T = J−1ΠFT ,
(n)

t = Tn ,
(0)

t = Πn0 . . . . . . . . . . . . . . . . (4.25)

ただし，( )0は初期配置における量を表しており，Π は第 1種 Piola-Kirchhoff応力 (公称応力)である．さら

に， ˙̆v = 0の条件で式 (4.24)の両辺を物質時間微分すると次式を得る．∫
V0

Π̇ · Gradv̆dv0 =

∮
S0

(̇0)

t · v̆ da0 +

∫
V0

ρ0 ḟ · v̆dv0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.26)

この式は仮想仕事率の原理の total Lagrange形式と呼ばれる．

次に式 (4.26)の Π̇ を Cauchy応力の共回転速度に変換する [補足 D.4]．

Π̇FT = J(
�

T + LT) = J
(
◦
T − P : D + (trL)T + LT

)
= J

(
J−1(

◦

T̃ − P̃ : D) + LT
)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.27)

ここで，
�

T は Truesdell速度，
◦
T は Jaumann速度，T̃ は Kirchhoff応力であり，T̃ ≡ JT と定義される．また，

�

T および Pは次のように定義される．
�

T ≡ Ṫ − LT − TLT + (trL)T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.28)

Pi jkl ≡ δil Tk j + Tikδ jl , P̃i jkl ≡ δil T̃k j + T̃ikδ jl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.29)

式 (4.27)を式 (4.26)に代入し，現配置へ進めれば次式を得る [補足 D.6]．∫
V

[
J−1(

◦

T̃ − P̃ : D) · D̆ + (LT) · L̆
]

dv=
∮
S

¯̇(n)

t · v̆da+
∫
V
ρ ḟ · v̆dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.30)

ここで，
¯̇(n)

t da≡
(̇0)

t da0とする．Updated Lagrange形式においては現配置が参照配置となるため，
(0)

t→
(n)

t および

J→1を考慮し，弾性変形は微小であり，非弾性変形中は体積不変である (trL ≈ 0)と仮定 [補足 D.7] すれば，

updated Lagrange形式の仮想仕事率の原理が以下のように得られる．∫
V

[
(
◦
T − P : D) · D̆ + (LT) · L̆

]
dv=

∮
S

(̇n)

t · v̆da+
∫
V
ρ ḟ · v̆dv. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.31)
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本章では，構成式の導出および硬化則の引数についての検討を行う．まず，Clausius-Duhemの不等式を

Green-Zerna(71) の手法を介して保存部分と散逸部分に分離し，その保存部分から熱弾性構成式を導出する．そ

の際，系の強い非平衡性を考慮して温度速度を引数としてもつ散逸エントロピーを導入している．また，異方

性変数テンソルを導入することで，変形誘起異方性を有する弾性構成式をも導出する．一方，構成式の散逸部

分については，応力をその等方部分と偏差部分に分離した後に相当量で表現することで，分解せん断応力の引

数に静水圧応力および非弾性せん断ひずみ速度が熱・力学的整合性をもって導入されることを示す．さらに，

得られた速度形熱弾性構成式の弾性変形速度を全変形速度と非弾性変形速度の差で表し，非弾性変形速度を第

3章で得た運動学的関係式によって書き表すことで結晶塑性タイプの弾粘塑性構成式を導出する．さらに，ポ

リマ内部の非晶質状態を表現するために，多結晶体に対する拡張 Taylorモデルを本モデルに適用し，多絡み

点モデルを構築する．その際，分子鎖配向に対する異方性強度を定義し，上述の異方性変数テンソルを具体化

する．

なお，5.1節～5.4節は村上ら (25)(26) による手法に基づく．また，5.6節～5.8節は通常の結晶塑性構成式の

導出と同様である．5.5節で述べる速度形異方性弾性構成式の導出，5.9節で述べる多絡み点モデルへの拡張

および 5.10節で述べる異方性変数テンソルの定義については本研究独自のものである．

5.1 Clausius-Duhemの不等式

式 (4.20)を用いて式 (4.22)における供給熱の部分を消去し，両辺に温度 (θ ≥ 0)を乗ずれば，次のような

Clausius-Duhemの不等式を得る．

Φ = ρ θ η̇ − ρ
⌣̇

ε + T · D − g · q ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.1)

ただし，Φ≡ ρ θ
[i]
γは散逸関数である．式 (5.1)を J倍して第 2中間配置へ戻せば，次式のようになる．

Φ̃ = θ Ḣ −
⌣̇

U + T̃(m) · D(m) − g̃(m) · q(m) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.2)

ただし，ρ0は初期配置における密度，H は H ≡ ρ0 η，
⌣

U は内部変数を考慮した内部エネルギー
⌣

U ≡ ρ0
⌣

εで

ある．

ここで，温度とエントロピーの独立・従属関係を逆にするために次のような自由エネルギーを導入し，

Legendre変換を行う．

⌣

Ψ =
⌣

U − θH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.3)

式 (5.3)を式 (5.2)に代入すれば，

Φ̃ = − (
⌣̇

Ψ + H θ̇ ) + T̃(m) · D(m) − g̃(m) · q(m) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.4)

となる．

一方，全自由エネルギーの散逸部分 Ψd は散逸関数により次式のように定義される．

Ψd ≡
∫
T
Φ̃dt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.5)

上式 (5.5)より散逸関数は次式のように書ける．

Φ̃ = Ψ̇ − Ψ̇ ≡ Ψ̇d ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.6)
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上式 (5.6)において，全自由エネルギー速度 Ψ̇ に式 (4.3)を代入したものと式 (5.4)を比較すれば次のような

関係式を得る．

⌣̇

Ψ = Ψ̇ + B̃(m) · Di
(m) − M̃(m) · Ḋi

(m) − S̃(m) · Ḣ(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.7)

上式 (5.7)は内部変数の陰および陽表示間で成り立つ関係式である．

Clausius-Duhemの不等式は，物体内部での非可逆過程の進むべき方向を表すものであるので，ここで初め

て内部変数のなす仕事率を陽に表示する．すなわち，式 (5.7)を式 (5.4)に適用して次式を得る．

Φ̃ = − ( Ψ̇ + H θ̇ ) + T̃(m) · D(m) − B̃(m) · Di
(m) + M̃(m) · Ḋi

(m) + S̃(m) · Ḣ(m) − g̃(m) · q(m) ≥ 0 . . . . . . (5.8)

さて，弾塑性体あるいは粘塑性体などの塑性体は，ばね，摩擦板 (St. Venant要素)およびダッシュポットを

直列結合した Maxwell要素にモデル化される．ゆえに，ひずみやひずみ速度が構成量に，応力や応力速度が

その引数にならなければならない．そこで，状態量としての Gibbs関数Gを Legendre変換

G ≡ Ψ − T̃(m) · Ee
(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.9)

によって導入し，熱力学的ポテンシャル Ψ から Gへ変更することによって応力と弾性ひずみの間でそれらの

役割を逆転させる．その結果，式 (5.8)は次式のようになる．

Φ̃ = − ( Ġ + H θ̇ ) − ˙̃T(m) · Ee
(m) + T̃(m) · Di

(m) − B̃(m) · Di
(m) + M̃(m) · Ḋi

(m) + S̃(m) · Ḣ(m) ≥ 0 . . . . (5.10)

なお本研究では，Fourierの法則で表される熱流束 qに関する構成式の導出を目的としないので，q(m) の項を

無視している．

5.2 保存部分の熱力学的制限

式 (5.10)において，可逆部分で力と速度の関係を逆転させたため，非可逆部分も同様に力と速度の関係を逆

転させると考えれば，式 (5.10)よりGの引数となる可能性のあるものは次のようになる．

G = G ( θ , T̃(m) , θ̇ ,
˙̃T(m) , B̃(m) , M̃(m) , H(m) , Ḣ(m) ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.11)

等存在の公理 (79) より，構成量の引数も熱力学的ポテンシャルGと全く同様に以下のように選ぶ．

H = H ( θ , T̃(m) , θ̇ ,
˙̃T(m) , B̃(m) , M̃(m) , H(m) , Ḣ(m) )

Ee
(m) = Ee

(m) ( θ , T̃(m) , θ̇ ,
˙̃T(m) , B̃(m) , M̃(m) , H(m) , Ḣ(m) )

Di
(m) = Di

(m) ( θ , T̃(m) , θ̇ ,
˙̃T(m) , B̃(m) , M̃(m) , H(m) , Ḣ(m) )

Ḋi
(m) = Ḋi

(m) ( θ , T̃(m) , θ̇ ,
˙̃T(m) , B̃(m) , M̃(m) , H(m) , Ḣ(m) )

S̃(m) = S̃(m) ( θ , T̃(m) , θ̇ ,
˙̃T(m) , B̃(m) , M̃(m) , H(m) , Ḣ(m) )


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.12)

本研究では，熱力学に反することなく粘塑性構成式に温度 θを導入するために，温度速度 θ̇に依存する散逸

エントロピー Hd を新たに導入する．つまり式 (5.12)の H をその保存部分 Hcと散逸部分 Hd に，次式のよう

に分解する．

H ( θ , T̃(m) , θ̇ ,
˙̃T(m) , B̃(m) , M̃(m) , H(m) , Ḣ(m) )

= Hc ( θ , T̃(m) , B̃(m) , M̃(m) , H(m) ) + Hd ( θ , T̃(m) , θ̇ ,
˙̃T(m) , B̃(m) , M̃(m) , H(m) , Ḣ(m) ) . . . . (5.13)
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ただし，保存エントロピー Hcは θ̇， ˙̃T(m) および Ḣ(m) に依存しないものとする．また，異方性変数に共役な内

力 S̃(m) についても同様に，その保存部分 S̃c
(m) と散逸部分 S̃d

(m) に次式のように分解する．

S̃(m) ( θ , T̃(m) , θ̇ ,
˙̃T(m) , B̃(m) , M̃(m) , H(m) , Ḣ(m) )

= S̃c
(m) ( θ , T̃(m) , B̃(m) , M̃(m) , H(m) ) + S̃d

(m) ( θ , T̃(m) , θ̇ ,
˙̃T(m) , B̃(m) , M̃(m) , H(m) , Ḣ(m) ) . . . (5.14)

式 (5.13)および式 (5.14)を考慮に入れて式 (5.11)を式 (5.10)に代入し，鎖状則で展開して次式を得る．

Φ̃ = −
(

Hc +
∂G
∂ θ

)
θ̇ −

 Ee
(m) +

∂G

∂ T̃(m)

 · ˙̃T(m) +

(
S̃c

(m) −
∂G
∂ H(m)

)
· Ḣ(m)

−
 ∂G

∂ θ̇
θ̈ +

∂G

∂
˙̃T(m)

· ¨̃T(m) +
∂G

∂ B̃(m)

· ˙̃B(m) +
∂G

∂ M̃(m)

· ˙̃M (m) +
∂G

∂ Ḣ(m)
· Ḧ(m)


− Hd θ̇ + T̃(m) · Di

(m) − B̃(m) · Di
(m) + M̃(m) · Ḋi

(m) + S̃d
(m) · Ḣ(m) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.15)

式 (5.11)を考慮すれば，式 (5.15)の右辺第 4項の括弧内各項は各速度について線形であるから，不等式 (5.15)

が常に成立するためには

∂G

∂ θ̇
= 0 ,

∂G

∂
˙̃T(m)

= 0 ,
∂G

∂ B̃(m)

= 0 ,
∂G

∂ M̃(m)

= 0 ,
∂G

∂ Ḣ(m)
= 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.16)

でなければならない．したがってGの引数を

G = G ( θ , T̃(m) , H(m) ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.17)

のように制限できる．また，弾性ひずみ Ee
(m) は保存量であるため，応力速度

˙̃T(m) に依存しないとする．

式 (5.13)および式 (5.14)から，保存エントロピー Hc および異方性変数に共役な内力の保存部分 S̃c
(m) はそれ

ぞれ温度速度 θ̇と異方性変数の速度 Ḣ(m) に依存しないので，式 (5.15)の右辺第 1項，第 2項および第 3項の

各速度についても線形となり，次のような熱力学的関係式が得られる．

Hc = − ∂G
∂ θ

, Ee
(m) = −

∂G

∂ T̃(m)

, S̃c
(m) =

∂G
∂ H(m)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.18)

式 (5.17)および式 (5.18)より，保存エントロピー Hc，弾性ひずみ Ee
(m) および異方性変数に共役な内力の保

存部分 S̃c
(m) の引数も

Hc = Hc ( θ , T̃(m) , H(m) ) , Ee
(m) = Ee

(m) ( θ , T̃(m) , H(m) ) , S̃c
(m) = S̃c

(m) ( θ , T̃(m) , H(m) ) . . . . . . . . . . (5.19)

のように制限できる．

5.3 散逸部分の熱力学的制限

式 (5.16)および式 (5.18)を考慮して保存部分を取り除けば，式 (5.15)は次式のように散逸仕事率のみ残る．

Φ = −J−1Hdθ̇ + T(m) · Di
(m) − B(m) · Di

(m) + M(m) · Ḋi
(m) + Sd

(m) · Ḣ(m)

= −J−1Hdθ̇ + T̂(m) · Di
(m) + M(m) · Ḋi

(m) + Sd
(m) · Ḣ(m) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.20)

なお，不等式 (5.20)の両辺には J−1が乗じられている．また，T̂(m) ≡ T(m) − B(m) は有効応力である．このよ

うに，散逸関数を表す式に θ̇の項が残ることは，後述の 5.6節で熱・力学的整合性をもって硬化則の引数に温

度を導入するにあたり重要な役割をなす．
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5.4 速度形等方性弾性構成式

本節ではまず，変形誘起異方性を考慮しない等方性弾性構成式を導出する．そのため，H(m) = 0とし，H(m)

をGの引数には導入しない．変形誘起異方性を考慮した異方性弾性構成式の導出は次節にて行う．

弾性ひずみの構成式を式 (5.18)2から得るために，Gをその引数に対する基本不変量の多項式で表現すること

を考える．引数である T̃(m) は，2階の対称テンソルであるから，それに対する基本不変量は，Cayley-Hamilton

の定理 (80) より次の 3個となる．

IT1 ≡ tr T̃(m) , IT2 ≡ tr T̃2
(m) , IT3 ≡ tr T̃3

(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.21)

ここで，樹脂材料の引張試験の結果から，鉄鋼材料と同様に弾性変形は微小であり，塑性変形は有限であると

仮定する．したがって，弾性構成式は応力と弾性ひずみの関係が線形でなければならず，式 (5.21) において

IT3は不要となる．この結果，Gの引数は次のように不変量で置き換えることができる．

G = G ( θ , IT1 , IT2 ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.22)

式 (5.22)を式 (5.18)2に代入すれば

Ee
(m) = −

∂G
∂ IT1

∂ IT1

∂ T̃(m)

− ∂G
∂ IT2

∂ IT2

∂ T̃(m)

= a1 I + 2a2 T̃(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.23)

となる．ここで，係数 a1および a2は

a1 = a1 ( θ , IT1 , IT2 ) ≡ − ∂G
∂ IT1

a2 = a2 ( θ , IT1 , IT2 ) ≡ − ∂G
∂ IT2

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.24)

である．式 (5.24)から明らかなように，これら 2つの係数は不変量の関数であるから，構成式 (5.23)は線形

にならない．そこで，θ = θ0，T̃(m) = 0を基準状態とし，このとき弾性ひずみが零になるとして式 (5.24)を

この基準状態の近傍で展開すると次式のようになる．

a1 = a10 + a11 ( θ − θ0 ) + a12 tr T̃(m) + a13 tr T̃2
(m) + · · ·

a2 = a20 + a21 ( θ − θ0 ) + a22 tr T̃(m) + a23tr T̃2
(m) + · · ·

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.25)

ここで，a10および a20は定数である．式 (5.25)を式 (5.23)に代入したとき，この構成式における応力と弾性

ひずみの関係が線形となり，θ = θ0 かつ T̃(m) = 0のとき Ee
(m) = 0とならねばならないことを考慮すれば，

式 (5.25)中の各係数は

a10 = a13 = · · · = 0 , a21 = a22 = a23 = · · · = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.26)

のようになる．式 (5.26)を式 (5.25)に代入した結果を式 (5.23)に適用すれば，次式を得る．

Ee
(m) = a11 ( θ − θ0 ) I + a12 ( trT̃(m) ) I + 2a20 T̃(m)

= αh ( θ − θ0 ) I − λ

( 3λ + 2µ ) 2µ
( tr T̃(m) ) I +

1
2µ

T̃(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.27)

ここで，αhは熱膨張係数，λおよび µは Lamé定数である．
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さらに，T̃(m) = J T(m) を考慮すれば式 (5.27) は，まだ非線形であることがわかる．いま，式 (3.1) より

F = R∗ÛeF i であるから，Jacobianは

J = detF = det (R∗ÛeF i)

= detR∗ detÛe detF i ≈ detÛe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.28)

となる．ただし，detR∗ = 1を考慮しており，さらに非弾性変形中の体積変化はないものとして detF i ≈ 1と仮

定している．ところで，弾性変位を ue ≡ x(m) − x(M)，弾性変位こう配を He ≡ ∂ ue

∂ x(M)
とすると Ûeは

Ûe =
∂ x(m)

∂ x(M)
=
∂ (ue + x(M))

∂ x(M)
= He + I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.29)

と書けるので，微小弾性変形の仮定から ∥He∥≪ 1とすれば J≈ detÛe = det (He + I )≈ 1となる．したがっ

て，微小弾性変形の仮定から式 (5.27)を完全に線形化できる．すなわち，式 (5.27)における Kirchhoff応力を

Cauchy応力に置き換えることができ，

Ee
(m) = αh ( θ − θ0 ) I − λ

( 3λ + 2µ ) 2µ
( tr T(m) ) I +

1
2µ

T(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.30)

となる．ここで，上式 (5.30)中の λ/[( 3λ + 2µ ) 2µ] および 1/(2µ)を縦弾性係数 Eと Poisson比 νを用いてそ

れぞれ書き表すと次式のようになる．

λ

( 3λ + 2µ ) 2µ
=
ν

E
,

1
2µ
=

1 + ν

E
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.31)

上式 (5.31)を式 (5.30)に代入すれば，

Ee
(m) =

1 + ν

E
T(m) −

ν

E
( tr T(m) ) I + αh ( θ − θ0 ) I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.32)

となり，これは第 2中間配置における通常の熱弾性構成式である．

さらに，E，ν，αhが一般に温度依存性を示すことを考慮に入れて式 (5.32)を両辺物質時間微分し，指標表

示すると次式のようになる．

Ėe
(m) i j = De

(m) i j =

(
1 + ν

E
δik δ jl −

ν

E
δi j δkl

)
Ṫ(m) kl

+ θ̇

{
∂

∂ θ

(
1 + ν

E

)
δik δ jl −

∂

∂ θ

(
ν

E

)
δi j δkl

}
T(m) kl

+ θ̇

{
αh +

∂ αh

∂ θ
( θ − θ0 )

}
δi j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.33)

上式 (5.33)で右辺第 1項は通常の Hookeの法則であり，右辺第 2項，第 3項が温度依存性を表現している．

さて，式 (5.33)において応力速度と弾性変形速度の逆関係を求め，さらに現配置へ回転させることにより，

次のような Mandel-Kratochvil速度で表現された温度依存の速度形弾性構成式

▽
T = Ce : ( De − Λe θ̇ ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.34)

が得られる [補足 E.1]．ただし，

Ce
i jkl ≡ λ δi j δkl + 2µ δik δ jl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.35)

Λe
kl ≡

{
∂

∂ θ

(
1 + ν

E

)
δik δ jl −

∂

∂ θ

(
ν

E

)
δi j δkl

}
Ti j +

{
αh +

∂ αh

∂ θ
( θ − θ0 )

}
δkl . . . . . . . . . . . . . (5.36)
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である．また，弾性変形速度 Deの対称性を考慮すれば，式 (5.35)は次式のように書き換えられる (77)(81)．

Ce
i jkl ≡ λ δi j δkl + µ (δik δ jl + δil δ jk) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.37)

よって，Ceは次式のような性質をもつため，その成分は 21成分に制限される [補足 E.2]．

Ce
i jkl = Ce

jikl = Ce
i jlk = Ce

kli j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.38)

5.5 速度形異方性弾性構成式

非晶性ポリマにおける非弾性変形によって誘起される弾性異方性を構成式に導入すべく，Gibbs関数Gの引

数として式 (5.21)で表される T̃(m) の基本不変量に加え，4階のテンソル C(m) を用いて

IT4 ≡ T̃(m) i j C(m) i jkl T̃(m) kl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.39)

で定義される不変量を導入する．ここで，C(m) は 2 階の異方性変数テンソル H(m)(無次元) の関数である

( C(m) = C(m)(H(m)) )とする．また，式 (5.39)より明らかに C(m) i jkl = C(m) kli j という対称性をもつ．この結果，

Gの引数は次のようになる．

G = G ( θ , IT1 , IT2 , IT4 ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.40)

式 (5.40)を式 (5.18)2に代入すれば

Ee
(m) = −

∂G
∂ IT1

∂ IT1

∂ T̃(m)

− ∂G
∂ IT2

∂ IT2

∂ T̃(m)

− ∂G
∂ IT4

∂ IT4

∂ T̃(m)

= a1 I + 2a2 T̃(m) + 2a4 C(m) : T̃(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.41)

となる．ここで，係数 a1，a2および a4は

a1 = a1 ( θ , IT1 , IT2 , IT4 ) ≡ − ∂G
∂ IT1

a2 = a2 ( θ , IT1 , IT2 , IT4 ) ≡ − ∂G
∂ IT2

a4 = a4 ( θ , IT1 , IT2 , IT4 ) ≡ − ∂G
∂ IT4


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.42)

である．式 (5.25) と同様に，θ = θ0，T̃(m) = 0を基準状態とし，このとき弾性ひずみが零になるとして

式 (5.42)をこの基準状態の近傍で展開すると次式のようになる．

a1 = a10 + a11 ( θ − θ0 ) + a12 tr T̃(m) + a13 tr T̃2
(m) + a14 T̃(m) : C(m) : T̃(m) + · · ·

a2 = a20 + a21 ( θ − θ0 ) + a22 tr T̃(m) + a23tr T̃2
(m) + a24 T̃(m) : C(m) : T̃(m) + · · ·

a4 = a40 + a41 ( θ − θ0 ) + a42 tr T̃(m) + a43tr T̃2
(m) + a44 T̃(m) : C(m) : T̃(m) + · · ·


. . . . . . . . . . . . (5.43)

式 (5.43)を式 (5.41)に代入したとき，この構成式における応力と弾性ひずみの関係が線形となり，θ = θ0か

つ T̃(m) = 0のとき Ee
(m) = 0とならねばならないことを考慮すれば，式 (5.43)中の各係数は

a10 = a13 = a14 = · · · = 0 , a21 = a22 = a23 = a24 = · · · = 0 , a41 = a42 = a43 = a44 = · · · = 0 . . . . (5.44)



64 第 5章 構成式の導出と硬化則の引数

のようになる．式 (5.44)を式 (5.43)に代入した結果を式 (5.41)に適用し，微小弾性変形の仮定を用いて J≈ 1

とすれば，次式を得る．

Ee
(m) = a11 ( θ − θ0 ) I + a12 ( trT(m) ) I + 2a20 T(m) + 2a40 C(m) : T(m)

= αh ( θ − θ0 ) I − λ

( 3λ + 2µ ) 2µ
( tr T(m) ) I +

1
2µ

T(m) + 2χC(m) : T(m)

=
1 + ν

E
T(m) −

ν

E
( tr T(m) ) I + αh ( θ − θ0 ) I + 2χC(m) : T(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.45)

ここで，χは弾性異方性を表す項の係数 (応力の次元)である．いま，H(m) = 0のとき，式 (5.45)が前節で導

出した等方性弾性構成式 (5.32)に帰着し，かつ弾性ひずみの対称性を満たすように C(m) の具体的な関数形を

C(m) i jkl ≡ −
1
2

Ce−1
i jmn CA

(m) mnpqC
e−1
pqkl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.46)

CA
(m) mnpq ≡ δmp H(m) nq + H(m) mpδnq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.47)

と定義する [補足 E.3]．ただし，Ceは式 (5.35)で表される等方性弾性構成式における 4階の弾性係数テンソ

ル，δi j は Kroneckerのデルタである．式 (5.46)および式 (5.47)を式 (5.45)に代入すれば

Ee
(m) = Ce−1 : T(m) + αh ( θ − θ0 ) I − χCe−1 : CA

(m) : Ce−1 : T(m)

= (I (4) − χCe−1 : CA
(m)) : Ce−1 : T(m) + αh ( θ − θ0 ) I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.48)

が得られる．ここで，Ce−1
i jkl = [(1 + ν)/E] δikδ jl − (ν/E) δi jδkl という関係を用いており，I (4)は I (4)

i jkl ≡ δikδ jl で定

義される 4階の恒等テンソルである．

さらに，E，ν，αhおよび χが一般に温度依存性を示すことを考慮に入れて式 (5.48)を両辺物質時間微分し，

指標表示すると次式のようになる．

Ėe
(m) i j = De

(m) i j =
(
δimδ jn − χCe−1

i jpqCA
(m) pqmn

)
Ce−1

mnklṪ(m) kl − χCe−1
i jpqĊA

(m) pqmnC
e−1
mnklT(m) kl + Λ

eA
(m) i j θ̇ . . . . (5.49)

ここで，ΛeA
(m) は温度依存性を表す 2階のテンソルであり，次のように表される．

ΛeA
(m) i j = −

∂ χ∂ θCe−1
i jpq + χ

∂Ce−1
i jpq

∂ θ

CA
(m) pqmnC

e−1
mnklT(m) kl

+
(
δimδ jn − χCe−1

i jpqCA
(m) pqmn

) ∂Ce−1
mnkl

∂ θ
T(m) kl +

{
αh +

∂ αh

∂ θ
( θ − θ0 )

}
δi j . . . . . . . . . . . . (5.50)

式 (5.49)において応力速度と弾性変形速度の逆関係を求め，さらに現配置へ回転させることにより，次のよう

な異方性弾性構成式

▽
T = CeA : ( De − ΛeA θ̇ ) + χΓ : T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.51)

が得られる．ここで，

CeA≡Ce : A−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.52)

A≡ I (4) − χCe−1 : CA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.53)

Γ≡CeA : Ce−1 :
▽
CA : Ce−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.54)

である．また，任意の 4階のテンソル AのMandel-Kratochvil速度
▽
A は

▽
Ai jkl = R∗im R∗jn R∗kp R∗lq Ȧ(m) mnpq ,

▽
Ai jkl ≡ Ȧi jkl + Am jklW

∗
mi + AimklW

∗
m j + Ai jmlW

∗
mk+ Ai jkmW∗ml . . . (5.55)
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により定義される [補足 E.4]．したがって，
▽
CAは

▽
CA

i jkl = R∗im R∗jn R∗kp R∗lq ĊA
(m) mnpq

= R∗im R∗jn R∗kp R∗lq (δmp Ḣ(m) nq + Ḣ(m) mpδnq)

= δik
▽
H jl +

▽
Hik δ jl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.56)

となる．

異方性弾性構成式 (5.51)は，弾性異方性を表す項の係数 χが χ = 0であるとき，あるいは異方性変数テンソ

ル H が H = 0であるとき等方性弾性構成式 (5.34)に帰着する．

5.6 硬化則の引数の検討

通常の塑性論においては，式 (5.20)で表される散逸関数に，非可逆過程の進むべき方向を定めた最大散逸速

度の原理を適用することにより塑性構成式が決定される．しかしながら，本理論においては金属における結晶

塑性論と同様，式 (3.77)から Di が運動学的に決定されるので塑性構成式が不要である．

本節では，硬化則の引数について熱力学的に検討を行う．

式 (3.77)で表される運動学的関係式を第 2中間配置へと戻し，式 (5.20)に代入すれば，非弾性仕事率 Ψ̇ i は

次式のように表される．ただし，微小弾性変形の仮定から体積変化を無視し，J≈1とする．

Ψ̇ i = T̂(m) ·
∑
α

(
γ̇(α) P(α)

(m)S + ε̇
i(α)
m Q(α)

(m)

)
+ M(m) ·

∑
α

(
γ̈(α) P(α)

(m)S + ε̈
i(α)
m Q(α)

(m)

)
− Hdθ̇ + Sd

(m) · Ḣ(m) . . . . (5.57)

ここで，式 (5.57)における有効応力 T̂(m) を T̂(m) = T̂′(m) + σm I のようにその偏差部分 (偏差応力 T̂′(m))と等方

部分 (静水圧応力 σmI )へ分離することを考える．また，本研究では準静的な変形を考え，すべり面に垂直な

方向をもつ非弾性ひずみ速度 ε̇i(α)
m は急変しないとの仮定より ε̈i(α)

m ≈ 0とする．以上より，式 (5.57)は次式の

ようになる．

Ψ̇ i =
(
T̂′(m) + σm I

)
·
∑
α

(
γ̇(α) P(α)

(m)S + ε̇
i(α)
m Q(α)

(m)

)
+ M ′(m) ·

∑
α

γ̈(α) P(α)
(m)S − Hdθ̇ + Sd

(m) · Ḣ(m)

= T̂′(m) ·
∑
α

γ̇(α) P(α)
(m)S + σm I ·

∑
α

ε̇i(α)
m Q(α)

(m) + M ′(m) ·
∑
α

γ̈(α) P(α)
(m)S − Hdθ̇ + Sd

(m) · Ḣ(m) . . . . . . (5.58)

さらに式 (5.58)をすべり面上の量を用いて表現すれば次式が得られる．

Ψ̇ i =
∑
α

τ̂(α) γ̇(α) + 3
∑
α

σ(α)
m ε̇i(α)

m +
∑
α

κ(α) γ̈(α) − Hdθ̇ + Sd
(m) · Ḣ(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.59)

ただし，τ̂(α) ≡ T̂′(m) · P
(α)
(m)S は有効分解せん断応力であり，分解せん断応力 τ(α) および分解せん断背応力 τ(α)

b を

用いて τ̂(α) = τ(α) − τ(α)
b と表される．分解せん断応力 τ(α) および分解せん断背応力 τ(α)

b はそれぞれ

τ(α) = T · P(α)
S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.60)

τ(α)
b = B · P(α)

S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.61)

で得られるものとする．また，κ(α) ≡ M ′(m) · P
(α)
(m)S はすべり面上の M ′(m) の値である．なお，ポリマの後続再

硬化現象を再現するための背応力 Bの構成式としては，分子鎖網目理論に基づいて Arruda-Boyce(35) により

提案されたものが挙げられる [補足 E.5]．
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負荷過程のみを考慮して式 (5.59)を全微分形で書き改めれば次のようになる．

dΨ i =
∑
α

τ̂(α)dγ(α) + 3
∑
α

σ(α)
m dεi(α)

m +
∑
α

κ(α)dγ̇(α) − Hddθ + Sd
(m) · dH(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.62)

ここで，Gibbs関数の散逸部分Gd を

Gd ≡ Ψ i − 3
∑
α

σ(α)
m εi(α)

m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.63)

と定義し，これを用いて式 (5.62)を Legendre変換すると

dGd =
∑
α

τ̂(α)dγ(α) − 3
∑
α

εi(α)
m dσ(α)

m +
∑
α

κ(α)dγ̇(α) − Hddθ + Sd
(m) · dH(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.64)

となる．式 (5.64)より，Gibbs関数の散逸部分Gd の関数形は次式のように求められる．

Gd = Gd ( γ(α) , γ̇(α) , σ(α)
m , θ , H(m) ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.65)

同様に，式 (5.64)より，τ̂(α) =
∂Gd

∂ γ(α)
と表されることから，有効分解せん断応力 τ̂(α) の関数形も次式のように

得られる．

τ̂(α) = τ̂(α) ( γ(α) , γ̇(α) , σ(α)
m , θ , H(m) ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.66)

さらに式 (5.66)を非弾性せん断ひずみ速度 γ̇(α) について解けば，次式のようなひずみ速度依存形の硬化則が

得られる．

γ̇(α) = γ̇(α) ( τ̂(α) , γ(α) , σ(α)
m , θ , H(m) ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.67)

式 (5.66)および式 (5.67)より，硬化則の引数に温度 θならびに静水圧応力 σmが熱・力学的体系に整合する形

で導入されることが示された．

なお，村上 (27) によれば，M ′ は
▽
T′ で表されるので，κ(α) も τ̇(α) で表現できる．よって，κ(α) の硬化則は不

要となる．

5.7 弾粘塑性構成式

ここでは，得られた異方性弾性構成式 (5.51) へ運動学的関係式 (3.77) を代入し，弾粘塑性構成式を導出

する．

まず，弾性構成式 (5.51)を非弾性変形速度を用いて次のように書き換えておく．

▽
T = CeA : ( De − ΛeA θ̇ ) + χΓ : T

= CeA : ( D − Di − ΛeA θ̇ ) + χΓ : T

= CeA : ( D − ΛeA θ̇ ) − CeA : Di + χΓ : T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.68)

さらに第 3章で得られた非弾性変形速度 Di に関する運動学的関係式 (3.77)において，多くの実験事実からよ

く知られているように，ε̇i(α)
m ≪ γ̇(α) であることを考慮して ε̇i(α)

m を無視したものを式 (5.68)へ代入すれば次の

ような弾粘塑性構成式が得られる．

▽
T = CeA : ( D − ΛeA θ̇ ) − CeA :

∑
α

γ̇(α) P(α)
S

 + χΓ : T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.69)
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ただし，応力速度
▽
T は

▽
T ≡ Ṫ − W∗ T + T W∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.70)

にて定義されるMandel-Kratochvil速度であり，またスピンW∗ は式 (3.73)および式 (3.78)より

W∗ =W − Wi

=W −
∑
α

γ̇(α) P(α)
A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.71)

のように表される下部構造スピン (Substructureスピン)である．

5.8 結晶塑性論に基づく応力速度の導出

本節では，速度形弾粘塑性構成式を結晶塑性論に適する形で表現する．

まず，前節で得られた弾粘塑性構成式 (5.69)に対して Cauchy応力のMandel-Kratochvil速度
▽
T を Jaumann

速度
◦
T とそれ以外の部分に分解すると，次のように変形できる．

▽
T = Ṫ −W∗T + TW∗

= Ṫ − (W −Wi)T + T(W −Wi)

=
◦
T + (WiT − TWi) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.72)

ここで，
◦
T は次式で与えられる Jaumann速度であり，その共回転スピンは連続体スピンWである．

◦
T = Ṫ −WT + TW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.73)

また，式 (5.72)における右辺の第 2項，第 3項は，非弾性スピンが式 (3.78)のように非弾性せん断ひずみと

分子鎖基底を用いて表されることを考慮すれば次のように示される．

WiT − TWi =
∑
α

γ̇(α)β(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.74)

ただし，β(α) は次式で定義される．

β(α) ≡ P(α)
A T − TP(α)

A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.75)

式 (5.74)を式 (5.72)に用いると次式を得る．

▽
T =

◦
T +

∑
α

γ̇(α)β(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.76)

式 (5.76)を式 (5.69)に代入し，さらに非弾性せん断ひずみ速度 γ̇(α) の項を右辺にまとめると次式を得る．

◦
T = CeA : ( D − ΛeA θ̇ ) − CeA :

∑
α

γ̇(α) P(α)
S

 −∑
α

γ̇(α)β(α) + χΓ : T

= CeA : ( D − ΛeA θ̇ ) −
∑
α

γ̇(α)Ω(α) + χΓ : T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.77)

ただし，Ω(α) は次式で定義される．

Ω(α) ≡CeA : P(α)
S + β

(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.78)
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式 (5.77)は一見 Jaumann速度を共回転速度に選んだ構成式のように見えるが，非弾性せん断ひずみ速度 γ̇(α)

の項を右辺にまとめたために左辺が Jaumann速度形式となっただけであり，式 (5.77) は Mandel-Kratochvil

速度を共回転速度に選んだ式 (5.69)と等価なものである．以上のように，本理論の構成式は降伏関数を用いる

現象論的塑性論で与えられるような塑性構成式および塑性スピンの発展方程式を一切用いていない．本理論に

必要なものは式 (5.77)の弾粘塑性構成式と次章で示す硬化則 (非弾性応答則)のみであり，体系が非常に簡潔

である．

5.9 多絡み点モデルへの拡張

5.9.1 拡張 Taylorモデル

本理論を FEM解析へ適用する際は，ポリマ内部の初期等方性を仮定して各絡み点におけるすべり方位は乱

数を用いてランダムに与えることとする．また，図 2.4で表される 8鎖モデルの単位ブロックの大きさが解析

対象に比べ圧倒的に小さいことから，1物質点あたり多数のすべり方位を割り当てる金属に対する多結晶体の

解析スキームを用いるのが適当と考えられる．結晶塑性論において 1物質点に多数の結晶粒を埋め込む場合，

用いられるモデルとしては Taylorモデル (82) やセルフコンシステントモデル (83) が考えられるが，ここでは

単純な前者を用いた多結晶体の解析手法について簡単に説明した後に，本理論への適用方法を考えることに

する．

Taylorモデルは，各結晶粒中のひずみは全て等しいという仮定を設けているため，ひずみ一定モデルとも呼

ばれている．これは，多結晶体を引張った場合，どの結晶粒のひずみもほぼ同じという単純な考え方に基づい

ている．立方晶を前提に大ひずみ状態を解析する場合には，これはそれほど悪い近似ではないとされている．

一方，応力は結晶粒ごとに異なると考える．この Taylorモデルはひずみ速度非依存の剛塑性仮定における提

案であるが，Asaro-Needleman(68) は，これをひずみ速度依存の弾粘塑性形へと拡張している．まず，ひずみ

一定の仮定により，巨視的な変形速度を D，各結晶粒中の変形速度を D[k] とすると D = D[k] が成り立つ．こ

こで，( )[k] は第 k番目の結晶粒における量を表す．さらに，全ての結晶粒の体積が等しいと仮定すると巨視

的応力は単純に結晶粒数についての平均値で次式のように与えられる．

T̂ =
1
Ng

Ng∑
k=1

T[k] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.79)

ここで，Âは Aの結晶粒数についての平均値を表し，Ngは 1物質点あたりの結晶粒数である．また，Jaumann

の応力速度
◦

T̂ は次式で表される．

◦

T̂ = ˙̂T −WT̂ + T̂W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.80)

これは弾性の影響を含んでおり，また速度依存性を考慮しているという点から，拡張 Taylorモデルと呼ばれ

ることがある (78)．

本モデルに対し上述の拡張 Taylorモデルの考え方を導入するにあたり，次のように解釈する．すなわち，絡

み点を中心に 8鎖で構成される単位ブロックが結晶塑性論における結晶粒と対応しており，単位ブロックごと

のひずみが巨視的なひずみと等しいと仮定する．一方，絡み点ごとの応力値は異なると考える．このとき，絡

み点ごとの変形速度 D[k] は巨視的な変形速度 Dと等しく D[k] = Dとなる．また，式 (5.79)で結晶粒数とし

て用いた Ngは，本モデルでは 1物質点あたりの絡み点数に対応する．

以上のような考え方に基づけば，式 (5.79)および式 (5.80)で表される拡張 Taylorモデルの解析スキームを

そのまま利用することが可能となり，その際，式 (5.77)で表される弾粘塑性構成式は第 k絡み点における構成
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式として次式のように変更を受ける．
◦
T[k] = CeA : ( D − ΛeA[k] θ̇ ) −

∑
α

γ̇(α)[k] Ω(α)[k] + χΓ[k] : T[k] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.81)

ただし，CeAは各物質点において絡み点数について平均化された異方性弾性係数であるため，絡み点によらな

い量である．また，絡み点によって環境温度および変形誘起異方性の度合は変わらないと仮定し，θ̇および χ

についても絡み点によらない量としている．式 (5.81)を絡み点数 Ngについて平均化すれば，非晶質状態のポ

リマにおける巨視的構成式が次式のように得られる．

◦

T̂ = CeA : ( D − Λ̂eA θ̇ ) − 1
Ng

Ng∑
k=1

∑
α

γ̇(α)[k] Ω(α)[k] − χΓ[k] : T[k]

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.82)

ただし，

◦

T̂ =
1
Ng

Ng∑
k=1

◦
T[k] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.83)

Λ̂eA =
1
Ng

Ng∑
k=1

ΛeA[k] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.84)

である．

以上のように，各絡み点においてすべり方位をランダムに与え，かつ多結晶塑性論の解析スキームを利用し

た式 (5.82)を物質点ごとに用いることによってポリマ内部の非晶質状態を記述できる．拡張 Taylorモデルは

本来，金属の多結晶塑性論において 1物質点に多数の結晶粒を埋め込むためのモデルであるが，粒の相互作用

や粒界の影響が考慮されていないという点で，多結晶体のモデル化に適さない面もある．むしろ本研究で対象

とする非晶性ポリマのように，複数の分子鎖が互いに比較的弱く拘束し合う集合体を表現するのに適している

といえる．

なお，本研究では拡張 Taylorモデルを導入して各物質点に多数の絡み点をランダムな方位で与えた場合を

「多絡み点モデル」と呼ぶことにする．また，それに対し，拡張 Taylorモデルを導入せず各物質点に 1個ずつ

絡み点を配置し，さらにすべり系の初期方位を全ての物質点で一定として与えた場合を「単絡み点モデル」と

呼ぶことにする．

5.9.2 配向強度・配向方向パラメータ

次に，分子鎖の配向状態を可視化する方法について述べる．多絡み点モデルへ拡張した場合，1物質点に

多数のすべり方位が割り当てられるので，配向状態を表示するために全てのすべり方位を図中に描くと，煩

雑になってしまう．そこで，配向の強さを表す Θ と配向の方向を表す ϕ の 2つのパラメータを各物質点に

おいて求め，これらを用いて配向状態を表示する．1つの絡み点に配置されたすべり系の個数を Nsとすれ

ば，各物質点には Ns×Ng個のすべり系が存在することになる．各すべり系方位を表す一般角 ϕ(α)[k] の平均値∑
k

∑
α
ϕ(α)[k]/(NsNg)は配向方向パラメータ ϕとして扱うことができる．一方，配向強度 Θの計算には，標準偏

差を用いる．すべり系方位のばらつきを表す標準偏差 σは次式のように求められる．

σ =

√√√√∑
k

∑
α

(ϕ(α)[k] − ϕ)2

NsNg
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.85)

全てのすべり系が同じ方位をもつ場合は σ = 0となり，全てのすべり系が等方的に配置された場合は最大値

σ = σ0をとることから，配向強度 Θを

Θ≡1− σ

σ0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.86)
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Fig. 5.1 Determination of oriented direction parameter

と定義すれば，全てのすべり系が同じ方位をもつ場合は Θ = 1，等方的に配置された場合は Θ = 0となり，Θ

によって配向の強さを表すことができる．

ただし，すべり系方位の平均値 ϕの導出に注意が必要である．例えば，図 5.1のように 1物質点に 2つのす

べり系が割り当てられ (Ns×Ng = 2× 1 = 2)，すべり系 1の方位が ϕ(1) = 30◦，すべり系 2の方位が ϕ(2) = 160◦

である場合を例にとって考える．上記の手法に従って配向強度および配向方向を求めると，Θ = −0.44，

ϕ = 95◦ となり，配向強度の値が負となってしまう．これは，図 5.1(b)のように平均的な方向を決めるべきと

ころを，図 5.1(a)のように決めてしまったことが原因である．すなわち，単純に一般角 ϕ(α) の平均値をとった

だけではすべり系の平均的な方向を求めることができない．そこで，すべり系はその方位を 180◦ 反転させて

も等価であることから，図 5.1(b)のようにすべり系 2の方位を ϕ(2) = −20◦ と反転させ，同様に上記の手法に

従って配向強度および配向方向を求めると，Θ = 0.44，ϕ = 5◦ となる．このように，すべり系の方向の一般角

ϕ(α) が大きいものから順に 180◦ 反転させて Θおよび ϕを Ns×Ng通り求め，Θが最大となった場合，そのと

きの Θおよび ϕを配向強度パラメータおよび配向方向パラメータとして採用することにする．以上のアルゴ

リズムをまとめると以下のようになる．

(1) 全てのすべり系 (Ns×Ng個)を仮想的に等間隔に配置し，式 (5.85)に従って，全てのすべり系が等方的

に配置された場合の標準偏差 σ0を導出．

(2) 実際のすべり系方位に対して，平均方向 ϕ =
∑
k

∑
α
ϕ(α)[k]/(NsNg)および標準偏差 σを導出．

(3) 式 (5.86)により Θを導出．

(4) 全すべり系 (Ns×Ng 個) のうち，方位の一般角 ϕ(α)[k] が最大のものを 180◦ 反転させ，一般角を

ϕ(α)[k] − 180◦ に再設定．

(5) (2)～(4)を Ns×Ng回繰り返す．

(6) 上記の方法により Ns×Ng通り計算した Θのうち，最大のものを配向強度パラメータとして，また，そ

のときの ϕを配向方向パラメータとして最終的に決定．

このように各物質点において配向強度および配向方向パラメータを導出し，ポリマ内部の配向状態の表現に

用いる [補足 E.6]．
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Fig. 5.2 Determination of anisotropy parameter

5.10 異方性変数テンソルの定義

本節では，5.5節で導出した異方性弾性構成式 (5.51)における異方性変数テンソル H を，分子鎖すべり系方

位のばらつきから定義する．各物質点における分子鎖すべり系の方位を図 5.2(a)のように考え，各すべり系方

位を表す角を ϕ(α)[k] とすれば，前節で求めた各分子鎖基底の配向方向 ϕおよびその垂直方向への射影の平均値

σ1，σ2はそれぞれ次式により算出される．

σ1 =
1

NsNg

Ng∑
k=1

Ns∑
α=1

∣∣∣ cos(ϕ(α)[k] − ϕ)
∣∣∣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.87)

σ2 =
1

NsNg

Ng∑
k=1

Ns∑
α=1

∣∣∣ sin(ϕ(α)[k] − ϕ)
∣∣∣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.88)

また，すべり系が図 5.2(b)に示すように等方的に配置されている場合，射影の平均値は配向方向およびその垂

直方向のいずれにおいても等しく，σ0として次式から得られる．

σ0 =
1
π

∫ π

0
| cosϕ | dϕ = 2

π
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.89)

すべり系の配向方向が x′1軸に一致するような x′i 系で測った異方性変数テンソル H の成分を行列表示すれば，

対角行列となるので，それを [Hd] とおいて次式のように定義する．

[Hd] ≡


σ1

σ0
− 1 0 0

0
σ2

σ0
− 1 0

0 0 0


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.90)

分子鎖配向が等方的であれば σ1 および σ2 は σ0 と等しくなり，[Hd] = [0] となる．基準座標系 xi で記述し

た [H] を対角化するための直交行列 [R] は，2次元モデルの場合，

[R] =


cosϕ sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.91)
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と表されるので，xi 系における [H] は次式で与えられる．

[H] = [R]T [Hd] [ R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.92)

このように定義した異方性変数テンソル H は対称性を有する．
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自由体積変化に基づく非弾性応答則
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本章では，Hasan-Boyce(64) によって提案された自由体積変化に基づく非弾性応答則を紹介し，これを本理

論へ適用することによってポリマの微視的な情報と塑性変形の素過程を関係づけるとともに，降伏前の非線

形粘弾性応答ならびに降伏後のひずみ軟化を再現可能なモデルを構築する．その際，この非弾性応答則には

Pan-Rice硬化則 (72) におけるひずみ速度感度指数にあたるものが導入されていないため，これを新たに導入

し，ひずみ速度依存性の強さを制御できるよう変更する．

なお，6.1節は Hasan-Boyceモデルの紹介であり，6.2節では Argonモデルと Hasan-Boyceモデルの関連

づけを本研究において独自に行う．また，6.3節は Hasan-Boyceによる非弾性応答則の定式化であるが，結

晶塑性論の体系に適合するよう若干修正を加えるほか，新たにひずみ速度感度指数を導入する．さらに，6.4

節～6.6節では本非弾性応答則を採用して数値解析を行うにあたり必要となる積分計算などを本研究で独自に

行う．

6.1 自由体積変化に基づく非弾性変形モデル

ここでは，ポリマの力学的特性の中で特に降伏前の非線形粘弾性応答および降伏後のひずみ軟化を再現する

ために提案された自由体積変化に基づく非弾性応答則について説明する．

一般にポリマは，分子鎖によって占められている部分と分子鎖間に存在する空隙とからなり，前者は占有体

積，後者は自由体積と呼ばれている．Hasanら (62) は，ポリメタクリル酸メチル (PMMA) に対する陽電子消

滅寿命測定法 (Position Annihilation Lifetime Spectroscopy)を用いた実験により，この自由体積の大きさが降

伏後のひずみ軟化に伴って急激に増大することを見出している．すなわち，降伏後のひずみ軟化は，非弾性変

形に伴う材料内部での自由体積の増加が原因となっており，自由体積密度の高い領域において分子鎖の引き抜

きなど構造緩和が進み，分子鎖セグメントの回転など，局所的なせん断変形が生じているものと考えられる．

このような考え方に基づき，Hasanらは，自由体積の数密度 Dの塑性せん断ひずみに対する発展式を次のよ

うに表している．

∂D
∂ γp

= − D − D∞
tp

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.1)

ここで，D∞ は自由体積の数密度の平衡値，tp は自由体積の進展に関する特性無次元時間であり，定数とし

て与えられる．また Hasanらは，微視的降伏機構としては第 2章において詳述した Argonモデルを採用し，

式 (2.3)における参照ひずみ速度 γ̇0を新たに自由体積の数密度を用いて表現することにより，自由体積変化を

考慮した次式のような粘塑性応答則を提案している．

γ̇p = γ0 ϱD

−∆G0

kB θ

1−
(
τ

s0

) 5
6


 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.2)

ここで，γ0は 1回のエネルギー障壁乗り越えにより起こるせん断ひずみの体積積分値，ϱは変形に対するエネ

ルギー障壁を乗り越えようとする単位時間あたりの試行回数および ∆G0は活性化エネルギーの参照値であり，

これらは定数で与えられる．式 (6.1)および式 (6.2)を用いた数値解析の結果，降伏後のひずみ軟化応答をある

程度再現できることが確認されている．しかしながら，本来粘性を含むために非線形となる粘弾性応答を線形

近似しているため，弾性から非弾性流れへの緩やかな遷移を再現できないこと (図 1.10参照)，ならびに非弾

性変形を自由体積の数密度という 1つの内部変数のみを用いて特徴づけるには限界があることが同時に指摘さ

れている．

そこで Hasan-Boyce(64) は，降伏前の粘弾性挙動まで再現可能な新たな非弾性応答則を次のような考え方に

基づき定式化している．すなわち，ポリマの内部状態は非常に不均一な性質をもっており，この状態を表現す

るため，局所自由体積の分布と活性化エネルギー分布とを関連づけて考えれば，非晶性ポリマにおける非弾性
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変形の微視的メカニズムが図 6.1のような模式図を用いて説明できる．すなわち，非晶性ポリマの内部には局

所せん断変形が可能な自由体積率の高い領域 (図 6.1における白円)が散在しており [図 6.1(a)]，変形の初期に

おいてはそのような低活性化エネルギー状態の領域でのみせん断変形が生じ，応力–ひずみ線図は線形性を示

す．一方，せん断変形による弾性ひずみエネルギーがその周囲に貯蔵され (図 6.1における黒点)，後続変形に

必要となる活性化エネルギーを増大させるために変形に対する抵抗として作用することになる [同図 (b)]．上

記 (a)～(b)の過程においては，変形を受けて延伸された分子鎖が自由体積に流れ込んでくる．そのため，変形

可能な高自由体積領域は急激に減少し，低自由体積領域，すなわち高活性化エネルギー領域でしか変形できな

くなり，非線形粘弾性挙動が発現する [同図 (c)]．さらに変形が進むと，弾性ひずみエネルギーを蓄えること

のできる領域は使い尽くされ，もはや材料内にそれ以上のエネルギーを貯蔵することは困難となる．そこで，

それ以上のエネルギーを貯えるための新たな高自由体積領域が形成され [同図 (d)]，この領域において分子鎖

セグメントの回転などの永久変形が生じるために巨視的な降伏が起こる．さらに，この低活性化エネルギー領

域が増大することにより [同図 (e)]，材料内部の構造緩和が進み，巨視的なひずみ軟化が発生することになる．

Hasan-Boyceは，以上のような考えに基づき，微視的降伏機構を特定しない Eylingの反応速度論 (65) にお

ける活性化エネルギーに対して，その確率密度関数を導入することにより，局所せん断変形が可能な領域の分

布を表している．さらに，その集積として非弾性ひずみ速度を計算する方法を提案している (次節以降を参照

のこと)．その際，局所自由体積の分布あるいは局所貯蔵ひずみエネルギーの分布を表す 3つの内部変数を用

いており，シミュレーションの結果，図 1.10に示すように非単調負荷状態における非線形粘弾性応答および

降伏後のひずみ軟化を高精度に再現できることが確認されている．なお，Hasanら (62) による陽電子消滅寿命

測定法 (PALS)を用いた実験から，実際の自由体積の大きさは降伏前には変化せず，降伏後に急激に増大する

ことが観測されているが，Hasan-Boyce(64) は降伏前の非線形粘弾性応答を自由体積の挙動に関連づけて説明

するため，自由体積は降伏前に減少し，降伏後に増加するという上記のようなモデルを提案している．

Fig. 6.1 Evolution of shear deformation sites with increase of strain
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6.2 自由体積と分子鎖のキンク回転との関係

前節のような Hasan-Boyceによって提案された活性化エネルギーの考えに基づく非弾性変形応答を，Argon

による非晶性ポリマの塑性変形の微視的メカニズムに結びつけて解釈すれば，次のようになる．非晶性ポリマ

の内部には自由体積率の高い領域，すなわち分子鎖が希薄で局所せん断変形が可能な領域が散在しており，変

形の初期においてはこのような高自由体積 (低活性化エネルギー)領域のみが急激に減少することにより非線

形粘弾性挙動が発現する．その後，変形が進み周囲の母材領域に貯蔵される弾性ひずみエネルギーがあるしき

い値を越えると，それ以上のエネルギーを蓄えるための新たな高自由体積領域が形成され，巨視的な降伏が現

れる．また，降伏後は高自由体積領域が増大するため，分子鎖の絡み合いの解けなどが生じることによってひ

ずみ軟化挙動を示すようになる．本研究では，図 6.2に示すように，この新たに形成された高自由体積領域に

おいて周囲の分子鎖の引き抜きなど構造緩和が進み，1本の分子鎖におけるキンク回転による応力方向への配

向が生じるためのポテンシャル障壁が低くなってせん断変形が生じやすくなるものと考え，Argonモデルと

Hasan-Boyceモデルを結びつけている．このように考えることで，これら 2つのモデルを 1つの論理体系の中

で同時に使用することを整合させている．以上の概念を活性化エネルギーの分布を用いて定式化した次節で示

すような硬化則を採用する．

6.3 非弾性応答則の定式化

微視的降伏機構を特定しない Eyling の反応速度論へ活性化エネルギーの確率分布を導入した

Hasan-Boyce(64) による非弾性応答則を第 2 章および第 3 章で述べた非晶性ポリマに対する結晶塑性論的

分子鎖塑性モデルへ適用すれば，非弾性せん断ひずみ速度 γ̇(α) は次式のように表される．

Fig. 6.2 Schematic representation of relationship between local free volume and

rotation of kink in molecular chain
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γ̇(α) = γ̇r sgn(τ̂(α))
∫ ∞

0
φ(α)(∆F0)

[
exp

(
−∆F0{1− |τ̂(α)/τ0|1/u}1/v

kB θ

)

− exp

(
−∆F0{1+ |τ̂(α)/τ0|1/u}1/v + S(α)

kB θ

)]
d∆F0 . . . . . . . . . . . . . . . (6.3)

ここで，γ̇r は参照ひずみ速度，kBは Boltzmann定数，∆F0は活性化エネルギー，S(α) は局所貯蔵ひずみエネ

ルギー，τ̂(α) は有効分解せん断応力，τ0は参照応力に相当する限界強度，uおよび vは材料依存のパラメータ

であり，Argonの硬化則や Pan-Rice形硬化則 (72) と比較すれば，これらはひずみ速度感度指数としての役割

をもつと予想される．Hasan-Boyceは u = v = 1として定式化しているが，本研究ではひずみ速度依存性の強

さを制御するため，これらを変数のまま式 (6.3)に導入している．また，φ(α)(∆F0)は図 6.3に示すような活性

化エネルギーの確率密度関数であり，次式で与えられる．

φ(α)(∆F0) =



1

2A(α)
1

exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
sin

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
(
a(α) ≤ ∆F0 ≤ a(α) +

3πα(α)

4

)
1

2A(α)
2

exp

(
− ∆F0 − a′(α)

α(α)

)
sin

(
∆F0 − a′(α)

α(α)

)
(
a(α) +

3πα(α)

4
≤ ∆F0 ≤ a(α) +

3πα(α)

2

)
0 (otherwise)



. . . . . . . . . . . . (6.4)

ここで，a(α) および α(α) はそれぞれ活性化エネルギー ∆F0の確率分布の最小値および標準偏差を表し，A(α)
1 ，

A(α)
2 および a′(α) はそれぞれ次のように表される．

A(α)
1 =

α(α)

2

[
1 +

√
2 exp

{
3π
4

}]
= eπ A(α)

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.5)

P
ro

b
ab

il
it

y
 d

en
si

ty
 f

u
n
ct

io
n

Activation energy

a
a+(1.5      )ap

Fig. 6.3 Probability density function with respect to activation energy
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a′(α) = a(α) +
πα(α)

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.6)

式 (6.4)における φ(α)(∆F0)および図 6.3は，ある活性化エネルギーをもつ局所的な部分の体積率を表してい

る．すなわち，式 (6.4)を 0 ≤ ∆F0 < ∞の範囲で ∆F0 について積分して図 6.3の曲線と横軸で囲まれた面積

を求めると 1となる．この φ(α)(∆F0)に，図 6.4に示した局所せん断変形が起こる確率 exp[−∆F0/(kB θ)] を乗

ずることで，ある活性化エネルギーの値に対して，実際に変形が起こる部分の体積率を求めることができる．

すなわち，これが次式 (6.7)および図 6.5に示す確率分布関数 Ξ(α)(∆F0, θ)である．

Ξ(α)(∆F0, θ) = φ(α)(∆F0) exp

{
− ∆F0

kB θ

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.7)

確率分布関数 Ξ(α)(∆F0, θ)を 0 ≤ ∆F0 < ∞の範囲で ∆F0について積分すると，局所せん断変形を起こす体積

率 (局所せん断変形を起こす期待値)を求めることができる．すなわち，図 6.5の曲線と横軸で囲まれた面積∫ ∞
0 Ξ(α)(∆F0, θ) d∆F0の増減は，Hasan-Boyceモデルにおける高自由体積領域の増減と一致しているといえる

ため，本研究では
∫ ∞

0 Ξ(α)(∆F0, θ) d∆F0の値を「自由体積率」と呼ぶことにする．

また，式 (6.3) および式 (6.4) における 3つの内部変数 a(α)，α(α) ならびに S(α) の発展式はそれぞれ次の

式 (6.8)～(6.10)にて与えられる (64)[補足 F.1]．

ȧ(α) = − (a(α) − aeq) exp [−ζ exp(−ζγa)]
∑
β

ϖ(β) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.8)

α̇(α) = − (α(α) − αeq)
∑
β

ϖ(β) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.9)

Ṡ(α) = β1[1 + β2 exp(−β3 γa)] τ̂a

∑
β

|γ̇(β)| − S(α)
∑
β

ϖ(β) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.10)

ここで，aeqおよび αeqはそれぞれ a(α)および α(α)の平衡値，ζ，β1，β2，β3は材料定数，γa =
∑
α
γ(α)，̂τa =

∑
α
τ̂(α)

であり，ϖ(α) は頻度因子 ϖ0を用いて次のように表される．

ϖ(α) = ϖ0

∫ ∞

0
φ(α)(∆F0)

∣∣∣∣∣∣ exp

(
−∆F0{1− |τ̂(α)/τ0|1/u}1/v

kB θ

)

− exp

(
−∆F0{1+ |τ̂(α)/τ0|1/u}1/v + S(α)

kB θ

)∣∣∣∣∣∣ d∆F0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.11)

Fig. 6.4 Probability of local shear deformation with respect to activation energy
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式 (6.3)と式 (6.11)を比較すれば，次の関係が得られる．

ϖ(α) =
ϖ0

γ̇r
|γ̇(α)| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.12)

本硬化則では，通常の結晶塑性論における流れ応力に相当する τ0の発展式は存在せず，τ0の値は変化しない．

その代わりに，発展式 (6.8)～(6.10)により 3つの内部変数 a(α)，α(α) および S(α) が変化することで粘弾性応答

およびひずみ軟化現象が再現される．また，式 (6.8)～(6.10)においては，|γ̇(β)|あるいは ϖ(β) を各すべり系に

ついて合計した値として導入している．いま，式 (6.8)～(6.10) を従来の金属の結晶塑性論における流れ応力

g(α) の発展式

ġ(α) =
∑
β

h(αβ) |γ̇(β)| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.13)

と比較すると，本モデルでは，すべり系間の相互作用を表す硬化係数行列 h(αβ) における対角成分 (自己硬化)

と非対角成分 (潜在硬化)の値を等しくおいていることがわかる．これは，ポリマにおいては主すべり系の活

動ではもちろん，2次すべり系の活動によっても自由体積が生じるので，いずれか一方が活動すれば，活性化

エネルギーは減少すると考えられるからである．

次に，内部変数 a(α)および α(α)がどのように確率分布関数 Ξ(α)(∆F0, θ)に関与するかについて述べる．図 6.6

に示すように，内部変数の発展式 (6.8)および式 (6.9)により，変形とともにまず α(α) が増加し，少し遅れて
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Fig. 6.6 Evolution of internal variables of probability density function with

increase of true strain

a(α) が減少し始めている．変数 α(α) は，図 6.3における活性化エネルギー分布の標準偏差であるから，その増

加は図 6.3の分布のばらつきをより大きくする働きをもつ．関数 φ(α)(∆F0)の積分値は常に 1となるはずであ

るが，確率分布関数 Ξ(α)(∆F0, θ)には局所せん断変形が起こる確率が乗じてあるため，α(α) が増加し φ(α)(∆F0)

の分布がばらつくと，Ξ(α)(∆F0, θ)の積分値は減少していくことになる (図 6.5の 0～5%ひずみ)．すなわち，

高自由体積領域が減少し，ついにはほぼ零に等しくなる．これが弾性変形から降伏へ向かう過程を表現してい

る．一方，a(α) は図 6.3における活性化エネルギー (横軸)の最小値を表すことから，a(α) の減少は図 6.3の分

布を左に平行移動させる働きがある．分布の移動によって φ(α)(∆F0)の分布形状は変わらないが，局所せん断

変形の起こる確率がより高くなるため，Ξ(α)(∆F0, θ)の積分値は増加する．すなわち，高自由体積領域が再び

形成され増加することになる．これが初期降伏からひずみ軟化へ向かう過程を表現している (図 6.5の 10～

35%ひずみ)．以上のように，α(α) の進展は降伏前の自由体積の減少を意味し，非線形粘弾性変形を支配して

いる．一方，a(α) の進展は初期降伏および降伏後の新たな高自由体積領域の形成ならびに増加を意味し，降伏

とひずみ軟化を支配している．この α(α) および a(α) の進展を組み合わせることにより変形に伴う活性化エネ

ルギー分布の変化，すなわち局所自由体積の増減・分布形状の変化を表現できる．

一方，式 (6.10)で表される S(α) の進展は変形による局所貯蔵ひずみエネルギーの増減および除荷時のエネ

ルギー散逸による非弾性的なひずみ回復現象を表している．

以上のような式 (6.3)～(6.11)で表される非弾性応答則を，第 2章および第 3章で述べた非晶性ポリマに対

する結晶塑性論的分子鎖塑性モデルへ適用することにより，ポリマの微視的内部情報と塑性変形の素過程とが

関係づけられ，微視的情報に基づく非晶性ポリマに対する新たな塑性論を構築することが可能となる．
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6.4 非弾性応答則における積分計算

非弾性せん断ひずみ速度を求める式 (6.3)には ∆F0に関する積分が含まれているため，そのままの形では解

析コードに適用しづらい．そこで，積分記号を部分積分法によって外す作業を行う．

式 (6.3)右辺積分記号内第 1項は次式のようになる．∫ ∞

0
φ(α)(∆F0) exp

(
−∆F0{1− |τ̂(α)/τ0|1/u}1/v

kB θ

)
d∆F0

=
1

2A(α)
1

∫ a(α)+(3πα(α))/4

a(α)
exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
exp

(
−∆F0{1− |τ̂(α)/τ0|1/u}1/v

kB θ

)
sin

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
d∆F0

+
1

2A(α)
2

∫ a(α)+(3πα(α))/2

a(α)+(3πα(α))/4
exp

(
−∆F0 − a′(α)

α(α)

)
exp

(
−∆F0{1− |τ̂(α)/τ0|1/u}1/v

kB θ

)
sin

(
∆F0 − a′(α)

α(α)

)
d∆F0

=
I (α)
1

2A(α)
1

+
I (α)
2

2A(α)
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.14)

ただし，以下のようにおいた．

I (α)
1 ≡

∫ a(α)+(3πα(α))/4

a(α)
exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
exp

(
−∆F0{1− |τ̂(α)/τ0|1/u}1/v

kB θ

)
sin

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
d∆F0 . . . . . . (6.15)

I (α)
2 ≡

∫ a(α)+(3πα(α))/2

a(α)+(3πα(α))/4
exp

(
−∆F0 − a′(α)

α(α)

)
exp

(
−∆F0{1− |τ̂(α)/τ0|1/u}1/v

kB θ

)
sin

(
∆F0 − a′(α)

α(α)

)
d∆F0 . . . . (6.16)

次に，{1− |τ̂(α)/τ0|1/u}1/v ≡ l(α)
1 とおいて，I (α)

1 および I (α)
2 を部分積分法によって求める．まず I (α)

1 において，

I (α)
1 =

exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
exp

−∆F0l(α)
1

kB θ

 (−α(α)
)
cos

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)a(α)+(3πα(α))/4

a(α)

−
∫ a(α)+(3πα(α))/4

a(α)

 1
α(α)
−

l(α)
1

kB θ

 exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
exp

−∆F0l(α)
1

kB θ

 (−α(α)
)
cos

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
d∆F0

= − α(α)

exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
exp

−∆F0l(α)
1

kB θ

 cos

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)a(α)+(3πα(α))/4

a(α)

+

1− l(α)
1 α(α)

kB θ

 exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
exp

−∆F0l(α)
1

kB θ

α(α) sin

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)a(α)+(3πα(α))/4

a(α)

−
1− l(α)

1 α(α)

kB θ

2

I (α)
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.17)

式 (6.17)右辺の I (α)
1 の項を左辺へ移項し，整理すると

I (α)
1 =

α(α)

1+
[
1− l(α)

1 α(α)/(kB θ)
]2

[
1
√

2

2− l(α)
1 α(α)

kB θ

 exp

(
3π
4

)
exp

−{a(α) + (3πα(α))/4}l(α)
1

kB θ


+ exp

−a(α)l(α)
1

kB θ

] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.18)

同様に I (α)
2 についても計算すると
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I (α)
2 =

α(α)

1+
[
1+ l(α)

1 α(α)/(kB θ)
]2

[
1
√

2

2+ l(α)
1 α(α)

kB θ

 exp
(
−π

4

)
exp

−{a(α) + (3πα(α))/4}l(α)
1

kB θ


+ exp(−π) exp

−{a(α) + (3πα(α))/2}l(α)
1

kB θ

] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.19)

式 (6.3)右辺積分記号内第 2項についても，第 1項と同様に，∫ ∞

0
φ(α)(∆F0) exp

(
−∆F0{1+ |τ̂(α)/τ0|1/u}1/v + S(α)

kB θ

)
d∆F0

=
I (α)
3

2A(α)
1

+
I (α)
4

2A(α)
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.20)

次に，{1+ |τ̂(α)/τ0|1/u}1/v ≡ l(α)
2 とおいて I (α)

3 および I (α)
4 を計算すると，

I (α)
3 =

α(α)

1+
[
1− l(α)

2 α(α)/(kB θ)
]2

[
1
√

2

2− l(α)
2 α(α)

kB θ

 exp

(
3π
4

)
exp

−{a(α) + (3πα(α))/4}l(α)
2 + S(α)

kB θ


+ exp

−a(α)l(α)
2 + S(α)

kB θ

] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.21)

I (α)
4 =

α(α)

1+
[
1+ l(α)

2 α(α)/(kB θ)
]2

[
1
√

2

2+ l(α)
2 α(α)

kB θ

 exp
(
−π

4

)
exp

−{a(α) + (3πα(α))/4}l(α)
2 + S(α)

kB θ


+ exp(−π) exp

−{a(α) + (3πα(α))/2}l(α)
2 + S(α)

kB θ

] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.22)

以上より，式 (6.3)は次式のように表される．

γ̇(α) = γ̇r sgn(τ̂(α))

 I (α)
1

2A(α)
1

+
I (α)
2

2A(α)
2

−
I (α)
3

2A(α)
1

−
I (α)
4

2A(α)
2

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.23)

6.5 速度形構成式の時間積分 (接線係数法)

弾粘塑性構成式 (5.77)を仮想仕事率の原理式 (4.31)に導入することにより有限要素剛性方程式が導出され

るが，その前に非弾性せん断ひずみ速度のもつ強い非線形性を軽減するために接線係数法 (84) による補間を行

う．なお，本節では Hasan-Boyceによる非弾性応答則についてのみ行う．Argon硬化則を用いる場合につい

ては，補足 F.2を参照されたい．また，背応力 Bの速度の導出が非常に煩雑であることから，背応力を導入し

た解析においては接線係数法は適用しない．それに伴い，本節では，有効分解せん断応力 τ̂(α) を分解せん断応

力 τ(α) に置き換えて式展開を行う．

時刻 tと t + ∆t間の非弾性せん断ひずみの増分 ∆γ(α) を次式のように定める．

∆γ(α) = γ(α)(t + ∆t) − γ(α)(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.24)

ここで，∆tは時間増分を示す．式 (6.24)を ∆t間の線形補間を用いて次のように近似する (84)．

∆γ(α) = ∆t [(1 − ϑ)γ̇(α)(t) + ϑγ̇(α)(t + ∆t)] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.25)
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ここで，ϑは 0 ≤ ϑ ≤ 1の係数であり，ϑ = 0のとき Euler法，ϑ = 1/2のとき Crank-Nickolson法，ϑ = 1の

とき完全に陰的な積分法になる．時刻 t + ∆t における非弾性せん断ひずみ速度 γ̇(α)(t + ∆t)を時刻 t において

Taylor展開すると

γ̇(α)(t + ∆t) = γ̇(α)(t) +

(
∂ γ̇(α)

∂ τ(α)

)
t

∆τ(α) +

(
∂ γ̇(α)

∂a(α)

)
t

∆a(α) +

(
∂ γ̇(α)

∂ α(α)

)
t

∆α(α) +

(
∂ γ̇(α)

∂S(α)

)
t

∆S(α) . . . . . . . . . . (6.26)

となる．式 (6.26)を式 (6.25)に導入することにより

∆γ(α) = ∆t γ̇(α)(t) + ∆t ϑ

[(
∂ γ̇(α)

∂ τ(α)

)
t

∆τ(α) +

(
∂ γ̇(α)

∂a(α)

)
t

∆a(α) +

(
∂ γ̇(α)

∂ α(α)

)
t

∆α(α) +

(
∂ γ̇(α)

∂S(α)

)
t

∆S(α)

]
. . . . . . . (6.27)

ここで，∆τ(α) = τ̇(α)∆t，∆a(α) = ȧ(α)∆t，∆α(α) = α̇(α)∆tおよび ∆S(α) = Ṡ(α)∆tという関係を用いれば以下のよう

に表せる．

∆γ(α) = ∆t γ̇(α)(t) + ∆t ϑ

[(
∂ γ̇(α)

∂ τ(α)

)
t

τ̇(α)∆t +

(
∂ γ̇(α)

∂a(α)

)
t

ȧ(α)∆t +

(
∂ γ̇(α)

∂ α(α)

)
t

α̇(α)∆t +

(
∂ γ̇(α)

∂S(α)

)
t

Ṡ(α)∆t

]
. . . . (6.28)

ここで，τ(α) = T · P(α)
S の両辺を物質時間微分 [補足 F.3] して，弾粘塑性構成式 (5.69)を代入すると

τ̇(α) =

 ▽T −∑
β,α

γ̇(β)β(β)

 · P(α)
S

=
(
CeA : D − CeA : Di + χΓ : T

)
· P(α)

S −
∑
β,α

γ̇(β)β(β)

 · P(α)
S

= Y(α) ·
D −

∑
β

γ̇(β) P(β)
S

 + (χΓ : T) · P(α)
S −

∑
β,α

γ̇(β)β(β)

 · P(α)
S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.29)

ただし，Y(α) ≡ CeA : P(α)
S ，Di =

∑
β
γ̇(β) P(β)

S であり，環境温度を一定として Λ
eA θ̇の項は無視している．また，

式 (6.12)を内部変数の発展式 (6.8)～(6.10)に代入すると，

ȧ(α) = −(a(α) − aeq) exp[−ζ exp(−ζγa)]
ϖ0

γ̇r

∑
β

|γ̇(β)| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.30)

α̇(α) = −(α(α) − αeq)
ϖ0

γ̇r

∑
β

|γ̇(β)| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.31)

Ṡ(α) =

{
β1[1 + β2 exp(−β3γa)]τa − S(α)ϖ0

γ̇r

}∑
β

|γ̇(β)| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.32)

となる．ただし，τa ≡
∑
α
τ(α) である．さらに，式 (6.29)～(6.32)を式 (6.28)に代入すれば以下のような式が

得られる．

∆γ(α) = ∆t γ̇(α)(t) + ∆t ϑ

[(
∂ γ̇(α)

∂ τ(α)

)
t

Y(α) ·
D −

∑
β

γ̇(β) P(β)
S

 + (χΓ : T) · P(α)
S −

∑
β,α

γ̇(β)β(β)

 · P(α)
S

∆t

−
(
∂ γ̇(α)

∂a(α)

)
t

(a(α) − aeq) exp[−ζ exp(−ζγa)]
ϖ0

γ̇r

∑
β

|γ̇(β)|∆t

−
(
∂ γ̇(α)

∂ α(α)

)
t

(α(α) − αeq)
ϖ0

γ̇r

∑
β

|γ̇(β)|∆t

+

(
∂ γ̇(α)

∂S(α)

)
t

{
β1[1 + β2 exp(−β3γa)]τa − S(α)ϖ0

γ̇r

}∑
β

|γ̇(β)|∆t

]
. . . . . . . . . . . . (6.33)
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また，γ̇(α)∆t = ∆γ(α) を考慮して，γ̇(α) に関する項を左辺へ移項すると，∑
β

Nαβ∆γ
(β) = ∆t

[
γ̇(α)(t) + Z(α) · D + ∆t ϑ

(
∂ γ̇(α)

∂ τ(α)

)
t

(χΓ : T) · P(α)
S

]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.34)

ただし，

Nαβ ≡ δαβ + ∆t ϑ

[(
∂ γ̇(α)

∂ τ(α)

)
t

{
Y(α) · P(β)

S + (1− δαβ)β(β) · P(α)
S

}
+

(
∂ γ̇(α)

∂a(α)

)
t

(a(α) − aeq) exp[−ζ exp(−ζγa)]
ϖ0

γ̇r
sgn(τ(β))

+

(
∂ γ̇(α)

∂ α(α)

)
t

(α(α) − αeq)
ϖ0

γ̇r
sgn(τ(β))

−
(
∂ γ̇(α)

∂S(α)

)
t

{
β1[1 + β2 exp(−β3γa)]τa − S(α)ϖ0

γ̇r

}
sgn(τ(β))

]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.35)

Z(α) ≡ ∆t ϑ

(
∂ γ̇(α)

∂ τ(α)

)
t

Y(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.36)

とおいた．

次に，式 (6.34)を ∆γ(α) について解くために，Nαβ の逆行列を Mαβ として，

υ̇(α) ≡
∑
β

Mαβ

[
γ̇(β)(t) + ∆t ϑ

(
∂ γ̇(β)

∂ τ(β)

)
t

(χΓ : T) · P(β)
S

]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.37)

Υ(α) ≡
∑
β

Mαβ Z(β) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.38)

とおくと，式 (6.34)は以下のように表すことができる．

∆γ(α) = ∆t (υ̇(α) + Υ(α) · D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.39)

式 (6.39)の両辺を無限小の時間増分 ∆t で割り γ̇(α) を求め，弾粘塑性構成式 (5.77)に代入し，ΛeA θ̇ の項を

無視すれば，次式のような接線係数表示の構成式が得られる．

◦
T = CeA : D −

∑
α

γ̇(α)Ω(α) + χΓ : T

= CeA : D −
∑
α

υ̇(α)Ω(α) −
∑
α

(Υ(α) · D)Ω(α) + χΓ : T

= CeA : D −
∑
α

υ̇(α)Ω(α) −
∑
α

(Ω(α) ⊗ Υ(α)) : D + χΓ : T

= Ctan : D −
∑
α

υ̇(α)Ω(α) + χΓ : T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.40)

また，係数 Ctanは次式で表される．

Ctan ≡ CeA−
∑
α

(Ω(α) ⊗ Υ(α)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.41)

接線係数法が適用された式 (6.40)を updated Lagrange形式の仮想仕事率の原理式 (4.31)に代入し離散化すれ

ば，要素剛性方程式が得られ，通常の有限要素解析の手法を用いることにより，本モデルを用いた数値解析が

可能となる．なお，接線係数法が適用された Ctanは一般に非対称になるため，有限要素法に適用する場合は

後述の 7.1節における剛性マトリックスも非対称となり [補足 F.4]，非対称ソルバを用いる必要がある．
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Pan-Rice形硬化則を用いる場合，ひずみ速度感度指数は金属では 0.001，ポリマでは 0.04程度の値をとるた

め，硬化則にはその逆数の 25～1 000乗程度の指数計算を含み，これが計算の不安定化につながる．そこで，

ある程度大きな時間増分で FEM解析を行うためには本節で示したような接線係数法を適用しなければならな

い．しかし，本研究で用いる Hasan-Boyceの非弾性応答則では，ひずみ速度感度指数の値が 1～0.4程度であ

るため，指数計算は 1～2乗程度であり，接線係数法を適用しなくても，現実的な時間増分で計算を進めるこ

とができる．そのため本解析においては，本節で示した接線係数法を適用せずに数値解析を行っても支障はな

いものと考えられる．

6.6 自由体積率の導出

6.3節で述べたように，式 (6.7)および図 6.5で示した確率分布関数 Ξ(α)(∆F0, θ)を 0 ≤ ∆F0 ≤ ∞の範囲で
∆F0 について積分する (図 6.5の曲線と横軸で囲まれた面積を求める)ことで，局所せん断変形を起こす体積

率，すなわち局所的な自由体積率を求めることができる．ここでは，
∫ ∞

0 Ξ(α)(∆F0, θ) d∆F0の積分計算の過程

を具体的に示す．6.4節で行った定積分の計算と同様な過程で，以下のように計算できる．∫ ∞

0
Ξ(α)(∆F0, θ) d∆F0

=

∫ ∞

0
φ(α)(∆F0) exp

(
−∆F0

kB θ

)
d∆F0

=
1

2A(α)
1

∫ a(α)+(3πα(α))/4

a(α)
exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
exp

(
−∆F0

kB θ

)
sin

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
d∆F0

+
1

2A(α)
2

∫ a(α)+(3πα(α))/2

a(α)+(3πα(α))/4
exp

(
−∆F0 − a′(α)

α(α)

)
exp

(
−∆F0

kB θ

)
sin

(
∆F0 − a′(α)

α(α)

)
d∆F0

=
J(α)

1

2A(α)
1

+
J(α)

2

2A(α)
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.42)

ただし，以下のようにおいた．

J(α)
1 ≡

∫ a(α)+(3πα(α))/4

a(α)
exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
exp

(
−∆F0

kB θ

)
sin

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
d∆F0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.43)

J(α)
2 ≡

∫ a(α)+(3πα(α))/2

a(α)+(3πα(α))/4
exp

(
−∆F0 − a′(α)

α(α)

)
exp

(
−∆F0

kB θ

)
sin

(
∆F0 − a′(α)

α(α)

)
d∆F0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.44)

次に，J(α)
1 および J(α)

2 を部分積分法によって求める．まず J(α)
1 において，

J(α)
1 =

[
exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
exp

(
−∆F0

kB θ

) (
−α(α)

)
cos

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)]a(α)+(3πα(α))/4

a(α)

−
∫ a(α)+(3πα(α))/4

a(α)

(
1
α(α)
− 1

kB θ

)
exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
exp

(
−∆F0

kB θ

) (
−α(α)

)
cos

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
d∆F0

= − α(α)

[
exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
exp

(
−∆F0

kB θ

)
cos

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)]a(α)+(3πα(α))/4

a(α)

+

(
1− α

(α)

kB θ

) [
exp

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)
exp

(
−∆F0

kB θ

)
α(α) sin

(
∆F0 − a(α)

α(α)

)]a(α)+(3πα(α))/4

a(α)

−
(
1− α

(α)

kB θ

)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.45)
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式 (6.45)右辺の J(α)
1 の項を左辺へ移項し，整理すると

J(α)
1 =

α(α)

1+
[
1− α(α)/(kB θ)

]2 [
1
√

2

(
2− α

(α)

kB θ

)
exp

(
3π
4

)
exp

(
−{a(α) + (3πα(α))/4}

kB θ

)
+ exp

(
−a(α)

kB θ

)]
. . (6.46)

同様に J(α)
2 についても計算すると

J(α)
2 =

α(α)

1+
[
1+ α(α)/(kB θ)

]2 [
1
√

2

(
2+

α(α)

kB θ

)
exp

(
−π

4

)
exp

(
−{a(α) + (3πα(α))/4}

kB θ

)

+ exp(−π) exp

(
−{a(α) + (3πα(α))/2}

kB θ

)]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.47)

式 (6.46)および式 (6.47)を式 (6.42)に代入することにより，自由体積率
∫ ∞

0 Ξ(α)(∆F0, θ) d∆F0が求まる．
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本章では，前章までに述べた理論に基づき，非晶性ポリマの大変形 FEM解析を行う．

まず，弾粘塑性有限要素法の定式化を示す．

次に，PMMA 平板に対する大変形解析を行い，解析結果に対して考察を行う．まずは等方性弾性構成

式 (5.34)を用い，弾性の等方性を仮定する．全ての積分点で一定のすべり系初期方位を与えた単絡み点モデル

による解析を行い，得られた公称応力–公称ひずみ線図から，確率論的非弾性応答則を硬化則に採用すること

の優位性を示す．また，本モデルがせん断帯の形成・伝ぱを再現可能であることおよび分子鎖の配向状態を可

視化できることを示す．さらに，確率論的非弾性応答則に新たに導入したひずみ速度感度指数の効果について

も検討する．また，すべり系同士の独立回転を許容することで，配向硬化を表現するために分子鎖網目理論に

おいて採用されてきた背応力の構成式を用いる必要がなくなることを論ずる．

次に，本モデルに拡張 Taylorモデルを導入し，各積分点でランダムにすべり系初期方位を与えた多絡み点

モデルによる解析を行い，内部構造の不均一性から生じるマイクロシアバンドの形成およびその伝ぱ，ポリマ

内部に生じる変形誘起異方性を再現する．

さらに，異方性弾性構成式 (5.51)を導入し，分子鎖の配向による弾性の変形誘起異方性を考慮した解析を行

い，分子鎖配向が弾性係数に及ぼす影響についても検討する．

なお，全ての解析例は自作の結晶塑性 FEMソースコードによるものである．本 FEMソースコードにおけ

る連立 1次方程式の解法については，補足 G.1を参照されたい．

7.1 仮想仕事率の原理の離散化

ここでは，接線係数法適用後の弾粘塑性構成式を updated Lagrange形式の仮想仕事率の原理式へ代入し，離

散化を行う (81)(85)．

よく知られているように，有限要素法とは，微分方程式で表される場の境界値問題を積分形で記述して解く

ための解析手法の 1つで，連続体を有限の大きさの要素に分割して扱うのが特徴である．したがって，要素内

の任意の位置における物理量は要素を分割する各節点における量の内挿で表される．各節点における量すなわ

ち離散化された量の計算には，マトリックスあるいは列ベクトルを用いると都合がよい．ただし，ここでいう

ベクトルとは座標変換に対して不変なベクトル量ではなく，ある量の成分を適当に並べたものを意味する．本

節以降，物理量 Aのマトリックス表示を [ A]，列ベクトル表示を {A}で表す．
接線係数表示の弾粘塑性構成式 (6.40)を updated Lagrange形式の仮想仕事率の原理式 (4.31)に代入すれば∫

V

[
{(Ctan − P) : D} · D̆ + (LT) · L̆

]
dv

=

∮
S

(̇n)

t · v̆ da+
∫
V
ρ ḟ · v̆dv+

∫
V

(
∑
α

υ̇(α)Ω(α)) · D̆ dv−
∫
V

(χΓ : T) · D̆ dv . . . . . . . . . . (7.1)

となる．式 (7.1)を離散化し，要素剛性方程式を導く．

まず，式 (6.40)を平面ひずみ問題の場合についてマトリックス表示すると次式のようになる．

◦
T11

◦
T22

◦
T12


=


Ctan

1111 Ctan
1122 (Ctan

1112+Ctan
1121)/2

Ctan
2211 Ctan

2222 (Ctan
2212+Ctan

2221)/2

Ctan
1211 Ctan

1222 (Ctan
1212+Ctan

1221)/2




D11

D22

2D12

 −
∑
α

υ̇(α)


Ω(α)

11

Ω(α)
22

Ω(α)
12

 + χ

Γ11i j Ti j

Γ22i j Ti j

Γ12i j Ti j

 . . . . . . . . . . (7.2)

また，式 (7.1) には，変形速度 D の他に速度こう配 L も含まれている．平面ひずみ問題の場合，D は D11，
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D22，D12が独立な非零成分であるが，L は L11，L22，L12，L21の 4成分が非零独立となる．

L11 =
∂ v1

∂ x1
=

∑
I

∂NI

∂ x1
v

I
1

L22 =
∂ v2

∂ x2
=

∑
I

∂NI

∂ x2
v

I
2

L12 =
∂ v1

∂ x2
=

∑
I

∂NI

∂ x2
v

I
1

L21 =
∂ v2

∂ x1
=

∑
I

∂NI

∂ x1
v

I
2


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.3)

ただし，vI
1，v

I
2は節点 I における節点速度の x1，x2成分である．また，NI は形状関数である．本研究で用い

る三角形要素の場合，形状関数 NI は次式で表される．

N1 =
1

2Se

{
(x2

1x3
2 − x3

1x2
2) + (x2

2 − x3
2)x1 + (x3

1 − x2
1)x2

}
N2 =

1
2Se

{
(x3

1x1
2 − x1

1x3
2) + (x3

2 − x1
2)x1 + (x1

1 − x3
1)x2

}
N3 =

1
2Se

{
(x1

1x2
2 − x2

1x1
2) + (x1

2 − x2
2)x1 + (x2

1 − x1
1)x2

}


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.4)

ここで，Seは三角形要素の面積を表し，次式で計算される．

2Se =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1

1 x1
2

1 x2
1 x2

2

1 x3
1 x3

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.5)

ただし，xI
1，xI

2は節点 I の x1座標，x2座標である．形状関数を用いて形状関数マトリックス [N] を以下のよ

うに定める．

[N] = [{N1} {N2} {N3}] (NI = NI I , I = 1,2,3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.6)

ここで，NI は (2× 2)の行列であり，I は (2× 2)の単位行列である．さらに，式 (7.3)をマトリックス形式で

示すと，次式となる．



L11

L22

L12

L21


=



∂N1

∂ x1
0

∂N2

∂ x1
0

∂N3

∂ x1
0

0
∂N1

∂ x2
0

∂N2

∂ x2
0

∂N3

∂ x2
∂N1

∂ x2
0

∂N2

∂ x2
0

∂N3

∂ x2
0

0
∂N1

∂ x1
0

∂N2

∂ x1
0

∂N3

∂ x1





v
1
1

v
1
2

v
2
1

v
2
2

v
3
1

v
3
2


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.7)

これらをまとめると，以下のように書ける．

{L} = [E]{v} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.8)

一方，Dは D11 = L11，D22 = L22，2D12 = L12 + L21であるから，以下のように表される．


D11

D22

2D12

 =


∂N1

∂ x1
0

∂N2

∂ x1
0

∂N3

∂ x1
0

0
∂N1

∂ x2
0

∂N2

∂ x2
0

∂N3

∂ x2

∂N1

∂ x2

∂N1

∂ x1

∂N2

∂ x2

∂N2

∂ x1

∂N3

∂ x2

∂N3

∂ x1





v
1
1

v
1
2

v
2
1

v
2
2

v
3
1

v
3
2


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.9)
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これらをまとめて以下のように記述する．

{D} = [B]{v} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.10)

なお，[B] は Bマトリックスと呼ばれ，要素節点変位と要素内ひずみを結びつける行列の表示として慣用され

ている．

弾粘塑性構成式 (7.2)は増分形で表現することができる．仮想仕事率の原理も増分形で表現すると，変位や

応力の加え合わせが簡単にできる．そこで，式 (7.8)および式 (7.10)を増分形に書き直すと次式で表される．

{L∆t} = [E]{∆u}

{D∆t} = [B]{∆u}

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.11)

ここで，{∆u}は節点変位増分である．このようにして仮想仕事率の原理式 (7.1)を離散化すると，式 (7.2)を

用いて，最終的に次のような要素剛性方程式が得られる．∫
Ve

{
[B]T([Ctan] − [F])[ B] + [E]T [G][ E]

}
dv{∆u}

=

∮
Se

[N]T{∆
(n)

t }da+
∫
Ve

[N]T{∆ f } ρ dv+
∫
Ve

[B]T
∑
α

{Ω(α)}∆υ(α) dv−
∫
Ve

[B]T
{
Γ : T

}
χ∆t dv. (7.12)

これは通常の静的陽解法における要素剛性方程式の形で次のようにまとめることができる．

[ke]{∆u} = {∆ f } . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.13)

ただし，要素剛性マトリックス [ke]，{∆ f }，[F] および [G] はそれぞれ次のように表される．

[ke] =
∫
Ve

{
[B]T([Ctan] − [F])[ B] + [E]T [G][ E]

}
dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.14)

{∆ f } =
∮
Se

[N]T{∆
(n)

t }da+
∫
Ve

[N]T{∆ f } ρdv+
∫
Ve

[B]T
∑
α

{Ω(α)}∆υ(α) dv−
∫
Ve

[B]T
{
Γ : T

}
χ∆t dv (7.15)

[F] =


2T11 0 T12

2T22 T12

Sym.
1
2

(T11 + T22)

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.16)

[G] =



T11 0 T12 0

T22 0 T12

T22 0

Sym. T11


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.17)

構造全体に対して式 (7.13)の和をとれば，次式のような全体剛性方程式が得られる．

[K]{∆U} = {∆F} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.18)

[K] =
∑

e

[ke] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.19)
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ここで，{∆U}および {∆F}は構造の全節点について番号順にそれぞれ節点変位増分および節点力増分を並べて
できるベクトルである．また，

∑
e
は要素から構造全体への和を意味し，[K] は全体剛性マトリックスと呼ばれ

る．これを用いて FEM解析を行う．

式 (7.18)が弾性境界値問題と異なるのは，節点力と変位の関係ではなく，節点力増分と変位増分の関係であ

ること，剛性マトリックスの中に，構成関係式 [Ctan] だけでなく，幾何学的非線形 (81)(85)(86) に起因する [F]，

[G] という 2つのマトリックスが付加されていること，粘塑性特有の項が付加されている点などである．

7.2 解析の流れ

本節では，実際に解析を行う際の流れを簡単に紹介する．

(1) 要素データや材料定数・数値パラメータなどの初期値の決定および各値の初期化．(T(0) = 0，γ(α)(0) = 0，

F i(α)(0) = I，R∗(0) = I など)

(2) 式 (7.14)により要素剛性マトリックス [ke] を導出し，全体剛性マトリックス [K] を作成．

(3) 式 (7.18)により節点変位増分 {∆U}を求め，式 (7.11)2によりひずみ増分 {D∆t}を得る．
(4) (異方性弾性構成式を用いた場合)式 (5.52)により CeAを導出．

(5) (背応力を導入した解析の場合)左非弾性ストレッチの 2乗を V i(α)2 = F i(α)F i(α)T と表し，V i(α)2 の主値

および主方向を求め，得られた主値の平方根をとることで V i(α) の主値を計算．

(6) (背応力を導入した解析の場合)補足 E.5.2で示した手順により有効分解せん断応力を導出．

(7) 式 (6.23)によって非弾性せん断ひずみ速度を算出．

(8) 式 (6.42)により自由体積率を導出．

(9) 式 (6.39)および式 (6.40)からそれぞれ非弾性せん断ひずみの増分および応力増分を算出し，非弾性せ

ん断ひずみ，応力の値を更新．

(10) (多絡み点モデルによる解析の場合)各絡み点における応力を平均化し，積分点における応力を算出．

(11) 式 (6.30)～(6.32)により内部変数を，式 (3.68)の ε̇i(α)
m の項を無視し，すべり系ごとに記述した Ḟ i(α) =

γ̇(α)R∗T P(α)R∗F i(α) により非弾性変形こう配 F i(α) を，式 (3.92)により分子鎖基底を，また式 (3.76)によ

り弾・剛体回転 R∗ をそれぞれ更新．

(12) (多絡み点モデルによる解析の場合) 5.9節で示した手順により配向強度および配向方向パラメータを

導出．

(13) (異方性弾性構成式を用いた場合) 5.10節で示した手順により異方性変数テンソル H を算出．

(14) (3)で求めた節点変位増分 {∆U}から節点座標を更新し，式 (7.14)により再び要素剛性マトリックス [ke]

を導出し，全体剛性マトリックス [K] を作成．

(15) 指定の変形率に達していなければ (3)に戻る．

(16) 解析終了．

7.3 解析条件および材料定数

解析対象は非晶性ポリマであるポリメタクリル酸メチル (PMMA) 平板とし，図 7.1に示すように，寸法は

長さ 2L = 80 mm，幅 2W+ 2∆W，アスペクト比 L/W = 4とする．試験片形状として平板を用いる理由は，本

解析の妥当性を確認するために比較を行う PMMA の引張試験 (6) が平板を対象としているためである．また，
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Fig. 7.1 Finite element specimen and boundary condition

2Wは初期平均幅，2∆Wは材料の幾何学的不均一性を表す形状初期不整であり，次式により与える (87)．

∆W =W
[
−W1 cos

(
πx2

L

)
+W2 cos

(mwπx2

L

)]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.20)

ここで，x2は長手方向座標である．また，不整振幅をW1 = 0.003 75およびW2 = 0.001 50，波数をmw = 4と

する．板厚は無限であると仮定し，x3方向 (紙面に対して垂直方向)の変位を拘束した平面ひずみ問題を対象

とする．平面応力問題では構造依存性のせん断帯が発生することがあるので，本解析では，発生するせん断帯

が材料モデルに起因するものであることを確認するために平面ひずみ問題を採用する．変形の対称性を仮定し

てモデルの 1/2のみを解析し，長手方向に強制引張変位 U を U/L = 1となるまで一定速度 U̇/L = 0.550 ks−1

で与え，静的陽解法を用いて FEM解析を行う．ただし，強制引張変位速度は，井上・山本 (6) の実験と同じ値

を選んでいる．なお，時間ステップ数は 10 000とする．用いる要素は解析対象を幅方向 16分割，長手方向

40分割して得られる長方形要素を，さらにその対角線で分割してできる 2 560個の crossed triangles要素であ

る [補足 G.2]．また，解析領域の境界条件は変位 uと荷重 Tl を用いて次のように規定される．

u1 = 0, u2 = 0 at x1 =W and x2 = 0
u2 = 0, T l

1 = 0 at x1 , W and x2 = 0
T l

1 = T l
2 = 0 at (x1 = −∆W or x1 = 2W+ ∆W) and 0< x2 < L

u2 = U, T l
1 = 0 at x2 = L

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.21)

また，x2方向の反力 T は次式で与えられる．

T =
1

2W+ 2∆W

∫ 2W+∆W

−∆W
T l

2(x1, L)dx1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.22)

なお，本理論は図 2.4に示したように，単位ブロック中の 8本の分子鎖のうち 4本が同一平面上にあると仮定

している．その 4本の分子鎖によって定義される 2つの平面のうち 1つを選ぶと，その面上の 2つのすべり

系の分子鎖基底 t(1)および t(2)は平行となり，そのまま平面ひずみ問題に適用することができる．

材料定数および数値パラメータについては，Young率 E = 600.0 MPa，Poisson比 ν = 0.300 0，温度は井上・

山本 (6) の実験と同じく θ = 338.0 K (65◦C)とする．また，前述のように本解析で用いる Argon硬化則および

Hasan-Boyceの非弾性応答則では，6.5節で示した接線係数法を適用しなくても数値解の誤差は少ない．その

理由は以下のように考えられる．Pan-Rice形硬化則を用いる場合，ひずみ速度感度指数は金属では 0.001，ポ
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リマでは 0.04程度の値をとる．そのため，硬化則にはその逆数の 25～1 000乗程度の指数計算を含み，これ

が計算の不安定化につながる．そこで，ある程度大きな時間増分で FEM解析を行うためには ϑ, 0としなけ

ればならない．しかし，Argon硬化則や Hasan-Boyceの非弾性応答則では，ひずみ速度感度指数の値が 1～

0.4程度であるため，指数計算は 1～2乗程度であり，接線係数法を適用しなくても，現実的な時間増分で計算

を進めることができる．そのため，本解析では接線係数法は適用せず，式 (6.25)中の ϑは ϑ = 0とする．

Argon硬化則を用いた解析では，以下の材料定数および数値パラメータを用いる．

s(α)(0) = 70.00 MPa sss= 0.910 0s(α)(0) αp = 0.260 0
γ̇0 = 28.00µs−1 A = 200.0 K/MPa h = 315.0 MPa

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.23)

また，Hasan-Boyceの非弾性応答則を用いた解析では，以下の材料定数および数値パラメータを用いる．

τ0 = 60.00 MPa v = 1.000 γ̇r = 15.10 ns−1 ϖ0 = 500.0 ns−1

a(α)(0) = 1.060 eV aeq = 0.945 0 eV
α(α)(0) = 0.043 50 eV αeq = 1.000 eV S(α)(0) = 0.000 eV
ζ = 30.00 β1 = 1.442 nm3 β2 = 4.000 β3 = 15.00

 . . . . . . . . . . . . (7.24)

ただし，(0)を付した記号はそれぞれの変数の初期値であることを表す．また，ひずみ速度感度指数 uについ

ては，特に断りのない限り u = 1.000を用いる．式 (7.24) の材料定数および数値パラメータは，実験や観察

から直接的には得られないものであり，非弾性応答則 (6.3)から得られる応力–ひずみ線図を実験値と比較し，

フィッティングを行うことで決定すべきものである．本研究では，Hasan-Boyceの非弾性応答則に対して，結

晶塑性論に適合するよう式を若干変形したり，ひずみ速度感度指数を新たに導入したりしているが，それら

の点以外はほぼそのままの形で硬化則として採用しているため，式 (7.24) で示した材料定数の値に関しても

Hasan-Boyceが決定したものを参考に選んでいる．PMMA 以外の非晶性ポリマ (PC，PSなど)に材料を変更

するには，これらの材料定数を変更することで対応可能である．また，本研究では高精度のシミュレーション

を行うことよりむしろ非晶性ポリマの力学的挙動のモデリングを行うこと自体に重点を置いているため，材料

定数を決定する実験と変形様式を観察する実験での試験片形状の相違が材料定数に及ぼす影響については考慮

せず，Hasan-Boyceが同定した材料定数を本解析でもほぼそのまま用いている．さらに，背応力を導入した解

析では，1本の分子鎖中の平均的なセグメント数 N = 2.603，単位体積あたりの分子鎖数 n = 2.222 nm−3を用

いる．

7.4 FEM解析結果および検討

7.4.1 単絡み点モデルの解析結果

まず，本モデルの妥当性を検証するため，各積分点に 1個ずつ絡み点を配置し，さらにすべり系の初期方位

を全ての積分点で一定として与えて解析を行う．なお，本項および次項では，弾性の等方性を仮定し，等方性

弾性構成式 (5.34)を用いることとする．異方性弾性構成式 (5.51)を用いた解析は 7.4.3項にて行う．

すべり系は 1絡み点あたり 2個配置する．初期方位は，分子鎖の配向の様子を観察しやすいように，分解せ

ん断応力が最大となる方位である x1軸方向から 45◦ および 135◦ とする．また，すべり系の独立回転を許容す

ることで配向硬化を表現できるため，背応力の構成式は用いず，分解せん断応力をそのまま有効分解せん断応

力として取り扱う．このことに関する考察は細項 (c)にて行う．

(a)本モデルの妥当性

まず，図 7.2に公称応力–公称ひずみ線図を示す．同図の曲線 (i) は Argonの硬化則を用いた場合の解析

結果，曲線 (ii) は Hasan-Boyceの非弾性応答則を用いた本解析の結果であり，プロットは実験値 (6) である．
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Fig. 7.2 Numerical and experimental nominal stress-strain curves

Argon硬化則を用いた解析結果 (i) を見ると，伸び率約 8%時に降伏を迎え，その後応力値は減少し，伸び率

40%以降はほぼ一定荷重のまま延伸している．このことから，非晶性ポリマの大変形の特徴である降伏後の

ひずみ軟化および後続再硬化をよく再現できていることがわかる．しかし，実験値に見られる降伏点近傍の曲

線を再現できてはいない．これは，Argonのモデルにポリマ内部の自由体積の分布が考慮されていないことが

原因であり，この硬化則を採用した他の文献 (16)(34) を参照しても同様の解析結果が報告されている．次に本解

析の結果 (ii) を見ると，ひずみ軟化および後続再硬化がよく再現されていることに加え，Argon硬化則を用い

た場合に比べて実験値の降伏点近傍の曲線によく一致していることから，初期降伏前の非線形粘弾性応答が

再現できているといえる．このように，非線形粘弾性挙動およびひずみ軟化挙動の両方が 1つの硬化則 (6.3)

によって再現できる点が，自由体積変化を考慮した非弾性応答則を用いることの大きな利点である．また，

図 1.6の真応力–真ひずみ関係の模式図に見られるようなひずみ軟化後の応力値の上昇 (再硬化)を図 7.2から

は見ることができないが，これは図 7.2が試験片の端部に作用する反力を初期断面積で除したもの (公称応力)

と試験片全体の伸びを初期長さで除したもの (公称ひずみ)の関係を示した公称応力–公称ひずみ線図であるか

らであり，変形前後で体積が一定であると仮定して図 7.2の曲線 (ii) を図 7.3に示すように真応力–真ひずみ線

図に変換すると，図 7.2の曲線 (ii) において降伏後に応力値が一定となっている段階は，図 7.3では配向硬化

段階にあたることがわかる．そのため，本解析では公称応力–公称ひずみ線図における降伏後の応力一定段階

をもって配向硬化段階であると判断している．また，図 7.4に示すように，くびれが最初に発生する試験片中

央部の要素 (要素番号 9)における相当応力 (
√

(3/2)T′ · T′ )–非弾性ひずみ (
∫
T
√

Di · Didt ) 線図 (くびれ部位

における真応力–真ひずみ線図に相当)を見れば，ひずみ軟化後に相当応力の値が上昇しており，同図からも配

向硬化が生じていることを確認できる．

次に，図 7.5は要素番号 1(図 7.1中の最も右下に位置する要素)のすべり系 1における内部変数 aおよび α

の発展を示したものである．同図においては，aの値を左側の縦軸で，αの値を右側の縦軸で示している．こ

の図によると，公称ひずみの増加とともにまず αが増加し始め，伸び率 10%を過ぎるとほぼ一定値となって

いる．また，aは αよりやや遅れて伸び率約 10%時に減少し始め，伸び率約 18%以降はほぼ一定値となって

いる．この傾向を図 7.2(ii) の結果と比較してみると，αが増加し始めると同時に非線形粘弾性応答が現れ始め

ていることがわかる．また，αが増加し終わり，aが減少し始める伸び率約 10%時に降伏を迎え，さらにその

後はひずみ軟化が現れる．このように，本解析で得られた内部変数 aおよび αの発展と変形応答との関係は，
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Fig. 7.4 Equivalent stress-inelastic strain curve

第 6章で述べた内容と一致するものである．

続いて，図 7.6にメッシュ変形図と非弾性せん断ひずみ速度分布を示す．降伏後の軟化に伴い，伸び率

30%において材料中心部にくびれが生じており，非弾性せん断ひずみ速度の値が大きくなっている．さらに変

形が進むにつれ，くびれは一定の幅を保ちながら引張方向へ伝ぱしており，高ひずみ速度領域もくびれととも

に伝ぱしている．しかしながら，この図からはひずみ速度の局所化領域である X 形のせん断帯を明瞭に視認す

ることは難しい．ポリマにおいては実験的にもせん断帯があまり明瞭には見られないことがわかっているが，

潜在的には X 形のせん断帯は確かに発生しており (88)，これがポリマのくびれ伝ぱ現象や破壊現象と密接に結

びついている．そのためせん断帯の形成を予測することは重要であるが，この結果からはそれが困難である．

そこで，せん断帯の形成・伝ぱをより明瞭に可視化できるように，実際の PMMA よりも降伏後の軟化傾向

をやや強め，材料定数を ϖ0 = 500.0 ns−1 → 1 000 ns−1，aeq = 0.945 0 eV→ 0.845 0 eVのように変更する．

ただし，他の材料定数および解析条件はそのままとして以降の解析を行う．図 7.7はその場合の公称応力–公

称ひずみ線図，図 7.8はメッシュ変形図と非弾性せん断ひずみ速度分布である．材料定数 ϖ0を増加させるこ

とは，式 (6.8)～(6.10)で表される内部変数の発展を速める効果があり，aeqを減少させることは，活性化エネ
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Fig. 7.5 Evolution of internal variables with increase of nominal strain

Fig. 7.6 Deformed meshes and distributions of inelastic shear strain rate

ルギー分布の最小値である内部変数 aの平衡値を下げ，より軟化の度合を大きくする効果がある．このように

材料定数を変化させ，図 7.7に見られるように軟化が顕著に現れるようにすることで，図 7.8で示したように，

くびれ進行端部に X 形せん断帯状の高ひずみ速度領域が現れることがわかる．これは，本理論による結晶塑

性タイプの構成式が非共軸性を有することに起因している．非共軸とは非弾性変形速度方向と応力方向の不一

致を意味しており，せん断帯の形成を再現するには非共軸構成式が必要であるといわれている．本解析で用い

た構成式は，結晶塑性論の体系に基づいて運動学的関係式から導かれたものであり，従来の巨視的理論のよう

に複雑な降伏条件や塑性構成式を用いなくても元来から非共軸性を内在しており，簡潔な方程式系で図 7.8で

示したようなせん断帯の形成を表現できるという利点がある．また，Hasan-Boyceの非弾性応答則に新たに導

入したひずみ速度感度指数を下げることによって，さらに明瞭なせん断帯の形成を再現することができるが，

その詳細については次の細項 (b)で述べる．
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さらに，非弾性せん断ひずみ速度は値を下げながら引張方向へ伝ぱしているが，この数理的機構は次のよう

に考えられる．初期状態では各すべり系は分解せん断応力が最も大きい方向 (x1 軸方向から 45◦ および 135◦

方向)を向いているが，初期降伏後は分解せん断応力が零となる方向 (x1軸方向から 90◦ 方向)へ向かって配向

し始めるため，式 (6.3)中の τ̂(α) は減少し，その結果非弾性せん断ひずみ速度 γ̇(α) も減少することになる．

次に，図 7.9に分子鎖配向の様子を可視化した模式図を示す．同図中の各線素は分子鎖すべり系の方位を表

しており，2個のすべり系間の角度により色分けして示している．また，1つの四角形を構成する 4つの三角
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形要素のうち，最も右側に位置する要素における方位を表示している．くびれ領域においては分子鎖が引張方

向へと配向しており，すべり系間の角度は小さくなっている．一方，くびれのまだ到達していない領域におい

ては，ほぼ初期方位のままの状態を維持している．このことから，くびれの生じた領域では分子鎖の配向によ

る硬化が起こり，さらなる変形が起こりにくい状態になるため，ひずみ速度の局所化領域が中心部から端部方

向へ次々と伝ぱしていくという，ポリマの変形応答の微視的機構を再現できているといえる．このように，配

向硬化を分子鎖挙動という微視的な観点から再現できることが本解析の大きな利点である．配向現象以外にも

分子鎖の絡み合い点の密度も配向硬化に大きな影響を及ぼすと考えられるが，本モデルでは変形中に絡み点数

は変化しないと仮定 (アフィンモデル [補足 E.5]) しているので，絡み点数が配向硬化に及ぼす影響については

考慮しておらず，分子鎖の配向挙動のみから配向硬化を評価している．

図 7.10は 6.6節で示した方法により導出した自由体積率の分布である．伸び率 5%～10%にかけては，材

料全体において自由体積率は減少するが，伸び率 10%を境にくびれ領域において減少から増加に転じている

ことがわかる．第 6章で述べたように，Hasan-Boyceモデルにおいて，
∫ ∞

0 Ξ(α)(∆F0, θ) d∆F0の値は降伏点を

境に減少から増加に転じる．そのため，本解析では伸び率約 10%において初期降伏に達しているといえ，こ

のことは図 7.7の応力–ひずみ線図の結果ともよく整合している．ただし，6.3節および 6.6節で述べたよう

に，ここでいう自由体積率とは正確には「せん断変形が生じる期待値」のことであり，陽電子消滅寿命測定法

(PALS)などにより得られる実際の自由体積率の値とは定量的に比較できないものであることに注意されたい．

(b)ひずみ速度感度指数の効果

ここでは，Hasan-Boyceの確率論的非弾性応答則に新たに導入したひずみ速度感度指数の効果について，詳

細な検討を行う．

第 6章において，Hasan-Boyceの確率論的非弾性応答則にひずみ速度感度指数 uおよび vを新たに導入し

Fig. 7.9 Direction of molecular chain slip systems
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Fig. 7.10 Distributions of local free volume ratio

た．このうち，uの値を変化させた場合の効果について検討を行う．一方，vについては Hasan-Boyceと同様

に v = 1.0のまま一定とするが，これは従来のひずみ速度硬化則におけるひずみ速度感度指数の役割から類推

する限り，ひずみ速度依存性の強さを制御するためには uのみを変数とすれば十分であると考えられるからで

ある．

図 7.11は u = 1.0，0.8，0.6および 0.4のそれぞれの場合について，3通りの強制ひずみ速度 U̇/L = 5.50 ks−1，

0.550 ks−1および 0.055 0 ks−1に対する応答を調べた結果である．ただし，縦軸の値は U̇/L = 0.550 ks−1のと

きの降伏応力で正規化している．また，それぞれの場合について降伏応力の値を比較したものが表 7.1であ

る．図 7.11および表 7.1によると，uが減少するに従って強制ひずみ速度の違いによる応力値の差異が小さく

なっている．したがって，新たに導入した uはひずみ速度感度指数としての役割をもっており，uの値を変化

させることによって，ひずみ速度依存性の強さを制御することができるといえる．

次に，それぞれの uの値における伸び率 70%のメッシュ変形図および非弾性せん断ひずみ速度分布を

図 7.12に示す．ただし，同図は強制ひずみ速度を U̇/L = 0.550 ks−1に設定して解析を行った結果である．同

図より，uが減少するに従って，高ひずみ速度領域はより局在化し，X 形のせん断帯がより明瞭に現れるとと

もに，くびれの伝ぱが遅れることがわかる．これは，従来の Pan-Rice形ひずみ速度硬化則 (72) におけるひず

み速度感度指数を変化させた場合と同様の傾向であり，このことからも新たに導入した uがひずみ速度感度指

数としての役割をもつことがわかる．

(c)すべり系の独立回転が配向硬化に及ぼす影響

図 7.6，7.8および図 7.12に示したように，分子鎖すべり系の独立回転を許容する本理論を用いた場合，背

応力の構成式を導入しなくても配向硬化およびそれに伴うくびれの伝ぱを再現可能であることがわかる．こ

の数理的機構は以下のように考えられる．すべり系の独立回転を許容すれば，各すべり系は式 (3.90) および

式 (3.91)に従って x2軸方向へと回転し，分解せん断応力は減少する．一方，背応力を導入する場合，塑性変
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Fig. 7.11 Dependence of stress-strain curves on strain rate for various values ofu

Table 7.1 Strain rate dependence of nondimensional yield stress

σy [−] u = 1.0 u = 0.8 u = 0.6 u = 0.4

U̇/L = 5.50 ks−1 1.14 1.11 1.08 1.06
U̇/L = 0.550 1.00 1.00 1.00 1.00
U̇/L = 0.055 0 0.854 0.881 0.910 0.939

形の進行に伴って抵抗力 (背応力)が増大するため，有効分解せん断応力は減少することになる．すなわち，す

べり系の独立回転を許容することと，背応力を導入することは式 (6.3)に代入される応力を減少させるという

意味で数理的には同等の効果があるといえる．そのため，すべり系の独立回転を許容すれば，背応力の構成式

を導入しなくても配向硬化を再現することができると考えられる．

次に，すべり系の独立回転と背応力との関係についてさらに詳しく検討する．本理論では，各分子鎖すべり

系は式 (3.90)および式 (3.91)で示した発展式により独立に回転することができる．この点が通常の結晶塑性

論とは異なる点である．以降，式 (3.90)および式 (3.91)によりすべり系の独立回転を許容するという条件で

行った解析のことを「独立回転を導入した解析」，通常の結晶塑性論と同様に下部構造スピンW∗ で基底の発展

を行うという条件 (この場合はすべり系間の相対角度が初期の角度を保ったまますべり系が回転する)で行っ

た解析のことを「独立回転を除いた解析」と呼ぶことにする．一方，背応力を導入した解析では，式 (E.26)で
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Fig. 7.12 Deformed meshes and distributions of inelastic shear strain rate at 70% elongation

Fig. 7.13 Influence of independent rotation of slip systems on nominal stress-strain curves

与えられる背応力の分解せん断成分を分解せん断応力から減じることにより配向硬化を表現できる．

このすべり系の独立回転の有無および背応力の有無によって分類した 4通りのケースについて解析を行い，

得られた公称応力–公称ひずみ線図を図 7.13に示す．同図の曲線 (i) は背応力と独立回転をともに除いた解析

結果，曲線 (ii) は背応力を用いず独立回転のみを導入した解析結果，曲線 (iii) は独立回転を除き，背応力のみ

を導入した解析結果，曲線 (iv) は両方を導入した解析結果である．なお，図中の B. S. (Backstress)は背応力，

I. R. (Independent Rotation)は独立回転の略称である．図 7.13によると，降伏前の傾向はいずれの曲線も同様
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Fig. 7.14 Profile of inverse Langevin function

であることがわかる．降伏後について比較してみると，背応力と独立回転の両方を除いたケース (i) と背応力

のみを導入したケース (iii) を比べることにより，背応力による硬化が現れていることがわかる．一方，ケース

(i) と独立回転のみを導入したケース (ii) についても比べてみると，すべり系の独立回転を導入することによっ

ても硬化が現れることがわかる．すなわち，独立回転と背応力のどちらも，材料を硬化させる役割をもつとい

える．また，曲線 (i) と曲線 (iii) の変形応答の違いに比べ，曲線 (ii) と曲線 (iv) では差異が小さくなっている

ことから，独立回転を導入したケース (iv) では背応力の影響が小さくなることがわかる．そこで，独立回転の

導入が背応力の値に及ぼす影響について考えることとする．図 7.14は，背応力を導入したケース (iii) および

(iv) において，背応力の構成式 (E.24)に代入される逆 Langevin関数 L−1(x)の値の伸び率 80%までの推移を

示したものである．同図横軸の xは x ≡ λ(α)
ch /
√

Nであり，要素番号 1(配向率の高い試験片中心部に位置する

要素)のすべり系 1における値を表示している．ケース (iii) における L−1(x)の値が急激に上昇しているのに

対し，ケース (iv) では大きな変化は見られない．独立回転を導入したケース (iv) においては 2つのすべり系

がともに分解せん断応力 τ(α) の最も小さい引張方向へと配向することで，非弾性せん断ひずみ速度 γ̇(α) も減少

する．そのため，左非弾性ストレッチ V i(α) の増加が抑えられることになり，L−1(x)の引数 x = λ(α)
ch /
√

Nの増

加も抑制され，このような結果が得られたものと考えられる．一方，独立回転を除いたケース (iii) において

は，すべり系間の角度が 90◦ の状態を維持しており，分解せん断応力が大幅に減少することはない．このこと

から，独立回転を導入すると，背応力の効果が緩和されるといえる．

図 7.15はケース (i) およびケース (ii) における伸び率 30%，50%および 70%の非弾性せん断ひずみ速度分

布を示したものである．独立回転も背応力も導入していないケース (i) では，金属と同様にくびれが発生する

が，その後くびれの伝ぱは全く見られない．これに対して，背応力を導入せず独立回転のみを導入したケース

(ii) においては，くびれとともに高ひずみ速度領域が引張方向へと伝ぱしていることが確認できる．このこと

から，すべり系の独立回転を許容することで背応力の効果は小さくなり，配向硬化を表現するためには背応力

を導入しなくてもすべり系の独立回転を許容するだけで十分であることがわかる．

以上，本細項 (c)で検討したことから，すべり系の独立回転を許容する本理論においては，背応力を用いる

ことなく配向硬化を再現でき，また背応力で配向硬化を表すよりも分子鎖の回転で配向を表す方がより直接的

であるといえる．さらに，背応力の構成式を用いなければ，左非弾性ストレッチの主値などの煩雑な計算をす

ることもないため，より簡潔な方程式系で配向挙動を解析することが可能となる．しかしながら，背応力を導
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Fig. 7.15 Influence of independent rotation of slip systems on distributions of

inelastic shear strain rate

入しない場合は分子鎖の方向のみから配向硬化を表現することになり，分子鎖の伸びに対する抵抗という情報

を一切取り入れないことになる．そのため，物理的意味から考えれば背応力が全く不要になるというわけでは

なく，背応力を導入した方が物理的にはよりよいモデルであるといえる．

7.4.2 多絡み点モデルの解析結果

7.4.1項において，本モデルを用いることにより，降伏前の非線形粘弾性応答，せん断帯の形成・伝ぱ，分

子鎖配向の様子を表現可能であることが示された．しかしながら，このモデルでは 1積分点あたりに分子鎖

絡み点を 1個しかもたないことに加え，全ての積分点ですべり系の初期方位を一定としているため，分子鎖

が不規則に絡み合った非晶性ポリマの内部構造を適切に表現しているとはいえない．そこで本項では，5.9

節で述べたように，すべり系の初期方位をランダムに与え，さらに，図 2.4で表される 8鎖モデルの単位ブ

ロックの大きさが解析対象に比べ圧倒的に小さいことから，微視的な分子鎖挙動と巨視的な変形挙動の間のス

ケールギャップを埋めるために，1積分点に多数の方位を与える金属の多結晶塑性論における拡張 Taylorモデ

ル (68) を導入した解析を行う．なお，単絡み点モデルと多絡み点モデルでは分子鎖すべり系の方位の与え方が

大きく異なるため，多絡み点モデルによる解析では，ランダムな方位の与え方に適合するよう式 (7.24) より

τ0 = 44.00 MPa，ϖ0 = 300.0 ns−1，aeq = 0.805 0 eV，ζ = 5.000と材料定数を変更している．また，7.4.1項と

同様，等方性弾性構成式 (5.34)を用いて解析を行う．

(a)各積分点で異なる初期方位の組み合わせを与えた場合

すべり系は 1絡み点あたり 2個配置する．初期方位は，すべり系 1に対しては x1 軸方向から 0◦～180◦ の

範囲で一様に分布する擬似乱数をコンピュータ上で発生させ，与える．すべり系 2に対しては，すべり系 1に

設定された方位に 60◦ を加えた方位を与える．すべり系間の角度を 60◦ と固定したことに明確な根拠はない

が，2つのすべり系の初期方位をそれぞれ独立に乱数で与えてしまうと，すべり系間の初期角度が非常に小さ

く最初から配向してしまっている (硬い)状態の絡み点と軟らかい状態の絡み点が混在することになり，その

不連続性の結果，計算の不安定を招いてしまう．また，すべり系間の角度を 90◦ とすれば，例えばすべり系 1
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の初期方位が零度，すべり系 2の初期方位が 90◦ であった場合，どちらのすべり系も活動し得ず，これも硬い

状態の絡み点となってしまう．そのため，初期方位の与え方にある程度制限が必要であり，本解析では上記の

ようにすべり系間の角度を 60◦ と固定して方位を与えることとした．また，1積分点あたりの絡み点数につい

ては，5個，10個，20個，40個および 80個の 5通りについて解析を行う．1積分点あたりの絡み点数を変化

させて解析を行うのは，1積分点に多数存在する絡み点をどの程度粗視化するか (多数の絡み点を粗視化して，

何個で代表させて表現するか)を検討するためであり，絡み点数密度を変化させて配向硬化への影響を検討す

るわけではない．1積分点あたりいくつの絡み点サンプル数を割り当てればより均質な状態に近づくか (巨視

的な変形応答が得られるか)を見るために行う検討であり，このような検討は金属の多結晶塑性解析ではよく

行われる．

公称応力–公称ひずみ線図を図 7.16に示す．実線はそれぞれの絡み点数における解析結果，プロットは実験

値である．いずれの曲線も単絡み点モデルの場合と同様，降伏前の非線形粘弾性応答，降伏後のひずみ軟化お

よび配向硬化をよく再現できていることがわかる．また，1積分点あたりの絡み点数の増加に伴い，降伏応力

の値にやや増加傾向が見られるが，これは絡み点数が増えるに従って硬い絡み点 (分解せん断応力が小さい方

位をもつ，降伏しにくい状態の絡み点)が増え，巨視的な降伏応力がそれに支配されるためであると考えられ，

絡み点数が 20個以上になると，やや収束していく傾向にあることもわかる．一方，降伏後は，絡み点数の増加

とともに軟化が強くなる傾向があることがわかる．これは，絡み点を増やした場合では，硬い絡み点を降伏さ

せるために大きな応力を加えれば，その周りの降伏しやすい状態の絡み点では軟化が進行しており，巨視的な

応答がそれに支配されるためであると考えられる．さらに，いずれの曲線も伸び率約 60%を越えたあたりか

ら応力値が上昇しているが，これはくびれが端部まで伝ぱしきった後の 2次硬化の影響であると考えられる．

次に図 7.17～7.21に，それぞれの絡み点数に対するメッシュ変形図および非弾性せん断ひずみ速度分布を

示す．いずれの図からも，非弾性せん断ひずみ速度の高い領域がバンド状に多数発生し，マイクロシアバンド

を形成している様子がわかる．これは，積分点ごとに異なるすべり系初期方位を与えたことによる構造の不均

一性がもたらした結果であると考えられる．さらに，1積分点あたり 5個の絡み点を割り当てた場合 (図 7.17)

は，マイクロシアバンドが伸び率 20%において試験片端部側に集中して発生し，中央部へ値を下げながら伝

ぱしており，1積分点あたり 10個以上の絡み点を割り当てた場合 (図 7.18～7.21)は，マイクロシアバンドが

伸び率 20%において試験片中央部側に集中して発生し，端部へ値を下げながら伝ぱしている様子が確認でき
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Fig. 7.16 Nominal stress-strain curves by use of poly-entangled point model
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Fig. 7.17 Deformed meshes and distributions of inelastic shear strain rate (5

entangled points per a sampling point)

Fig. 7.18 Deformed meshes and distributions of inelastic shear strain rate (10

entangled points per a sampling point)
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Fig. 7.19 Deformed meshes and distributions of inelastic shear strain rate (20

entangled points per a sampling point)

Fig. 7.20 Deformed meshes and distributions of inelastic shear strain rate (40

entangled points per a sampling point)
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Fig. 7.21 Deformed meshes and distributions of inelastic shear strain rate (80

entangled points per a sampling point)

る．式 (7.20)で表される幅方向の幾何学的初期不整を導入することにより，試験片中央部において最も幅が短

くなるため，材料が均質であった場合にはまず中央部に変形が局所化するはずであるが，1積分点あたり絡み

点を 5個しか割り当てない場合は材料の不均一性が強く，その不均一性が変形挙動に及ぼす影響は幾何学的初

期不整によるものよりも大きくなり，端部側からくびれおよびマイクロシアバンドが発生するという解析結果

が得られたものと思われる．なお，今回の 1積分点あたり絡み点数 5個の解析では，端部側からくびれが伝ぱ

するという結果が得られたが，くびれの生じる場所はすべり系の初期方位に大きく依存するため，異なる乱数

を発生させ，異なる初期方位を与えて再度解析を行えば当然くびれの生じる場所は変わる．しかしこの点につ

いても，1積分点の絡み点数を増やしていけば，すべり系の初期方位を変えても解析結果に与える影響は小さ

くなり，収束していく傾向にあるといえる．

続いて，図 7.22～7.26に分子鎖の配向状態を示す．同図においては，5.9節で定義した配向強度パラメータ

Θを線分の長さで，配向方向パラメータ ϕを線分の向きで表している．また，配向強度パラメータ Θの値に

よって，各線分を色分けして示している．いずれの図を見ても，くびれ領域では各線分が引張方向へ長く伸び

ており，くびれのまだ到達していない領域では各線分は短く，ほぼ初期状態のままであることがわかる．この

ことから，くびれ領域では分子鎖が引張方向に配向しており，異方性が強くなっているのに対し，未くびれ

領域では等方的な状態を保っていることがわかる．これにより，ポリマの変形誘起異方性が表現できるとい

える．

以上の解析結果を見たように，1積分点あたりの絡み点数を 80個まで増やしても，均質なモデルを解析し

た結果には近づいていない．これは，各積分点において別々に乱数を発生させ，異なる乱数による初期方位を

それぞれの積分点に与えているため，絡み点数を増やしたとしてもそれほど均質な状態には近づかないことが

原因であると思われる．そこで，次の細項 (b)では，乱数を用いて 1積分点に多数の方位を与えるが，一度発

生させた乱数を他の積分点でも用い，各積分点に同じすべり系初期方位の組み合わせを与えた場合についても

解析を試みる．
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Fig. 7.22 Orientation of molecular chains (5 entangled points per a sampling point)

Fig. 7.23 Orientation of molecular chains (10 entangled points per a sampling point)
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Fig. 7.24 Orientation of molecular chains (20 entangled points per a sampling point)

Fig. 7.25 Orientation of molecular chains (40 entangled points per a sampling point)
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Fig. 7.26 Orientation of molecular chains (80 entangled points per a sampling point)

また，1積分点に与えるべき絡み点の個数について，分子鎖網目理論における 8鎖モデルから推測すると，

以下のようになる [補足 E.5.3]．実際の非晶性ポリマの絡み点密度を考慮すれば，単位体積あたりの分子鎖

数が n = 2.222 nm−3 であることから，8鎖モデルにおいては式 (E.27) より，単位体積あたりの絡み点数は

m = n/4 = 0.555 5 nm−3 である．この数値から，今回の解析モデル (幅 20 mm× 長さ 80 mmを想定)の 1要

素内の絡み点数を計算すると，2.112× 1011個となる．幅 20 mm× 長さ 80 mmの解析対象を想定するのであ

れば，これだけの絡み点数を 1積分点に割り当てるべきであるが，解析に要する時間とコンピュータの性能を

考えれば，現実的ではない．本解析では最大でも 1積分点に 80個しか絡み点数を割り当てていないので，そ

こから逆算すれば，実質的には幅 0.389 2µm× 長さ 1.557µmという非常に小さなサイズの解析対象を想定し

ていたことになる．このような解析対象のサイズの違いがもたらす寸法効果に関する検討については，今後の

課題としたい．

(b)各積分点で同じ初期方位の組み合わせを与えた場合

これまでは積分点ごとに異なる初期方位を与えた解析を行い，構造の不均一性に起因するマイクロシアバン

ドの形成を再現してきたが，ここでは，各積分点内では乱数を用いて多数の初期方位を与えるが，一度発生さ

せた乱数を他の積分点でも用い，各積分点に同じすべり系初期方位の組み合わせを与える場合について解析を

行うこととする．初期方位は前細項 (a)と同様，すべり系 1に対しては x1軸方向から 0◦～180◦ の範囲で一様

に分布する擬似乱数をコンピュータ上で発生させ，与える．すべり系 2に対しては，すべり系 1に設定された

方位に 60◦ を加えた方位を与える．1積分点あたりの絡み点数は 40個とする．図 7.27はメッシュ変形図と非

弾性せん断ひずみ速度分布，図 7.28は分子鎖の配向状態である．全ての積分点で同じ組み合わせのすべり系

初期方位を与えることにより均質な材料に近づくため，図 7.27からは図 7.17～7.21のようなマイクロシアバ

ンドは見られなくなるが，単絡み点モデルによる解析で見られたものと同じようなせん断帯の形成・伝ぱを確

認することができる．ただし，初期方位を乱数により与えているため，引張軸に対して非対称なせん断帯が現
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Fig. 7.27 Deformed meshes and distributions of inelastic shear strain rate (40

entangled points and same unsymmetric initial directions for each sampling point)

Fig. 7.28 Orientation of molecular chains (40 entangled points and same

unsymmetric initial directions for each sampling point)
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れている．また，図 7.28から分子鎖の配向状態もこれまでの結果と同様な傾向にあることがわかる．

さらに，初期方位の与え方を次のように変更して解析を行う．すなわち，すべり系 1に対しては x1軸方向

から 30◦～60◦ の範囲で一様に分布する擬似乱数をコンピュータ上で発生させて与え，すべり系 2に対しては

すべり系 1と x2軸について対称となるように方位を設定する．図 7.29はメッシュ変形図と非弾性せん断ひず

み速度分布，図 7.30は分子鎖の配向状態である．図 7.29から，明瞭な X 形のせん断帯が引張軸について対称

な形状で発生し，伝ぱしている様子が確認できる．また，図 7.30からは，本解析についてもこれまでの結果

と同様な傾向にある分子鎖の配向状態を見ることができる．

7.4.3 弾性異方性を導入した解析結果

本項では，異方性弾性構成式 (5.51)を用いて，分子鎖配向により誘起される弾性異方性を導入して解析を行

う．ただし，異方性を表す項の係数 χを χ = 100.0 MPaとする．また，1積分点あたりの絡み点数は 40個と

し，各積分点で異なる初期方位の組み合わせを与える．初期方位の与え方は 7.4.2(a)項と同様とする．

図 7.31の左半分に異方性弾性係数の成分 CeA
1111の分布を，右半分に CeA

2222の分布を示す．異方性弾性係数

の成分 CeA
2222および CeA

1111の変化は，それぞれ軸方向および幅方向に対する弾性率の変化を意味する．なお，

H = 0であるとき (等方的な状態)の CeA
1111および CeA

2222は互いに等しく，

CeA
1111= CeA

2222= Ce
1111= Ce

2222=
E (1− ν)

(1+ ν)(1− 2ν)
= 807.7 MPa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.25)

である．図 7.31によれば，変形の初期 (伸び率 5%)においてはくびれがまだ発生しておらず，材料全体が等

方的な状態に近くなっており，CeA
1111および CeA

2222が 807.7 MPa付近の値をとっている．変形が進行すると，

くびれが発生・伝ぱし，くびれ領域におけるCeA
2222の増加および CeA

1111の減少が顕著に現れている．すなわち，

分子鎖が引張方向へ配向したくびれ領域においては，分子鎖の配向方向すなわち軸方向の弾性率が高く，幅方

向の弾性率が低くなるという弾性異方性が現れていることがわかる．このことから，非晶性ポリマの弾性の変

Fig. 7.29 Deformed meshes and distributions of inelastic shear strain rate (40

entangled points and same symmetric initial directions for each sampling point)
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Fig. 7.30 Orientation of molecular chains (40 entangled points and same

symmetric initial directions for each sampling point)
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Fig. 7.31 Evolution of deformation-induced anisotropy of elastic modulus for

transverse and tensile direction
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形誘起異方性が表現できているといえる [補足 G.3]．
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8.1 本論文の結言

本研究では，非晶性ポリマにおける塑性変形の素過程を分子鎖内におけるキンクの回転であるとし，従来の

分子鎖網目理論における 8鎖モデルに基づいて分子鎖すべり系を定義することにより，非晶性ポリマに対する

結晶塑性論的な分子鎖塑性モデルを構築した．本モデルではすべり系の独立回転を許容することにより，分子

鎖の配向挙動を表現することを試みた．また，従来の分子鎖網目理論において特定されていない共回転スピン

を結晶塑性論の体系に基づく運動学的関係式から導出し，下部構造スピンに特定した．さらに，Hasan-Boyce

による確率論的非弾性応答則に新たにひずみ速度感度指数の影響を導入し，硬化則として採用することで，非

晶性ポリマ内部の自由体積変化を考慮した，微視的情報に基づく変形挙動のマルチスケールモデリングを行っ

た．その際，分子鎖のキンク回転が低活性化エネルギー状態において起こると考え，非晶性ポリマにおける塑

性変形の素過程と自由体積増加による降伏現象のモデルとを有機的に関連づけた．

次に，分子鎖が不規則に絡み合った非晶性ポリマの内部状態をよりよく表現すべく，金属の多結晶塑性解析

においてよく用いられる拡張 Taylorモデルを本理論に適用し，分子鎖すべり系の初期方位をランダムに設定

し，さらに 1物質点に多数の絡み点を与える多絡み点モデルへの拡張を行った．

さらに，分子鎖すべり系の方位のばらつきから異方性強度を表すテンソルを定義し，これを弾性構成式へ導

入することで弾性の変形誘起異方性の表現を試みた．

以上のモデルに基づき，PMMA を例として大変形 FEM解析を平面ひずみ引張荷重下で行い，本モデルの

妥当性を検討した結果，以下の結言を得た．

(1) 本モデルを用いた非晶性ポリマに対する大変形 FEM解析から，せん断帯状の高ひずみ速度領域が形成

され，ひずみ速度の値を下げながら引張方向へ伝ぱする様子を再現でき，その際のくびれ領域における

分子鎖の引張方向への配向を直接表現できる．

(2) 分子鎖すべり系の独立回転を許容すれば，配向硬化を表現するために背応力の構成式を用いる必要がな

くなる．

(3) 自由体積の変化を考慮した非弾性応答則を硬化則に採用することにより，ひずみ軟化および後続再硬化

に加えて，従来の硬化則では表現できなかった降伏前の非線形粘弾性応答を再現することができる．ま

た，この硬化則に新たに導入したパラメータはひずみ速度感度指数の役割をもち，この値を変化させる

ことでひずみ速度依存性の強さを制御できる．

(4) 多絡み点モデルを用いた FEM解析から，材料の不均一性に起因するマイクロシアバンドの発生とその

引張方向への伝ぱが再現される．また，分子鎖すべり系の方位から定義した異方性変数テンソルを弾性

構成式へ導入することで，分子鎖配向により生じる非晶性ポリマの弾性異方性を表現できる．

8.2 今後の課題と展開

本研究では，分子鎖や自由体積といった非晶性ポリマの微視構造に着目し，そのような微視構造の挙動から

巨視的な力学現象を再現できるマルチスケールモデルを構築した．本節では，本モデルに残されている課題に

ついて述べるとともに，今後の展開に触れることとする．
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8.2.1 熱伝導現象

本モデルでは，非弾性応答則 (6.3)に温度 θが導入されており，環境温度が変形応答に及ぼす影響について

は考慮されている．しかし，ポリマの塑性変形において粘塑性散逸によりくびれ領域に顕著に現れる内部発

熱，材料内部での熱伝導および周囲環境との熱伝達が考慮されておらず，熱の移動が生じるような非平衡状態

における応力緩和を再現することができないモデルとなっている．ポリマには顕著な温度依存性があることが

知られており，これらを無視することはできないと考えられる．冨田らは変形の局所化に及ぼす熱発生の影響

を考慮し，多くの解析例 (12)(13)(14)(15)(16)(17) を示しているが，内部発熱および熱伝導・伝達の影響を反映した

硬化応答を実験から得ることは現実的に難しいため，これらの研究はあくまで数値解析的予測にとどまってい

る．今後は，内部発熱と熱伝導・伝達に関するより精密なモデル化が必要になると考えられる．

8.2.2 静水圧応力の効果

ポリマは金属とは異なり，クレイズ (ボイド)あるいは自由体積による塑性変形中の体積変化を無視すること

ができないため，偏差応力のみならずクレイズあるいは自由体積による静水圧応力の効果も考慮する必要があ

る．本モデルにおいては非弾性変形速度を運動学的に表した式 (3.77)中に，すべり面に垂直な非弾性ひずみ速

度 εi(α)
m の項が取り入れられているが，その値を求めるための硬化則をボイドや自由体積などの微視的な情報

から定式化した例は報告されておらず，本研究では簡単化のためこの項の影響を無視している．クレイズある

いは自由体積による静水圧応力依存性を本モデルに取り入れるには，高分子科学分野の研究結果を待たなけれ

ばならない．また，クレイズはポリマの破壊の前駆現象であるため，将来的にポリマに対する破断予測シミュ

レーションを行うためにもクレイズの挙動をモデルに取り入れる必要がある．

8.2.3 除荷時の粘弾性応答

本研究では Hasan-Boyceによる自由体積変化に基づく確率論的非弾性応答則を硬化則として採用すること

により，初期降伏前の非線形粘弾性応答を再現した．本解析では単調引張解析のみを行ったが，負荷後に除荷

を伴う変形では，荷重が零付近の値をとるときにも粘弾性が現れる．単調負荷時でもくびれが生じるような場

合には，くびれ部以外では弾性除荷が生じているため，このような除荷時の粘弾性応答をもモデル化する必要

があると考えられる．

8.2.4 弾性の変形誘起異方性に関する実験的検証

本解析では分子鎖の配向によって生じる弾性の変形誘起異方性を考慮し，くびれ伝ぱ後の軸方向と幅方向の

弾性率の変化を予測した．しかしながら，詳細な実験結果との比較を行っておらず，検討は不十分である．分

子鎖の配向状態と弾性率の関係を実験的に精密に調査し，その実験結果との比較から異方性弾性構成式におけ

る異方性を表す項の係数 χの値を具体的に同定したうえで，より実現象と整合性のよい解析を行う必要があ

る．本モデルの発展により，分子鎖の配向による弾性異方性の精度のよい予測が可能となれば，ポリマの成形

加工の際の強度予測が簡便になり，加工効率の向上が期待できる．

8.2.5 非晶性ポリマにおける寸法効果

非晶性ポリマにおいては，金属における Burgersベクトルの大きさや結晶粒の平均的大きさのような明確な

材料固有の特性長の存在が明らかとされていない．本解析では，多絡み点モデルによる解析における 1積分点
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に割り当てる絡み点数から，平均的な絡み点間距離を推測することができるが，この絡み点間距離の違いが変

形応答に影響を及ぼすようにモデリングされておらず，解析対象サイズの違いによる変形応答への影響などの

寸法効果について検討することはできない．そもそも，非晶性ポリマに対する寸法効果に関する検討は少な

く，寸法効果の有無についても詳細は明らかとなっていない．今後，このような検討も必要である．

8.2.6 結晶性ポリマへの応用

実際に構造材料として用いられるのは非晶質部分と結晶質部分が混在した結晶性ポリマ (複合材料)である

ことが多いため，本モデルを結晶性ポリマにも応用できるよう発展させる必要があると考えられる．本モデル

は「分子鎖の希薄な高自由体積領域においてキンク回転が発生する」という塑性変形の素過程をもつ非晶性ポ

リマであれば適用可能である．そのため，結晶性ポリマの非晶質部分に対しては本モデルを適用可能である

が，「分子鎖の折りたたみ構造が形成する面で生じるすべり」を塑性変形の素過程とする結晶質部分に対して

はこのままでは適用できない．そこで，非晶質部分においては本モデルを用いて分子鎖すべり系の独立回転を

許容し，結晶質部分においては通常の結晶塑性論と同様にすべり系間の角度を保つように基底ベクトルの発展

を行うという手法を用いれば，結晶性ポリマに対しても本モデルが適用できると考えられる．その際，非晶

質・結晶質のいずれの部分も結晶塑性論の体系として統一的に扱えるという利点がある．また，結晶性ポリマ

は結晶質・非晶質部分が交互に積層された構造が回転を伴いながら放射状に成長することによって形成される

球晶構造をもつ．そのため，この構造は非常に複雑であり，一般的な試験片レベルのサイズの解析を行うに

は，膨大な計算容量が必要となることが予想される．このような問題を解決するため，材料の微視構造から巨

視的な性質を予測する均質化法などを導入することによって，非晶質部分と結晶質部分からなる微視構造を粗

視化する必要がある．また，本解析は分子鎖が全て同一平面上に置かれているという構造を考え，2次元解析

を行ってきたが，上記のような複雑な球晶構造を再現するには，3次元解析が不可欠であると考えられる．

以上に挙げたような課題を解決し，本モデルをより実現象を精度よく再現できるモデルへと磨くことによ

り，ポリマの大変形挙動の微視的なメカニズムを数値実験の立場から解明していくことが期待できる．
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補足 A

第 1章の補足

A.1 成形性

ポリマの利点の 1つは量産成形に適していることであり，微小精密部品からバスタブなどの大形製品まで広

範囲な寸法に対して量産成形が可能である．熱硬化性ポリマの成形に主に用いられる圧縮成形法，瞬間的に成

形できる射出成形法，押出し成形法など 10種以上の成形方法がある (89)．

A.2 透明性

ポリマの中には優れた光学特性をもつものがあり，容易に成形でき，さまざまな形状に加工することができ

るため，ガラスなどの透明材料に替わって用いられる．例えば，乗用車のヘッドライト，信号灯のカバー，光

ファイバ，光ディスク，ディスプレイなどの用途に応用されている．ガラスのような脆性材料では容易に壊れ

るような高い衝撃が加わる用途に対しても，ポリマは優れている．

しかしながら，精密さを要する光学分野に対しては寸法安定性を維持するという困難な課題に直面するた

め，ポリマの実用化は適切でない．さらに，ガラスに比べると透明性や耐擦傷性に劣る点があり，未だ乗用車

の窓ガラスなどへの実用化は実現されていない (4)．

A.3 電気絶縁性

電気絶縁性は，ポリマの長所として電気製品やプリント基板に利用されている．ポリマの分子結合は共有結

合であるため，金属結合のように電子が自由に移動せず電気を伝えにくいためである．

このような性質を利用する一方で，導電性フィラーを混合充填するなどの手法によりポリマに導電性を付与

した導電性ポリマも工学的に重要である．導電性ポリマは，静電気・電磁波防止シート，太陽電池，タッチパ

ネルなどに利用されている (19)．

A.4 吸音性

熱可塑性ポリマ，特にエラストマは高い吸音性をもつため，防音材に用いられる．材料によっては音の吸収

は熱に変換される．エラストマのシートを金属板の片面または両面に粘着させることで，金属板の共振曲げ振

動を防ぎ，乗用車などで応用されている (4)．
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A.5 エンジニアリングプラスチック

エンジニアリングプラスチック (エンプラ)とは，一般に 100◦C以上でも強度を失わないプラスチックの総

称であり，電子部品，乗用車などの軽量化・エレクトロニクス化，光ファイバなどの最先端技術を担った新素

材の 1つである．また，150◦C以上でも強度を失わないものはスーパーエンプラと呼ばれる．多くのエンプラ

は，熱可塑性ポリマである (2)．

A.6 結晶性ポリマと非晶性ポリマ

結晶性ポリマはガラス転移温度と融点を有している (ガラス転移温度 <融点)が，非晶性ポリマはガラス転

移温度のみを有しており，結晶性・非晶性ポリマともガラス転移温度を越えると非晶質部分の分子鎖の運動が

活発になり剛性が低下する．結晶性ポリマにおいては，ガラス転移温度～融点では結晶質部分が存在するので

温度上昇による剛性低下は非晶性ポリマよりは小さいが，融点を越えると結晶が消失し，剛性が大きく低下す

る．その際，結晶構造の崩壊とともに，大きな体積増加 (結晶融解膨張)を伴う．なお，結晶性ポリマのガラス

転移温度は室温以下，非晶性ポリマでは室温以上であることが多い．

また，一般に結晶性ポリマは硬く，剛性があり，非晶性ポリマは耐衝撃性に優れ，透明性を有している (2)．

A.7 ポリマアロイ

相容性または混和性ポリマブレンド，相溶性ポリマブレンド，多相系共重合体のどれかからなる，巨視的に

見て均一なポリマのことをポリマアロイという．複数のポリマを混ぜ合わせてよりよい特性をもつ材料を作る

ために，金属材料における合金とよく似た手法をポリマに適用したものである．ここで，相溶性とは，混合系

が単一相を形成する能力であり，相容性または混和性とは，非相溶性ポリマブレンドまたはポリマコンポジッ

トにおいて，各成分物質が界面結合をする能力があることをいう (19)．このように，相溶性と相容性 (混和性)

には異なる意味があり，これらを混同しないよう注意が必要である．

A.8 ポリマブレンド

2種類またはそれ以上の異種のポリマの巨視的に見て均一な混合系をポリマブレンドという．この名称につ

いては，以下のような注意点がある (19)．

(1) ほとんどの場合，ブレンドは可視光の波長の数倍以上のスケールで均一である．

(2) 原則として，ブレンドの各成分は物理的な方法により分離可能である．

(3) 構成成分のポリマ同士の相溶性または非相溶性については考慮しない．すなわち，ブレンド中に存在す

る相ドメイン数については問題としない．

(4) ポリマブレンドに対してポリマアロイと呼ぶことは好ましくない．ポリマアロイには多相系共重合体が

含まれるが，非相容性または非混和性ポリマブレンドは含まれないからである．

(5) ブレンドを構成するポリマ成分の数は，2元系，3元系，4元系ポリマブレンドなどとして表現する．
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A.9 ポリマコンポジット

複合材料のうち，少なくとも 1成分はポリマであるものをポリマコンポジットという．ただし，発泡材料は

気体との複合材料には違いないが，通常複合材料とは呼ばない (19)．

A.10 熱可塑性エラストマ

新しいタイプのエラストマとしては，加硫不要の熱可塑性エラストマ (TPE)がある．TPEは，樹脂成分 (硬

質ブロック)とゴム成分 (軟質ブロック)からなり，室温においては樹脂成分が架橋点としての作用をし，ゴム

成分の塑性変形が阻止されているため，TPEは加硫ゴムと同様の挙動をとる．しかし，温度が上昇して樹脂成

分が軟らかくなると架橋点としての働きを失い，ゴム成分の塑性変形が可能となり，任意の形に成形できるよ

うになる．また，TPEは弾性率や硬度などの物性において，プラスチックと加硫ゴムの中間領域をカバーで

きること，共有結合による架橋構造をもたないので，成形品の再利用が可能となることといった利点をもつ．

TPEの例としては，スチレン–ブタジエン–スチレン (SBS)ブロック共重合体，スチレン–イソプレン–スチレ

ン (SIS)ブロック共重合体などが挙げられ，フィルム，アスファルト改良剤，粘着剤，接着剤などとして重要

な地位を占めている (90)．

A.11 再結晶温度

加工硬化した金属あるいは合金をある温度以上に加熱すると軟化し加工前の状態に戻る．これは，加熱によ

り，変形した結晶粒の内部あるいは粒界に新しい結晶の核が生じ，時間とともに成長して新しい結晶粒が形成

されることによる．このような現象を再結晶といい，再結晶の開始する温度を再結晶温度という．一般に金属

材料について熱間あるいは冷間とは，その材料の再結晶温度を基準として，それより上あるいは下の温度領域

をいう (89)．軟鋼の再結晶温度は，約 500◦Cである (9)．

A.12 リューダース帯

軟鋼の単軸引張試験における応力–ひずみ曲線では鋭い上降伏点からの急激な降伏点降下が見られ，その後

には応力一定でひずみが進行 (リューダースひずみと呼ばれる)する段階が見られる．この段階においては，既

に降伏した部分 (弾塑性変形領域)と未降伏部分 (弾性変形領域)とが混在した不均一変形を示す．降伏領域と

未降伏領域の境界は，薄板材の場合一般に引張軸方向に対し特定の方向をなす面であり，リューダース帯ある

いはひずみ模様と呼ばれる．これは，試験片表面の仕上げがよければ光の加減で見えることがあり，化学的に

腐食すればはっきり可視できる．リューダース帯の前後では変形が不連続なので，触覚でもわかることがあ

る (9)．

せん断帯と似ている点は，引張軸方向に対して特定の方向に帯が入る点であり，異なる点は，軟鋼のように

上降伏点や下降伏点を明確に示す材料に特有のものであるという点や初期降伏時に現れるものでせん断帯のよ

うに破壊に直結しないという点である．

A.13 応力緩和とクリープ

弾性域におけるひずみ速度依存性を粘弾性といい，ポリマにおいては粘弾性が顕著に現れる．応力緩和とク

リープは粘弾性体の典型的な現象である．応力緩和とは，試験片に一定変形を加えたときに応力が時間ととも
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Fig. A.1 Linear viscoelastic models

に減少する挙動である．一方，クリープとは，試験片に一定荷重を加えたときひずみが時間とともに増加する

挙動である．これらの挙動を表現するのに提案された代表的な力学モデルが，図 A.1(a)のようにばねとダッ

シュポットを直列につないだMaxwellモデルと同図 (b)のように両者を並列につないだ Voigtモデルである．

ばねの縦弾性係数を E，ダッシュポットの粘性係数を ηvとすると，ばね部分においては応力 σeとひずみ εe

の間に次のような比例関係が成り立つ．

σe = E εe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.1)

一方，ダッシュポット部分においては応力 σvとひずみ速度 ε̇vの間に比例関係が成り立ち，

σv = ηv ε̇v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.2)

となる．Maxwellモデルの場合，ばねとダッシュポットにかかる応力は等しく (σa = σe = σv)，全体のひずみ

εaはばねとダッシュポットのひずみの和で与えられるので，次式が成り立つ．

ε̇a = ε̇e + ε̇v =
σ̇a

E
+
σa

ηv
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.3)

応力緩和試験では一定のひずみを与え (時刻 t > 0で ε̇a = 0)，最初にばねが伸びるが，その後ダッシュポット

が伸びるにつれ，ばねは逆に縮む．初期条件として t = 0で σa = σa0とおいて微分方程式 (A.3)を解けば

σa = σa0 exp

(
− t
τR

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.4)

となる．ここで，τR ≡ ηv/Eは緩和時間と呼ばれ，t = τRのとき応力は初期応力 σa0の 1/e倍に低下する．こ

の緩和時間の大小によってその物質の緩和挙動が推定できる．理想弾性体では τR = ∞，純粘性体では τR = 0

となる．

一方，Voigtモデルの場合，ばねとダッシュポットのひずみは等しく (εa = εe = εv)，全体の応力 σaはばね

とダッシュポットの応力の和で与えられるので，次式が成り立つ．

σa = σe + σv = E εa + ηv ε̇a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.5)

クリープ試験では一定の応力を加え (時刻 t > 0で σ̇a = 0)，最初にダッシュポットに大きな応力が負荷される

が，徐々にばねにかかる応力は増加，ダッシュポットにかかる応力は減少し，全ての応力がばねに負荷される
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ようになったとき平衡ひずみに達する．初期条件として t = 0で εa = 0とおいて微分方程式 (A.5)を解けば

εa =
σa

E

{
1− exp

(
− t
τ∗

)}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.6)

となる．ここで，τ∗ ≡ ηv/Eは遅延時間と呼ばれ，平衡ひずみ σa/Eの (1− 1/e)倍に達するまでの時間であ

る．この遅延時間の大小によってその物質のクリープ特性 (粘弾性)が推定でき，遅延時間の長い物質ほどク

リープはゆっくり生じる．なお，式 (A.6) で与えられるクリープひずみ εa を応力 σa で除して規格化した値

εa/σa = {1− exp(−t/τ∗)}/Eをクリープコンプライアンスと呼ぶ (18)．

以上の両モデルでは，応力緩和挙動はMaxwellモデルでかなりよく近似できるが Voigtモデルでは全く近似

できない．一方，クリープ挙動は Voigtモデルでかなりよく近似されるがMaxwellモデルでは難しい．このよ

うに，これらのモデルは非常に単純である一方，実際の材料挙動を必ずしも良好に表現できないことから，複

数の Maxwellモデルを並列に結合する一般化 Maxwellモデルや，1つの Maxwellモデルと複数の Voigtモデ

ルを直列に結合する一般化 Voigtモデルが用いられることも多い．

A.14 結晶塑性論

金属における塑性現象の本質は，よく知られているように，外部負荷による転位の運動であり，それが結晶

を通り抜けることですべりが生じ，さらにはすべりが集積して巨視的な塑性変形へとつながる．また，結晶

中のさまざまな障害物によって転位運動が阻害されることで，材料の加工硬化が発生する．一方，現在汎用

FEMパッケージに搭載されている弾塑性解析コードは，有限変形塑性論に基づいて構築されているが，その

理論体系には金属の微視組織に関する情報は一切入っていない．そこで，上述のような塑性現象の本質を捉

え，材料科学で得られる微視的情報を固体力学に取り込む試みが近年盛んになされている．

材料の微視的情報を取り込むためには，何らかの内部変数を導入し，その構成式あるいは発展方程式を導出

して支配方程式系に組み込むことになる．しかしながら，実現象をより精密に表現する方程式系を得るために

は内部変数の数を増加させる必要が生じ，結局はそれに伴って構成式の数も増加することになる．その結果，

構成式に表れる材料定数の数も増え，それを全て実験的に決定しなければならないという悪循環に陥る．

この問題を回避する 1つの有力な論理体系として挙げられるのが結晶塑性論である．結晶塑性論は，古くは

Taylor(82) により提案された塑性変形をメゾ領域すなわち単結晶の塑性特性を基礎として解析する手法であり，

Peirceら (91) はすべり変形に基づいた結晶塑性有限要素法を提案し，金属結晶内の微細な変形機構を数値解析

的に求める手法を開発している．結晶塑性論では，結晶のすべりを塑性変形の素過程として捉えるため，有限

変形塑性論のような降伏条件も塑性構成式も不要となり，必要なものはすべり面上の分解せん断応力とすべり

の関係を表すスカラー硬化則のみとなる．また，下部スケールの現象を表す塑性スピンについても構成式を用

いることなく運動学的に導出することができる．したがって方程式系は簡潔なものとなり，決定すべき材料定

数の数も少なくなるという利点がある．このような体系をもつ結晶塑性論は，すべりの根源である転位運動の

情報をもたないものの，金属をマクロとミクロの中間スケールで論じており，一歩微視構造に踏み込んだ固体

力学であるとみなすことができる．さらに近年，転位の情報を結晶塑性論の枠組みに取り込み，よりミクロな

立場から結晶塑性論を本質論に近づけようとするマルチスケールモデリングの試みが世界的レベルで盛んに行

われるようになってきている．
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第 2章の補足

B.1 Eylingの反応速度論

ここでは，高分子材料の降伏過程に応用された Eylingらによる反応速度論 (遷移状態理論:Transition State

Theory)(65) について詳しく説明する．

一般に，原子あるいは分子は平衡点周りで熱振動を行っている．図 B.1(a)に示すように，これらの原子ある

いは分子が隣に位置する平衡点へ移動するためには熱エネルギーを獲得してポテンシャル障壁を越えなければ

ならない．この獲得すべきエネルギーを活性化エネルギーといい，活性化エネルギーを獲得した状態を活性化

された状態という．原子あるいは分子が熱振動の助けを借りて単位時間にポテンシャル障壁を乗り越える速さ

(割合)Vは次式で表される．

V = ϖc exp

(
− ∆F

kB θ

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.1)

ここで，ϖcは頻度係数であり，Planck定数 hPを用いて ϖc ≡ kB θ/hPのように定義される．式 (B.1)は，反

応速度が温度上昇に伴い指数関数的に増大することを経験的に見出した Arrheniusの名前を冠して，Arrhenius

形の関係式と呼ばれることもある．また，∆F は基底状態と活性化状態のエントロピー変化 (基底状態 >活性

化状態)も考慮した活性化エネルギーであり，活性化エンタルピー変化を ∆H，活性化エントロピー変化を ∆S

Fig. B.1 Change of the potential energy barriar due to applied stress
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とすれば次式のような関係がある．

∆F = ∆H − θ ∆S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.2)

原子あるいは分子が移動する前と後の基底状態が同じであれば，ポテンシャル障壁を乗り越える割合も同じ

であるから有効速度は零となり，原子あるいは分子の一方への移動は結果としては生じない．しかし，応力

σV が作用すると，ポテンシャル障壁は図 B.1(b)のように一方向に対してはポテンシャル障壁が高くなるた

め，原子あるいは分子の移動は低い方向へ生じるようになる．すなわち，正方向への速さ Vf は，

Vf = ϖc exp

(
−∆F − σV∆υ

kB θ

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.3)

となり，負方向の速さ Vbは

Vb = ϖc exp

(
−∆F + σV∆υ

kB θ

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.4)

となる．ここで，∆υは活性化体積と呼ばれ，ある反応において反応系が原系から遷移状態へ移るときの体積

変化を表す．式 (B.3)および式 (B.4)より，有効速度 Vは次式で表される．

V = Vf − Vb

= ϖc

[
exp

(
−∆F − σV∆υ

kB θ

)
− exp

(
−∆F + σV∆υ

kB θ

)]
= 2ϖc exp

(
− ∆F

kB θ

)
sinh

(
σV∆υ

kB θ

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.5)

一般には，σV∆υ ≫ kB θとなることが多く，この場合式 (B.5)は次式のようになる．

V = ϖc exp

(
−∆F − σV∆υ

kB θ

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.6)

Kocksら (92) は，非晶性ポリマの降伏現象を，分子鎖セグメントの不可逆的なすべりあるいは流動とみなす

ことにより，降伏応力のひずみ速度依存性ならびに温度依存性を速度論の立場から説明することを試みてい

る．すなわち，式 (B.5)で表される Eylingの速度式を次のように書き換えている．

γ̇p = γ̇0 exp

(
−
∆F f

kB θ

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.7)

ここで，γ̇pは塑性せん断ひずみ速度，γ̇0は参照ひずみ速度，∆F f は変形が生じるために必要となる活性化エ

ネルギーであり，せん断応力 τを用いて一般的に次式のように表される．

∆F f = ∆F0

1−
(
τ

τr

)X


Y

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.8)

ここで，∆F0は無応力状態での活性化エネルギー，τr は参照応力，Xおよび Yは材料依存の係数であり，例え

ば式 (2.1)で表される Argon硬化則の場合，X = 5/6，Y = 1となる．また，第 6章で詳述される Hasan-Boyce

の非弾性応答則は，負方向への反応速度まで考慮した式 (B.5)を基に議論されている．

B.2 塑性せん断ひずみ速度

一般に，J2-流れ理論における塑性構成式は次のように表される．

Dp =
3
2
ε̇p T′

σ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.9)
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ここで，Dpは塑性変形速度，T′ は偏差応力 (T′ ≡T − (trT /3) I )，ε̇pおよび σはそれぞれ相当塑性ひずみ速度

および相当応力であり，次のように定義される (93)．

ε̇p≡
√

2
3

Dp · Dp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.10)

σ≡
√

3
2

T′ · T′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.11)

相当塑性ひずみ速度 (あるいは相当応力)とは，多軸負荷状態の塑性ひずみ速度 (あるいは応力)を単軸負荷状

態の塑性ひずみ速度 (あるいは応力)に相当させた量のことである．

一方，Boyceら (34) および冨田 (41) は，J2-流れ理論における塑性構成式として次式を用いている．

Dp = γ̇p T′
√

2τ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.12)

τ =

√
T′ · T′

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.13)

冨田 (41) は γ̇pを「相当塑性せん断ひずみ速度」，τを「相当せん断応力」と呼んでいる．このうち τについて

は，多軸負荷状態の応力を純粋せん断状態の応力に相当させた量であるため，「相当せん断応力」と呼ぶこと

に問題はないと考えられるが，γ̇pを「相当塑性せん断ひずみ速度」と呼ぶことには問題がある．それは，以下

のような理由による．

式 (B.11)を式 (B.9)に代入すると

Dp =

√
3
2
ε̇p T′
√

T′ · T′
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.14)

となる．一方，式 (B.13)を式 (B.12)に代入すると

Dp = γ̇p T′
√

T′ · T′
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.15)

となる．式 (B.9)と式 (B.12)は等価なものであるため，式 (B.14)と式 (B.15)を比較すると，式 (B.10)から

γ̇p =

√
3
2
ε̇p =

√
Dp · Dp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.16)

という関係があることがわかる．すなわち，これはあくまでも「塑性変形速度の大きさ」にすぎず，純粋せん

断状態における塑性せん断ひずみ速度にも，単純せん断状態における塑性せん断ひずみ速度にも相当していな

い．もし γ̇pを「相当塑性せん断ひずみ速度」と呼ぶならば，純粋せん断状態における塑性せん断ひずみ速度

(理論せん断ひずみ速度)に相当する量としては

γ̇p≡
√

Dp · Dp

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.17)

単純せん断状態における塑性せん断ひずみ速度 (工学せん断ひずみ速度)に相当する量としては

γ̇p≡
√

2 (Dp · Dp) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.18)

と定義するのが妥当である．もしこれらの定義を行った場合は，塑性構成式 (B.12)はそれぞれ次のように変

更を受ける．

Dp = γ̇p T′

τ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.19)
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Dp = γ̇p T′

2τ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.20)

すなわち，式 (B.12)における (式 (B.16)で表される) γ̇pを「相当塑性せん断ひずみ速度」と呼ぶことは好まし

くないといえる．

また，結晶塑性論における「すべり」とは，工学せん断ひずみに相当する量 (式 (B.18)による定義)である．

一方，Argon硬化則 (2.3)および Hasan-Boyceの非弾性応答則 (6.3)から導出される非弾性せん断ひずみ速度

は，非弾性変形速度の大きさ (式 (B.16)による定義)にあたるものである．式 (B.16)と式 (B.18)を比べれば，

式 (B.18)は式 (B.16)の
√

2倍となっていることがわかる．そのため，Argon硬化則 (2.3)および Hasan-Boyce

の非弾性応答則 (6.3)を本結晶塑性論的分子鎖塑性モデルに適用する際，式 (2.3)または式 (6.3)から導出され

る非弾性せん断ひずみ速度を
√

2倍する必要がある．これに関しては参照ひずみ速度 (式 (2.3)における γ̇0あ

るいは式 (6.3)における γ̇r )の値を
√

2倍することで対応可能であり，式 (7.23)および式 (7.24)で示した本解

析で用いている γ̇0および γ̇r の値はすでに
√

2倍されたものである．



139

補足 C

第 3章の補足

C.1 Mandel-Kratochvil速度の導出

物理量 Aに関する A(m) = R∗T AR∗ の変換から，第 2中間配置 β(m) における物理量 A(m) の共回転速度は次

式のようになる．

Ȧ(m) = (R∗T AR∗)·

= Ṙ∗T AR∗ + R∗T ȦR∗ + R∗T AṘ∗

= R∗T R∗Ṙ∗T AR∗ + R∗T ȦR∗ + R∗T AṘ∗R∗T R∗

= −R∗T Ṙ∗R∗T AR∗ + R∗T ȦR∗ + R∗T AṘ∗R∗T R∗

= R∗T(Ȧ − Ṙ∗R∗T A + AṘ∗R∗T)R∗

= R∗T(Ȧ −W∗A + AW∗)R∗

= R∗T
▽
AR∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.1)

ここで，W∗ ≡ Ṙ∗R∗T であり，この導出は補足 C.2.4で行う．式 (C.1) で表される A の共回転速度を

Mandel-Kratochvil速度と呼ぶ．

C.2 速度こう配の配置変換則

C.2.1 速度こう配の定義

まず，速度こう配の定義を示す．現配置における速度こう配 L は物質速度ベクトル vの現配置座標系 xに

おけるこう配であるから

L ≡gradv =
∂ v

∂ x

=
∂ v

∂ x(I )

∂ x(I )

∂ x

=

[
∂

∂ x(I )

(
∂ x
∂ t

)]
∂ x(I )

∂ x

=

[
∂

∂ t

(
∂ x
∂ x(I )

)]
∂ x(I )

∂ x

= ḞF−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.2)

と定義される．ここで，F ≡ ∂ x
∂ x(I )

は変形こう配である．一方，初期配置における速度こう配 L(I ) は，初期配置

座標系 x(I ) から観測した物質速度ベクトル v(I ) の初期配置座標系 x(I ) におけるこう配である．初期配置におけ
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る物質速度ベクトル v(I ) は dv(I ) =
∂ x(I )

∂ t
=
∂ x(I )

∂ x
∂ x
∂ t
= F−1dvのように現配置から写像されるものと考えれば

L(I ) ≡Gradv(I ) =
∂ v(I )

∂ x(I )

=
∂

∂ x(I )

(
∂ x(I )

∂ x
∂ x
∂ t

)
=
∂ x(I )

∂ x

[
∂

∂ x(I )

(
∂ x
∂ t

)]
=
∂ x(I )

∂ x

[
∂

∂ t

(
∂ x
∂ x(I )

)]
= F−1Ḟ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.3)

のように初期配置における速度こう配 L(I ) を定義できる．式 (C.2)と式 (C.3)の関係から，速度こう配の初期

配置と現配置の間の変換則は次のように得られる．

L = FL (I )F−1 , L(I ) = F−1LF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.4)

C.2.2 中間配置における速度こう配

式 (C.4)に式 (3.1)を代入すれば

L = R∗ÛeF i L(I )F i −1Ûe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.5)

が得られる (73)．したがって，第 1中間配置 β(M) および第 2中間配置 β(m) における速度こう配はそれぞれ次

のようになる．

L(M) = F i L(I )F i −1 , L(m) = ÛeL(M)Ûe−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.6)

式 (C.3)を式 (C.6)に代入すれば

L(M) = Ûe−1R∗T ḞF i −1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.7)

L(m) = R∗T ḞF i −1Ûe−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.8)

という関係が得られる．

C.2.3 各配置における速度こう配の弾・非弾性分解

次に，各配置における速度こう配を弾・剛体回転部分，弾性ストレッチ部分および非弾性部分に分解する．

まず，初期配置における速度こう配 L(I ) の定義式 (C.3)に Ḟ = (R∗ÛeF i)· = Ṙ∗ÛeF i + R∗ ˙̂UeF i + R∗ÛeḞ i を代

入すれば

L(I ) = F−1Ḟ

= (R∗ÛeF i)−1 (Ṙ∗ÛeF i + R∗ ˙̂UeF i + R∗ÛeḞ i)

= F i −1Ûe−1R∗T Ṙ∗ÛeF i + F i −1Ûe−1 ˙̂UeF i + F i −1Ḟ i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.9)
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となる．上式 (C.9)から，初期配置における速度こう配の弾・剛体回転部分 L∗(I )，弾性ストレッチ部分 Le
(I ) お

よび非弾性部分 L i
(I ) を次のように定義する．

L∗(I ) ≡ F i −1Ûe−1R∗T Ṙ∗ÛeF i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.10)

Le
(I ) ≡ F i −1Ûe−1 ˙̂UeF i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.11)

L i
(I ) ≡ F i −1Ḟ i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.12)

同様に，第 1中間配置における速度こう配 L(M) は式 (C.7)から

L(M) = Ûe−1R∗T (Ṙ∗ÛeF i + R∗ ˙̂UeF i + R∗ÛeḞ i) F i −1

= Ûe−1R∗T Ṙ∗Ûe + Ûe−1 ˙̂Ue + Ḟ i F i −1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.13)

L∗(M) ≡ Ûe−1R∗T Ṙ∗Ûe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.14)

Le
(M) ≡ Ûe−1 ˙̂Ue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.15)

L i
(M) ≡ Ḟ i F i −1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.16)

となり，第 2中間配置における速度こう配 L(m) は式 (C.8)から

L(m) = R∗T (Ṙ∗ÛeF i + R∗ ˙̂UeF i + R∗ÛeḞ i) F i −1Ûe−1

= R∗T Ṙ∗ + ˙̂UeÛe−1 + ÛeḞ i F i −1Ûe−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.17)

L∗(m) ≡R∗T Ṙ∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.18)

Le
(m) ≡

˙̂UeÛe−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.19)

L i
(m) ≡ ÛeḞ i F i −1Ûe−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.20)

となる．さらに，現配置における速度こう配 L は式 (C.2)から

L = (Ṙ∗ÛeF i + R∗ ˙̂UeF i + R∗ÛeḞ i) F i −1Ûe−1R∗T

= Ṙ∗R∗T + R∗ ˙̂UeÛe−1R∗T + R∗ÛeḞ i F i −1Ûe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.21)

L∗ ≡ Ṙ∗R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.22)

Le≡ R∗ ˙̂UeÛe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.23)

L i ≡R∗ÛeḞ i F i −1Ûe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.24)

となる．このように各配置における速度こう配の弾・剛体回転部分，弾性ストレッチ部分および非弾性部分へ

の分解を定義すれば，弾・剛体回転部分の配置変換則は式 (C.10)，式 (C.14)，式 (C.18)および式 (C.22)から

L∗ = R∗L∗(m)R
∗T = R∗ÛeL∗(M)Û

e−1R∗T = FL ∗(I )F
−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.25)

弾性ストレッチ部分の配置変換則は式 (C.11)，式 (C.15)，式 (C.19)および式 (C.23)から

Le = R∗Le
(m)R

∗T = R∗ÛeLe
(M)Û

e−1R∗T = FLe
(I )F

−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.26)

非弾性部分の配置変換則は式 (C.12)，式 (C.16)，式 (C.20)および式 (C.24)から

L i = R∗L i
(m)R

∗T = R∗ÛeL i
(M)Û

e−1R∗T = FL i
(I )F

−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.27)

と表され，分解前の速度こう配 L の配置変換則の式 (C.5)と一致することがわかる．
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C.2.4 各配置における速度こう配の対称・反対称分解

各配置における速度こう配の弾・剛体回転部分を表す式 (C.10)，式 (C.14)，式 (C.18)および式 (C.22)を対

称・反対称部分に分解すれば，各配置における変形速度の弾・剛体回転部分 D∗ および弾・剛体スピン (下部

構造スピン，Substructureスピン)W∗ が次のように定義できる．

D∗(I ) ≡ (F i −1Ûe−1R∗T Ṙ∗ÛeF i)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.28)

D∗(M) ≡ (Ûe−1R∗T Ṙ∗Ûe)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.29)

D∗(m) ≡ (R∗T Ṙ∗)S = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.30)

D∗ ≡ (Ṙ∗R∗T)S = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.31)

W∗(I ) ≡ (F i −1Ûe−1R∗T Ṙ∗ÛeF i)A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.32)

W∗(M) ≡ (Ûe−1R∗T Ṙ∗Ûe)A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.33)

W∗(m) ≡R∗T Ṙ∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.34)

W∗ ≡ Ṙ∗R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.35)

したがって，次のような配置変換則が存在する．

W∗ = R∗W∗(m)R
∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.36)

また，各配置における速度こう配の弾性ストレッチ部分を表す式 (C.11)，式 (C.15)，式 (C.19)および式 (C.23)

を対称・反対称部分に分解し，式 (3.3)で表される ˙̂UeÛe−1 の対称性を考慮すれば，各配置における弾性変形

速度 Deおよびスピンの弾性ストレッチ部分Weが次のように定義できる．

De
(I ) ≡ (F i −1Ûe−1 ˙̂UeF i)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.37)

De
(M) ≡ (Ûe−1 ˙̂Ue)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.38)

De
(m) ≡

˙̂UeÛe−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.39)

De≡R∗ ˙̂UeÛe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.40)

We
(I ) ≡ (F i −1Ûe−1 ˙̂UeF i)A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.41)

We
(M) ≡ (Ûe−1 ˙̂Ue)A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.42)

We
(m) ≡ ( ˙̂UeÛe−1)A = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.43)

We≡ R∗( ˙̂UeÛe−1)AR∗T = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.44)

したがって，次のような配置変換則が存在する．

De = R∗De
(m)R

∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.45)
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さらに，各配置における速度こう配の非弾性部分を表す式 (C.12)，式 (C.16)，式 (C.20)および式 (C.24)を対

称・反対称部分に分解すれば，各配置における非弾性変形速度 Di および非弾性スピンWi が次のように定義

できる．

Di
(I ) ≡ (F i −1Ḟ i)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.46)

Di
(M) ≡ (Ḟ i F i −1)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.47)

Di
(m) ≡ (ÛeḞ i F i −1Ûe−1)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.48)

Di ≡R∗(ÛeḞ i F i −1Ûe−1)SR∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.49)

Wi
(I ) ≡ (F i −1Ḟ i)A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.50)

Wi
(M) ≡ (Ḟ i F i −1)A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.51)

Wi
(m) ≡ (ÛeḞ i F i −1Ûe−1)A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.52)

Wi ≡R∗(ÛeḞ i F i −1Ûe−1)AR∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.53)

したがって，次のような配置変換則が存在する．

Di = R∗Di
(m)R

∗T , Wi = R∗Wi
(m)R

∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.54)

C.3 Cotter-Rivlin速度の導出

初期配置 β(I ) を参照配置とする物理量 A(I ) の物質時間導関数を求めると次式のようになる．

Ȧ(I ) = (FT AF)·

= ḞT AF + FT ȦF + FT AḞ

= FT(F−T ḞT A + Ȧ + AḞF−1)F

= FT( Ȧ + LT A + AL)F

= FT △
AF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.55)

ここで，
△
Aは初期配置 β(I ) を参照したときの Cotter-Rivlin速度であり，式 (C.55)から次式のように定義され

る．

△
A≡ Ȧ + LT A + AL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.56)

なお，式 (C.55)では補足 C.2.1で定義した L ≡ ḞF−1を用いている．

C.4 分子鎖基底の配置変換則

ここでは，式 (3.64)から式 (3.65)に至る導出過程，すなわち初期配置 β(I ) における速度こう配の非弾性部分

L i
(I ) =

∑
α

[
γ̇(α)s(α)

(I ) ⊗ m(α)
(I ) + ε̇i(α)

m

(
s(α)

(I ) ⊗ s(α)
(I ) + m(α)

(I ) ⊗ m(α)
(I ) + t(α)

(I ) ⊗ t(α)
(I )

)]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.57)

を第 1中間配置 β(M)へと配置変換する際の分子鎖基底ベクトル s(α)
(I ) および m(α)

(I ) の配置変換則について論ずる．
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まず，図 C.1(a)に示すように，s(α)
(I ) 方向に x1軸，m(α)

(I ) 方向に x2軸，t(α)
(I ) 方向に x3軸をとり，その座標系上

においた一辺の長さが 1の立方体を考える．これが非弾性変形こう配 F i を受けて一様に wだけ膨張し [同図

(b)]，さらに x1 軸方向 (s(α)
(I ) 方向)へ変位 us = w tanβだけ単純せん断を受けたとする [同図 (c)]．この場合，

変形前の立方体内にとった微小線素ベクトル dx(I ) は次式のように変換され，dx(M) となる．

dx(M) 1 = w dx(I ) 1 + w tanβdx(I ) 2

dx(M) 2 = w dx(I ) 2

dx(M) 3 = w dx(I ) 3

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.58)

式 (C.58)より，非弾性変形こう配テンソル F i の成分は wおよび βを用いて次式のように書き表せる．

[
F i

]
=

w wtanβ 0
0 w 0
0 0 w

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.59)

さらに，初期配置における分子鎖基底ベクトル s(α)
(I )，m(α)

(I ) および t(α)
(I ) を成分表示すれば，

{
s(α)
(I )

}
=


1
0
0

 ,
{
m(α)

(I )

}
=


0
1
0

 ,
{
t(α)
(I )

}
=


0
0
1

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.60)

となる．

ここで，分子鎖基底ベクトル s(α)
(I ) の座標変換を考える．まず，s(α)

(I ) に対して式 (C.59)で成分表示される非弾

性変形こう配 F i を用いて左から座標変換を行えば，次式のようになる．

[
F i

] {
s(α)

(I )

}
=

w wtanβ 0
0 w 0
0 0 w



1
0
0

 =

w
0
0

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.61)

一方，s(α)
(I ) に対して F i −1を用いて右から座標変換を行えば，次式のようになる．

{
s(α)
(I )

} [
F i −1

]
=

[
F i −T

] {
s(α)
(I )

}
=


1/w

− tanβ/w
0

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.62)

次に，分子鎖基底ベクトル m(α)
(I ) に対して式 (C.61)および式 (C.62)と同様の座標変換を行えば，その結果は

それぞれ次のようになる．

[
F i

] {
m(α)

(I )

}
=


w tanβ

w
0

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.63)

Fig. C.1 Concrete representation of inelastic deformation
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{
m(α)

(I )

} [
F i −1

]
=


0

1/w
0

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.64)

ところで，第 1中間配置における速度こう配の非弾性部分 L i
(M) を表した式 (3.64)を再出すれば次式のとお

りである．

L i
(M) =

∑
α

F i
(
γ̇(α) P(α)

(I ) + ε̇i(α)
m Q(α)

(I )

)
F i −1

=
∑
α

[
γ̇(α) ∥F i s(α)

(I ) ∥ ∥m
(α)
(I ) F i −1∥ s(α)

(M) ⊗ m(α)
(M)

+ ε̇i(α)
m F i

(
s(α)
(I ) ⊗ s(α)

(I ) + m(α)
(I ) ⊗ m(α)

(I ) + t(α)
(I ) ⊗ t(α)

(I )

)
F i −1

]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.65)

ここで，式 (C.65)の右辺第 1項におけるベクトルの大きさ ∥F i s(α)
(I ) ∥および ∥m

(α)
(I ) F i −1∥については，それぞれ

式 (C.61)および式 (C.64)を用いて具体的に計算することができ，

∥F i s(α)
(I ) ∥ =

√
w2 = w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.66)

∥m(α)
(I ) F i −1∥ =

√
1

w2
=

1
w

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.67)

となることから，結局次式が成り立つ．

∥F i s(α)
(I ) ∥ ∥m

(α)
(I ) F i −1∥ = w× 1

w
= 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.68)

ゆえに，式 (C.65)の右辺第 1項は次式のように整理できる．

γ̇(α)∥F i s(α)
(I ) ∥ ∥m

(α)
(I ) F i −1∥s(α)

(M) ⊗ m(α)
(M) = γ̇

(α)s(α)
(M) ⊗ m(α)

(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.69)

すなわち，非弾性変形こう配による配置変換によって，各分子鎖基底ベクトルの積をとったものの大きさは変

換を受ける前の大きさと変わらないという結果が得られた．

一方，式 (C.65)右辺第 2項における初期配置での分子鎖基底テンソル Q(α)
(I ) は式 (C.60)を用いて具体的に成

分表示することができ，その導出過程は次のようなものである．

{
s(α)
(I )

}
⊗

{
s(α)
(I )

}
=

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.70)

{
m(α)

(I )

}
⊗

{
m(α)

(I )

}
=

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.71)

{
t(α)
(I )

}
⊗

{
t(α)
(I )

}
=

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.72)

式 (C.70)，式 (C.71)および式 (C.72)を加えれば，

[
Q(α)

(I )

]
=

{
s(α)
(I )

}
⊗

{
s(α)
(I )

}
+

{
m(α)

(I )

}
⊗

{
m(α)

(I )

}
+

{
t(α)
(I )

}
⊗

{
t(α)
(I )

}
=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.73)

となる．すなわち，初期配置での分子鎖基底テンソル Q(α)
(I ) を成分表示すれば，それは恒等 (単位)テンソル I

そのものであることがわかる．ゆえに Q(α)
(I ) はどのような配置変換を受けてもその成分は不変であり，当然な

がら式 (C.65)の右辺第 2項においても次式が成り立つ．



146 補足 C 第 3章の補足

F i
(
s(α)
(I ) ⊗ s(α)

(I ) + m(α)
(I ) ⊗ m(α)

(I ) + t(α)
(I ) ⊗ t(α)

(I )

)
F i −1 = F i IF i −1 = I

= s(α)
(M) ⊗ s(α)

(M) + m(α)
(M) ⊗ m(α)

(M) + t(α)
(M) ⊗ t(α)

(M) . . . . . . . . . . (C.74)

したがって，これまでの分子鎖基底の配置変換に関する検討と式 (C.69)および式 (C.74)より得られた結論を

考慮することにより，第 1中間配置 β(M) における速度こう配の非弾性部分は次式のように整理される．

L i
(M) =

∑
α

[
γ̇(α)s(α)

(M) ⊗ m(α)
(M) + ε̇

i(α)
m

(
s(α)

(M) ⊗ s(α)
(M) + m(α)

(M) ⊗ m(α)
(M) + t(α)

(M) ⊗ t(α)
(M)

)]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.75)

これより，式 (3.65)が得られる．

C.5 従来の体積変化を考慮した結晶塑性論における問題点

従来の体積変化を考慮した結晶塑性論 (94) においては，初期配置における塑性速度こう配 Lp
(I ) を次式のよう

に定義している．

Lp
(I ) =

∑
α

(
γ̇(α)s(α)

(I ) ⊗ m(α)
(I ) + ε̇

p(α)
m m(α)

(I ) ⊗ m(α)
(I )

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.76)

ここで，γ(α) はすべり，εp(α)
m はすべり面に垂直な塑性ひずみである．

いま，通常の結晶塑性論の体系に基づく 4配置構成を考え (図 C.2参照)，式 (C.76)を塑性変形こう配 Fpを

用いて通常の第 1中間配置における塑性速度こう配 Lp
(M) は式 (C.65)と同様に次式のように求められる．

Lp
(M) = FpLp

(I )F
p−1

=
∑
α

Fp
(
γ̇(α) s(α)

(I ) ⊗ m(α)
(I ) + ε̇

p(α)
m m(α)

(I ) ⊗ m(α)
(I )

)
Fp−1

=
∑
α

(
γ̇(α)∥Fps(α)

(I ) ∥ ∥m
(α)
(I ) Fp−1∥s(α)

(M) ⊗ m(α)
(M) + ε̇

p(α)
m Fpm(α)

(I ) ⊗ m(α)
(I ) Fp−1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.77)

ここで，式 (C.77)における塑性変形こう配 Fpは，補足 C.4における非弾性変形こう配 F i に対応しているこ

とから，式 (C.77)右辺第 1項の ∥Fps(α)
(I ) ∥および ∥m

(α)
(I ) Fp−1∥はそれぞれ式 (C.66)および式 (C.67)と同様に計

算することができ，その結果は次のようになる．

∥Fps(α)
(I ) ∥ =

√
w2 = w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.78)

∥m(α)
(I ) Fp−1∥ =

√
1

w2
=

1
w

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.79)

式 (C.78)および式 (C.79)より，次式が成り立つ．

∥Fps(α)
(I ) ∥ ∥m

(α)
(I ) Fp−1∥ = w× 1

w
= 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.80)

すなわち，式 (C.68)と同様に，塑性変形こう配を用いた配置変換によって，各結晶基底の積をとったものの大

きさは変換を受ける前の大きさと変わらない．これは，すべりのみを考慮した通常の結晶塑性論における運動

学の体系を支持する結果となった．

次に，式 (C.77)右辺第 2項におけるテンソル積 Fpm(α)
(I ) ⊗ m(α)

(I ) Fp−1を式 (C.63)および式 (C.64)を用いて成

分表示すれば，次式のようになる．

{
Fpm(α)

(I )

}
⊗

{
m(α)

(I ) Fp−1
}
=


w tanβ

w
0

 ⊗ {
0 1/w 0

}
=

0 tanβ 0
0 1 0
0 0 0

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.81)
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一方，通常の結晶塑性論の体系において，初期配置における結晶基底 m(α)
(I ) は，塑性変形こう配を用いて配置

変換を受けてもその方向は変わらないはずであるから，変換後の結晶基底 m(α)
(M) の成分を表示すれば，

{
m(α)

(M)

}
=


0
1
0

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.82)

となる．式 (C.82)を用いてテンソル積 m(α)
(M) ⊗ m(α)

(M) を計算すれば次式を得る．

{
m(α)

(M)

}
⊗

{
m(α)

(M)

}
=


0
1
0

 ⊗ {
0 1 0

}
=

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.83)

式 (C.81)と式 (C.83)を見比べれば，

Fpm(α)
(I ) ⊗ m(α)

(I ) Fp−1 , m(α)
(M) ⊗ m(α)

(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.84)

となってしまい，式 (C.77)における右辺第 2項は，通常の結晶塑性論のような配置変換ができないとわかる．

すなわち，従来の体積変化を考慮した結晶塑性論では，塑性速度こう配 Lp
(I ) の等方部分を表すテンソルとし

て，m(α)
(I ) ⊗ m(α)

(I ) を用いてきたが，この部分は偏差部分を表す s(α)
(I ) ⊗ m(α)

(I ) と同様の配置変換則を適用できない．

一方，本研究のように非弾性速度こう配の等方部分を表す分子鎖基底テンソルを

Q(α)
(I ) ≡ s(α)

(I ) ⊗ s(α)
(I ) + m(α)

(I ) ⊗ m(α)
(I ) + t(α)

(I ) ⊗ t(α)
(I ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.85)

と定義しておけば，式 (C.73)で示したようにその成分は恒等テンソル I の成分と等しくなり，通常の結晶塑

性論における運動学の体系をそのまま適用することが可能となる．
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Fig. C.2 Configrations and crystal grids
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Fig. C.3 Update of molecular chain base vector

C.6 分子鎖基底の更新における問題点

式 (3.90)から s(α) の時間増分を求めて s(α) を更新すると

s(α)(t + ∆t) = s(α)(t) + ∆t ṡ(α)(t) = s(α)(t) + ∆t W∗(α)s(α)(t) = (I + ∆t W∗(α)) s(α)(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.86)

となる．時間増分 ∆t が無限小であれば問題はないが，数値解析上で ∆t を無限小にすることはできないため，

図 C.3のように，必ず ∥s(α)(t + ∆t)∥ ≥ ∥s(α)(t)∥となってしまう．このことは，時間ステップごとに分子鎖基底
ベクトルが伸びることを意味しており，分子鎖基底の正規性が保たれなくなる．また，m(α) に関しても同様の

更新方法をとるため，s(α) と m(α) が直交しなくなる恐れもある．

C.7 式 (3.94)の導出

ここでは，式 (3.94)の導出を行う．まず，n = 1のとき，式 (3.94)が成り立つことは明らかである．ここで

一般に，反対称テンソルW∗(α) とそれに双対な軸性ベクトル w
∗(α) には次の関係がある．

W∗(α)
i j = −ei jk w

∗(α)
k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.87)

式 (C.87)を用いれば，

W∗(α)
ik W∗(α)

k j = (−eikl w
∗(α)
l ) (−ek jmw

∗(α)
m )

= ekli ek jmw
∗(α)
l w

∗(α)
m

= (δl j δim − δlm δi j )w
∗(α)
l w

∗(α)
m

= w
∗(α)
i w

∗(α)
j − ∥w∗(α)∥2 δi j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.88)

W∗(α)
ik W∗(α)

kl W∗(α)
l j = (w∗(α)

i w
∗(α)
l − ∥w∗(α)∥2 δil ) (−el jm w

∗(α)
m )

= −ejml w
∗(α)
m w

∗(α)
l w

∗(α)
i + ∥w∗(α)∥2 ei jm w

∗(α)
m

= −∥w∗(α)∥2 W∗(α)
i j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.89)

となる．ただし，交代記号に関する次の公式を用いている．

ei jk eilm = δ jl δkm− δ jm δkl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.90)

式 (C.89)は n = 2のときの式 (3.94)1となっていることがわかる．また，式 (C.89)より

W∗(α) 4
i j = −∥w∗(α)∥2 W∗(α)

ik W∗(α)
k j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.91)
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であり，これは n = 2のときの式 (3.94)2である．さらに，式 (C.91)へ式 (C.88)を代入すれば

W∗(α) 4
i j = −∥w∗(α)∥2 (w∗(α)

i w
∗(α)
j − ∥w∗(α)∥2 δi j ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.92)

となるから，

W∗(α) 5
i j = −∥w∗(α)∥2 (w∗(α)

i w
∗(α)
k − ∥w∗(α)∥2 δik) (−ek jl w

∗(α)
l )

= ∥w∗(α)∥2 ejlk w
∗(α)
l w

∗(α)
k w

∗(α)
i − ∥w∗(α)∥4 ei jl w

∗(α)
l

= ∥w∗(α)∥4 W∗(α)
i j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.93)

であり，式 (C.93)は n = 3のときの式 (3.94)1となっていることがわかる．また，式 (C.93)より

W∗(α) 6
i j = ∥w∗(α)∥4 W∗(α)

ik W∗(α)
k j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.94)

であり，これは n = 3のときの式 (3.94)2 である．以上を繰り返していくと，一般的な nの値に対しても

式 (3.94)が成り立つことがわかる．
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第 4章の補足

D.1 内力のなす仮想仕事率に関する変形

ここでは，式 (4.12)の計算過程を示す．

式 (4.11)における変形速度の仮想量 D̆は，速度こう配 L の対称部分の仮想量であるから，次のように置き

換えることができる．

D̆ = L̆ − W̆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.1)

ただし，W̆は，速度こう配 L の反対称部分Wの仮想量である．また，速度こう配 L およびその反対称テンソ

ルWの仮想量は次のように表せる．

L̆ = gradv̆

W̆ = I × w̆

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.2)

式 (D.1)，式 (D.2)を式 (4.11)に代入すると次式のようになる．

P̆ = T · D̆
= T · ( L̆ − W̆ )

= T · ( gradv̆ − I × w̆ ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.3)

ここで，次の指標表示から得る，2つの関係式を利用する．

T · gradv̆ → Ti j v̆i, j = ( Ti j v̆i ), j − Ti j, j v̆i

→ div ( TT
v̆ ) − ( div T ) · v̆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.4)

T · ( I × w̆ ) → Ti j ejkl δik w̆l = ejkl Ti j δik w̆l

= el jk δki Ti j w̆l

= el jk Tk j w̆l

→ ( e · ·T ) · w̆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.5)

式 (D.4)，式 (D.5)を式 (D.3)に代入して式 (4.12)を得る．
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D.2 式 (4.13)の導出

ここでは，式 (4.13)の導出過程をGaussの発散定理を用いて詳細に示す．式 (4.9)，式 (4.10)および式 (4.12)

を仮想仕事率の原理の式 (4.8)に代入して次式を得る．∫
V

{
ρ ( f − v̇ ) · v̆ + ( div T ) · v̆ + ( e · ·T ) · w̆ − div ( TT

v̆ )
}

dv +
∮
S

(n)

t · v̆da = 0 . . . . . . . . . . . (D.6)

ここで，下線部の項の体積分に Gaussの発散定理を用いると次式のようになる．∫
V

div ( TT
v̆ ) dv →

∫
V

( T ji v̆ j ),i dv =
∮
S

T ji v̆ j ni da

=

∮
S

T ji ni v̆ j da

→
∮
S

(Tn) · v̆da . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.7)

式 (D.7)を式 (D.6)に代入して，式 (4.13)を得る．

D.3 式 (4.24)の導出

式 (4.23)の左辺は，次のように書ける．∫
V

T · D̆ dv=
∫
V

T · L̆ dv. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.8)

ここで，T = J−1ΠFT，L̆ = gradv̆ → ∂ v̆i

∂ x j
=

∂ v̆i

∂ x(I ) k

∂ x̆(I ) k

∂ x j
→ (Gradv̆) F−1および dv= J dv0という関係を用

いれば∫
V

T · L̆ dv=
∫
V0

(J−1ΠFT) · [(Gradv̆) F−1] J dv0

→
∫
V0

Πik F jk
∂ v̆i

∂ x(I ) l
F−1

l j dv0

=

∫
V0

Πik
∂ v̆i

∂ x(I ) k
dv0

→
∫
V0

Π · Gradv̆dv0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.9)

となる．また，式 (4.24)の右辺第 1項については，T = J−1ΠFT，nda= JF−T n0 da0，
(n)

t = Tnおよび
(0)

t = Πn0

という関係を用いて
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∮
S

(n)

t · v̆da=
∮
S
(Tn) · v̆da

=

∮
S
(TT

v̆) · nda

=

∮
S0

(J−1FΠT
v̆) · (JF−T n0) da0

→
∮
S0

Fi j Πk j v̆k F−1
li n0 l da0

=

∮
S0

Πk j v̆k n0 j da0

→
∮
S0

(Πn0) · v̆ da0

=

∮
S0

(0)

t · v̆da0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.10)

と変形でき，第 2項については ρ = J−1 ρ0および dv= J dv0という関係を用いて∫
V
ρ f · v̆dv=

∫
V0

J−1ρ0 f · v̆ J dv0

=

∫
V0

ρ0 f · v̆dv0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.11)

と変形できる．したがって，式 (4.24)が得られる．

D.4 式 (4.27)の導出

式 (4.27)の第 1辺に Π = JTF−T を代入すれば

Π̇FT = (JTF−T)·FT

= J̇T + JṪ + JTḞ−T FT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.12)

ここで，J̇ = J(trL) [補足 D.5] および Ḟ−T FT = (F−T FT)· − F−T ḞT = − (ḞF−1)T = − LT という関係を用いれば

J̇T + JṪ + JTḞ−T FT = J
[
(trL)T + Ṫ − TLT

]
= J(

�

T + LT) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.13)

となり，式 (4.27)の第 2辺が得られる．ただし，
�

T ≡ Ṫ − LT − TLT + (trL)T である．さらに，

J(
�

T + LT) = J
(
Ṫ − TLT − LT + (trL)T + LT

)
= J

(
◦
T − (T D + DT) + (trL)T + LT

)
= J

(
◦
T − P : D + (trL)T + LT

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.14)

のように式 (4.27)の第 3辺が得られる．ただし，
◦
T ≡ Ṫ + TW −WTおよび

P : D→ (δil Tk j + Tikδ jl )Dkl = DikTk j + TikDk j → DT + T D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.15)

を用いている．また，JṪ + J(trL)T = (JT)· = ˙̃T より，
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J
(
◦
T − P : D + (trL)T + LT

)
= J

(
J−1 ˙̃T + TW −WT − P : D + LT

)
= J

(
J−1(

◦

T̃ − P̃ : D) + LT
)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.16)

のように式 (4.27)の第 4辺が得られる．

D.5 Jacobianの物質時間微分

行列式の展開公式

(detA) ei jk = elmn Ail A jm Akn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.17)

より，次式が成り立つ．

J ei jk = elmn Fil F jm Fkn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.18)

式 (D.18)の両辺に ei jk を乗じ，ei jk ei jk = 6を用いれば

J =
1
6

ei jk elmn Fil F jm Fkn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.19)

を得る．式 (D.19)の両辺を物質時間微分し，Ḟi j =
∂ ẋi

∂ x(I ) j
=
∂ vi

∂ xk

∂ xk

∂ x(I ) j
= vi,k Fk j を考慮すれば

J̇ =
1
6

ei jk elmn (Ḟil F jm Fkn + Fil Ḟ jm Fkn + Fil F jm Ḟkn)

=
1
6

ei jk elmn (vi,p Fpl F jm Fkn + Fil v j,p Fpm Fkn + Fil F jm vk,p Fpn)

=
1
6

(ep jk vp,i + eipk vp, j + ei jp vp,k) elmn Fil F jm Fkn

=
1
6

(ep jk vp,i + eipk vp, j + ei jp vp,k) J ei jk

=
1
6

(ep jk ei jk vp,i + eipk ei jk vp, j + ei jp ei jk vp,k) J

=
1
6

(2δpi vp,i + 2δp j vp, j + 2δpk vp,k) J

=
1
3

(vp,p + vp,p + vp,p) J

= J vi,i

= J (trL) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.20)

が得られる．

D.6 式 (4.30)の導出

式 (4.26)の左辺から式 (4.30)の左辺を導出する．∫
V0

Π̇ · Gradv̆dv0 →
∫
V0

Π̇i j
∂ v̆i

∂ x(I ) j
dv0 =

∫
V0

Π̇i j
∂ v̆i

∂ xk

∂ xk

∂ x(I ) j
dv0

→
∫
V0

(Π̇FT) · L̆ dv0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.21)



D.7 Kirchhoff応力の Jaumann速度に対する仮定 155

ここで，式 (4.27)を代入すれば∫
V0

(Π̇FT) · L̆ dv0 =

∫
V0

J

[
J−1(

◦

T̃ − P̃ : D) + LT
]
· L̆ dv0

=

∫
V

[
J−1(

◦

T̃ − P̃ : D) · D̆ + (LT) · L̆
]

dv. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.22)

となり，式 (4.30)の左辺が得られる．ただし，(
◦

T̃ − P̃ : D)の対称性を利用している．

D.7 Kirchhoff応力の Jaumann速度に対する仮定

式 (4.30)における Kirchhoff応力の Jaumann速度
◦

T̃ は次のように表される．

◦

T̃ = ˙̃T −WT̃ + T̃W

= J̇T + JṪ − JWT + JTW

= J(trL)T + J
◦
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.23)

ここで，updated Lagrange形式においては現配置が参照配置となるため，J→1を考慮すれば

J(trL)T + J
◦
T = (trL)T +

◦
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.24)

となる．さらに，弾性変形は微小であり，非弾性変形中は体積不変である (trL ≈ trL i = trDi = 0)と仮定すれば

(trL)T +
◦
T ≈

◦
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (D.25)

となる．
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E.1 弾性構成式における応力速度と弾性変形速度の逆変換

ここでは，式 (5.33)における応力速度と弾性変形速度の逆変換の過程について述べる．まず，式 (5.33)を，

次のようにまとめておく．

De
(m) i j =

(
1 + ν

E
Ṫ(m) i j −

ν

E
Ṫ(m) kk δi j

)
+ Λe

(m) i j θ̇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.1)

ここで，

Λe
(m) i j ≡

{
∂

∂ θ

(
1 + ν

E

)
δik δ jl −

∂

∂ θ

(
ν

E

)
δi j δkl

}
T(m) kl +

{
αh +

∂ αh

∂ θ
( θ − θ0 )

}
δi j . . . . . . . . . (E.2)

である．式 (E.1)において両辺のトレースをとれば，

De
(m) kk =

(
1− 2ν

E

)
Ṫ(m) kk + Λe

(m) kk θ̇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.3)

となり，上式 (E.3)を Ṫ(m) kkについて解けば，

Ṫ(m) kk =
E

1− 2ν
( De

(m) kk − Λe
(m) kk θ̇ ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.4)

となる．この式 (E.4)を式 (E.1)に代入すると，次式を得る．

De
(m) i j =

{
1 + ν

E
Ṫ(m) i j −

ν

1− 2ν
( De

(m) kk − Λe
(m) kk θ̇ ) δi j

}
+ Λe

(m) i j θ̇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.5)

さらに，上式 (E.5)を応力速度 Ṫ(m) i j について解けば，

Ṫ(m) i j =
E

1+ ν
De

(m) i j +
E ν

(1+ ν) (1− 2ν)
De

(m) kk δi j

(a)

− E ν
(1+ ν) (1− 2ν)

Λe
(m) kk δi j θ̇ −

E
1+ ν

Λe
(m) i j θ̇

(b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.6)

と求まる．ここで，上式 (E.6)中の下線部 (a)については，Lamé定数 λおよび µを用いて

2µDe
(m) i j + λDe

(m) kk δi j = (λ δi j δkl + 2µ δik δ jl ) De
(m) kl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.7)

のように書き換えられる．ただし，次のような関係式を用いている．

λ =
E ν

(1+ ν) (1− 2ν)
, 2µ =

E
1+ ν

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.8)
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また，上式 (E.8)の関係を用いれば，式 (E.6)中の下線部 (b)についても

−
{

E ν
(1+ ν) (1− 2ν)

δi j δkl +
E

1+ ν
δik δ jl

}
Λe

(m) kl θ̇ = − ( λ δi j δkl + 2µ δik δ jl )Λe
(m) kl θ̇ . . . . . . . . . . . . (E.9)

と書き換えられる．

よって，式 (E.8)と式 (E.9)を式 (E.6)に戻せば，第 2中間配置における弾性構成式が，応力速度について解

いた形で求まり，それは次式のようになる．

Ṫ(m) i j = ( λ δi j δkl + 2µ δik δ jl ) De
(m) kl − ( λ δi j δkl + 2µ δik δ jl )Λe

(m) kl θ̇

= ( λ δi j δkl + 2µ δik δ jl ) ( De
(m) kl − Λe

(m) kl θ̇ ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.10)

最後に，上式 (E.10)を現配置へ回転し，直接表示すれば，式 (5.34)が得られる．

E.2 等方性弾性係数の成分

弾性変形速度テンソル Deの対称性を考慮した場合，等方性弾性係数は式 (5.38)に示されるように，その対

称性から 21成分に制限される．(6× 6)のマトリックス表示にすると，次のようになる．

[
Ce] =



Ce
1111 Ce

1122 Ce
1133 Ce

1112 Ce
1123 Ce

1131

Ce
2222 Ce

2233 Ce
2212 Ce

2223 Ce
2231

Ce
3333 Ce

3312 Ce
3323 Ce

3331

Ce
1212 Ce

1223 Ce
1231

Sym. Ce
2323 Ce

2331

Ce
3131


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.11)

さらに，式 (5.37)を代入すれば

[
Ce] =



λ + 2µ λ λ 0 0 0

λ + 2µ λ 0 0 0

λ + 2µ 0 0 0

µ 0 0

Sym. µ 0

µ


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.12)

のように，独立な 3成分 λ + 2µ，λおよび µのみで決定される．

E.3 異方性係数テンソル

本文中では 5.10節で定義している異方性変数テンソル H を式 (5.47)へそのまま代入することで異方性弾性

構成式に反映させているが，このモデルを用いて FEM解析を行うと，図 7.31の解析結果に見られるように軸

方向の弾性率の増加分と幅方向の弾性率の減少分がほぼ等しいという結果が得られる．しかしながら，PMMA

フィルムに対する実験結果によれば，配向に対して垂直方向の弾性率の減少分よりも配向方向の増加分の方が

大きいことがわかっている [補足 G.3]．このような軸方向と幅方向に現れる変形誘起異方性の度合の違いを表

現するためには，本モデルを次のように拡張すればよいと考えられる．
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異方性変数テンソル H が 2階のテンソル χによる写像を受け，次式のように Ĥ に変換されることを考え

る．

Ĥ ≡ χH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.13)

ここで，χは分子鎖配向状態を表すテンソル H を弾性異方性状態を表すテンソル Ĥ へ変換するための材料定

数としての役割をもつテンソルであり，すべり系の配向方向が x′1軸に一致するような x′i 系でその成分を行列

表示すれば，次のように対角行列 [χd] となる．

[χd] =


χd

11 0 0

0 χd
22 0

0 0 χd
33

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.14)

よって，式 (E.13)を x′i 系において行列表示すれば

[Ĥd] ≡ [χd][ Hd]

=


χd

11 0 0

0 χd
22 0

0 0 χd
33



Hd

11 0 0

0 Hd
22 0

0 0 Hd
33

 =

χd

11H
d
11 0 0

0 χd
22H

d
22 0

0 0 χd
33H

d
33

 . . . . . . . . . . . . . . . (E.15)

となる．このように Ĥ を定義し，Ĥ を H の代わりに式 (5.47) へ導入し，それを式 (5.46) に代入すれば，

式 (5.39)で定義した弾性異方性を表す 4階のテンソル Cが Ĥ によって

C = C (Ĥ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.16)

と表されることになる．式 (E.15)における異方性係数テンソル χの 3つの成分 χd
11，χ

d
22および χd

33の値を実

験から同定することにより，軸方向と幅方向に現れる変形誘起異方性の度合の違いを表現することができると

考えられる．

E.4 4階のテンソルの Mandel-Kratochvil速度の導出

補足 C.1では，2階のテンソルの Mandel-Kratochvil速度を導出したが，ここでは任意の 4階のテンソル A

の Mandel-Kratochvil速度を導出する．4階のテンソル Aに関する A(m) i jkl = R∗miR
∗
n jR
∗
pkR
∗
qlAmnpqの変換から，

第 2中間配置 β(m) における A(m) の共回転速度は次式のようになる．

Ȧ(m) i jkl = Ṙ∗miR
∗
n jR
∗
pkR
∗
qlAmnpq+ R∗miṘ

∗
n jR
∗
pkR
∗
qlAmnpq

+ R∗miR
∗
n jṘ
∗
pkR
∗
qlAmnpq+ R∗miR

∗
n jR
∗
pkṘ
∗
qlAmnpq+ R∗miR

∗
n jR
∗
pkR
∗
qlȦmnpq

= R∗miR
∗
n jR
∗
pkR
∗
ql(R

∗
mrṘ

∗
srAsnpq+ R∗nrṘ

∗
srAmspq+ R∗prṘ

∗
srAmnsq+ R∗qrṘ

∗
srAmnps+ Ȧmnpq)

= R∗miR
∗
n jR
∗
pkR
∗
ql(W

∗
smAsnpq+W∗snAmspq+W∗spAmnsq+W∗sqAmnps+ Ȧmnpq)

= R∗miR
∗
n jR
∗
pkR
∗
ql

▽
Amnpq. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.17)

ここで，W∗ ≡ Ṙ∗R∗T である．したがって，4階のテンソル Aの共回転速度 (Mandel-Kratochvil速度)は次の

ように定義される．

▽
Ai jkl ≡ Ȧi jkl + Am jklW

∗
mi + AimklW

∗
m j + Ai jmlW

∗
mk+ Ai jkmW∗ml . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.18)
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E.5 分子鎖網目理論における背応力の構成式

ここでは，ポリマ特有のひずみ軟化後の後続再硬化現象を再現するために分子鎖網目理論に基づいて

Arruda-Boyce(35) により提案された背応力の構成式を紹介する．また，背応力の構成式を本分子鎖塑性モデル

に適用する際の手法についても述べる．さらに，せん断変形時の大変形域における分子鎖の絡み点数変化を許

容した田中ら (16)，Tomita-Tanaka(39) および Tomitaら (40) による非アフィンモデルを紹介する．

E.5.1 背応力の構成式

非晶性ポリマは引張変形を加えると著しい変形誘起異方性を示す．すなわち，初期降伏後くびれが形成さ

れ，伝ぱすると，くびれが伝ぱした部分は他の部分に比べて引張方向の強度が著しく増加するという現象が見

られる．このくびれの伝ぱ現象は，現象論的には真応力–真ひずみ曲線におけるひずみ軟化後の後続再硬化と

して説明され，Hutchinson-Neale(21) の現象論的構成式を用いたくびれ現象の研究以来数多くの研究がなされ

ている．しかしながら，このようなポリマに特異な現象は，微視的には，高分子鎖の延伸方向への配向による

分子鎖網目構造の変化，すなわち配向硬化が原因となっており，これを再現するために分子鎖の回転や配向な

どの微視的な内部構造変化を反映できる構成式の定式化が必要不可欠となる．これに対し分子鎖の挙動を対象

とした研究の歴史は古く，Kuhn-Gr̈un(32) の Langevin関数を用いた 1本の分子鎖の変形挙動のモデル化まで

さかのぼることができる．その後，アフィンモデルを用いた 3次元，3鎖 (33)(34)，8鎖 (35) モデルなどの分子

鎖網目理論が提案され，現在では単軸引張りおよび圧縮，等二軸引張り，純粋せん断における変形応答を正確

に再現できる 8鎖モデルが最もよく用いられる．そこで本項では，分子鎖網目理論および Arruda-Boyce(35) に

よって提案された 8鎖モデルについてその概要を以下に紹介し，背応力の構成式の定式化について説明する．

分子鎖網目理論では，ポリマの微視的構造を考慮するにあたり，通常図 2.2に示すような簡単化した分子鎖

網目モデルが用いられる．すなわち，図 2.2(a)のポリマは同図 (b)に示すような多数の分子鎖で構成され，同

図 (c)のように分子鎖の絡み点を架橋点とみなした分子鎖網目構造をなしているものとする．1本の分子鎖は

同図 (c)における 2つの絡み点によって定義され，この分子鎖は同図 (d)に示すようないくつかのモノマから

なる複数のセグメントによって構成される．Haward-Thackray(95) は，このようなポリマが非弾性的に変形す

るためには，2つの変形抵抗に打ち勝つ外力が与えられなくてはならないことを示している．つまり，ポリマ

が降伏する前に，分子鎖の回転に対する抵抗を上回る力が負荷されなくてはならないこと，ならびにさらなる

変形に対して，分子鎖の配向に伴う形態エントロピーの低下がもたらす内部抵抗の増加，すなわち配向抵抗を

上回る外力が加わらなくてはいけないことを示している．そして特に後者に関し，Kuhn-Gr̈unにより 1本の

分子鎖に対して導出された，分子鎖に加わる応力 σchと伸び λS の関係式

σch = kB θ
√

N λS L−1

(
λS√

N

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.19)

を背応力として用いることを提案している．ここで，N は 1本の分子鎖中の平均的なセグメント数，kB は

Boltzmann定数である．また，関数 L−1(x)は次式で定義される Langevin関数の逆関数である．

L(x) = cothx − 1
x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.20)

さらに，図 2.2(c)に示す分子鎖網目構造は通常，図 2.3に示すような，3鎖あるいは 8鎖モデルに置き換え

て解析が行われており，単位体積あたり相互干渉がない n本の分子鎖を含むポリマに対して式 (E.19)を適用

することにより，3鎖モデルにおける応力テンソルの主値 σ(3ch)
i および 8鎖モデルにおける応力テンソルの主
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値 σ(8ch)
i はそれぞれ次のように表される．

σ(3ch)
i =

1
3

CR
√

N λi L−1

(
λi√
N

)
− σm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.21)

σ(8ch)
i =

1
3

CR
√

N
λi

λm
L−1

(
λi√
N

)
− σm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.22)

ここで，λi は主ストレッチ，λm ≡
√

(λ2
1 + λ2

2 + λ2
3)/3，CR ≡ n kB θ，σm は静水圧応力である．さらに

Arruda-Boyce(35) は，分子鎖同士の絡み点数は変形中も変化しないとするアフィン変形を仮定し，分子鎖網目

の配向に対する抵抗は塑性流れを駆動しない背応力として作用すると考え，式 (E.22)で表される 8鎖モデル

において主ストレッチ λi を左非弾性ストレッチテンソル V i の主値 Vi
i で置き換え，背応力テンソル B(M) の主

値 B(M) i を次式で評価している．

B(M) i =
1
3

CR
√

N
Vi

i
2 − λ2

ch

λch
L−1

(
λch√

N

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.23)

ここで，λchは λch ≡
√

(Vi
1

2
+ Vi

2
2
+ Vi

3
2)/3と表される．また，逆 Langevin関数は引数が 1に近づくと急激

に増大する関数であるから，式 (E.23)において λchが分子鎖の限界ストレッチ
√

Nに近づくと，背応力 B(M)

の主値は急激に増加する．これにより配向硬化が表現される．

なお，式 (E.23)における逆 Langevin関数 L−1(x)の近似計算については，補足 E.5.4を参照されたい．

E.5.2 背応力に対する分解せん断応力

式 (E.23)で表される 8鎖モデルにおける背応力の構成式を用いた引張・圧縮変形に関する数値シミュレー

ションは，実験結果をよく再現することが知られている．本理論では，有効分解せん断応力 τ̂(α) = τ(α) − τ(α)
b

を求める際に必要となる分解せん断背応力 τ(α)
b の構成式として，Arruda-Boyceにより 8鎖モデルに対して定

式化された式 (E.23)を適用している．すなわち，式 (E.23)をすべり系ごとに記述すると，

B(α)
(M) i =

1
3

CR
√

N
Vi(α)

i

2 − λ(α)
ch

2

λ(α)
ch

L−1

 λ(α)
ch√
N

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.24)

となる．ここで，背応力の主方向 b(α)
(M) i は，近似的に左非弾性ストレッチの主方向 vi(α)

i に一致すると仮定する

と，背応力 B(α)
(M) は以下のような固有値と固有ベクトルの関係

(96) から得られる．

[B(α)
(M)] =

[
{b(α)

(M) 1}{b
(α)
(M) 2}{b

(α)
(M) 3}

]
diag[B(α)

(M) i ]
[
{b(α)

(M) 1}{b
(α)
(M) 2}{b

(α)
(M) 3}

]T

=
[
{vi(α)

1 }{v
i(α)
2 }{v

i(α)
3 }

]
diag[B(α)

(M) i ]
[
{vi(α)

1 }{v
i(α)
2 }{v

i(α)
3 }

]T
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.25)

したがって，現配置における背応力は微小弾性変形の仮定を用いて B(α) ≈ R∗B(α)
(M)R

∗T により求められ，背応

力に対する分解せん断成分 τ(α)
b は以下のように計算される．

τ(α)
b = B(α) · P(α)

S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.26)

これより，分解せん断応力 τ(α) については弾粘塑性構成式から得られる応力 T を用いて τ(α) = T · P(α)
S の

ように計算し，一方，分解せん断背応力 τ(α)
b については式 (E.26)を用いて計算することにより，それらの差

τ̂(α) = τ(α) − τ(α)
b から有効分解せん断応力 τ̂(α) を求めることが可能となる．
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E.5.3 非アフィンモデルと絡み点数変化の関係式

補足 E.5.1で述べたアフィンモデルは，単軸変形および純粋せん断変形における応答を正確に再現すること

ができる．しかし，単純せん断問題において，大変形時に応力値を実験値よりも大きく評価してしまうことが

Wu-Van der Giessen(36) によって指摘されている．このような実験結果とシミュレーション結果との不一致の

要因として，アフィンモデルでは絡み点数を一定と仮定している点が挙げられる．事実，分子鎖の絡み点数

が変形ならびに温度によって変化することが Raha-Bowden(97) や Bottoら (98) によって実験的に確認されてい

る．すなわち，絡み点数の減少が 1本の分子鎖に含まれるセグメント数を増加させ，その結果限界ストレッチ

が増加し配向硬化の発生が抑制される．すると，くびれやせん断帯の伝ぱ挙動が大きく変化することになる．

そこで田中ら (16)，Tomita-Tanaka(39) および Tomitaら (40) は，先に述べたようなシミュレーション上の問題点

を解決して実験結果をより精密に再現するために，絡み点数の変化を許容した非アフィンモデルを提案してお

り，その詳細は以下のようなものである．

図 E.1は分子鎖網目理論における 8鎖ブロックが 1辺に b個並んだ立方体であり，これによりポリマの微小

要素を表している．図 E.1より，立方体中の分子鎖数 nおよび絡み点数mはそれぞれ n = 8b3，m= (b+ 1)3+b3

と求められ，bが十分大きいときには mと nの関係は次式のように表される．

m=
n
4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.27)

次に，立方体中の分子鎖のセグメント総数 NAは変化しないとの仮定をすれば，1本の分子鎖中の平均的なセ

グメント数 Nと分子鎖数 nを用いて

NA = nN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.28)

と表すことができる．したがって，式 (E.27)および式 (E.28)を考慮すれば，1本の分子鎖中のセグメント数は

N =
NA

n
=

NA

4m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.29)

と表され，また分子鎖の限界ストレッチ
√

Nが 1以下になり得ないことから，N > 1より次式が成り立つ．

m <
NA

4
= mult . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.30)

ここで，mult は絡み点数の極限値を表す．式 (E.29)より絡み点数の増加は分子鎖 1本あたりのセグメント数

Nを減少させ，伸長可能性の低下と材料の剛性の相対的な増加を誘発する．一方，絡み点数の減少は伸長可能

性の増加と剛性の低下となって現れる．

b

b

b

Fig. E.1 Minute element of glassy polymer(41)
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田中ら (16)，Tomita-Tanaka(39) および Tomitaら (40) は，変形および温度変化によって絡み点数が変化するこ

と，ならびに主ストレッチ方向が大きく回転する変形に対してアフィンモデルによるシミュレーション結果と

実験結果との対応がよくないことから，絡み点数 mが温度 θ ならびにポリマの局所的な変形状態 ξ によって

変化すると考え，絡み点数を次式のように表している．

m(ξ, θ) = m0 fθ(θ) fξ(ξ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.31)

ここで，ξ は任意の変形量を表す測度，m0 は初期の温度 θ = θ0，変形状態 ξ = 1の場合の絡み点数を表し，

関数 fθ(θ)および fξ(ξ)はそれぞれ温度ならびに局所的な変形が絡み点数の変化に及ぼす影響を表した関数で

ある．

アフィンモデルを用いた場合の単純せん断問題における大変形時の応力値を過大評価してしまう問題を解決

するために，田中らは引張りや圧縮などの単軸変形と単純せん断変形とで大きく異なる値となる測度を選んで

いる．すなわち，材料内に埋め込まれた直交枠の直交性からのゆがみ量を ξ に選び，次式のように表してい

る．

ξ =

(
G1

∥G1∥
× G2

∥G2∥

)
· G3

∥G3∥
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.32)

ここで，Gi は Gi ≡ Fgi と表され，F は変形こう配であり，FEM解析では各節点において求められる変位こ

う配
∂ u
∂ x(I )

を用いて次式のように計算することができる．

F = I +
∂u
∂ x(I )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.33)

また，gi は非弾性変形開始時に材料の主ストレッチ方向に埋め込んだ基底ベクトルである．このゆがみ量 ξ

は，主ストレッチ方向が大きく変化しない変形でほぼ 1となり，単純せん断変形では変形の増加とともに 1か

ら減少していき，変形が大きくなるとその値の変化が緩やかになる．田中らは，ゆがみ量 ξ が小さくなると絡

み点数 mが減少し，材料の剛性が低下するものと仮定して式 (E.31)における fξ(ξ)を次式のように表してい

る．

fξ(ξ) = exp[−c(1− ξ)] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.34)

ここで，cは定数である．

一方，ポリマは，温度上昇に伴い分子鎖の運動が活性化されると分子鎖の移動やすり抜けが起こりやすくな

り，その結果絡み点数が減少し，材料の伸長可能性の向上と剛性の低下を誘発する．Raha-Bowden(97) は，分

子鎖の絡み点数の熱解離エネルギーは Boltzmann分布に従うと仮定し，複屈折を用いた実験結果に基づき分

子鎖数 nと温度の関係を次式で表現している．

n = d′ + e′′
[
1− exp

{
− qa

Rθ

}]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.35)

ここで，d′ は熱の影響を受けない絡み点数に関連した分子鎖数，e′′ は定数，qaは絡み点の熱解離エネルギー，

Rは気体定数である．田中らは，式 (E.27)で表される分子鎖数と絡み点数との関係を考慮し，式 (E.31)にお

ける温度の関数 fθ(θ)を θ = θ0のとき fθ(θ) = 1となるよう次式のように表している．

fθ(θ) = 1+ d

[
exp

{
− qa

Rθ0

}
− exp

{
− qa

Rθ

}]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.36)

ここで，dは定数である．
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Fig. E.2 Approximation of inverse Langevin function

E.5.4 逆 Langevin関数の近似計算

ここでは，背応力の構成式に用いられている逆 Langevin関数の近似計算について述べる．

逆 Langevin関数は，Langevin関数 L(x)の逆関数である．ここに再度 Langevin関数を示す．

L(x) = cothx − 1
x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.37)

この逆関数を具体的に数式で書き表すことはできない．そこで，Langevin関数を表す曲線から独立変数と従

属変数を逆転させてプロットすることで逆 Langevin関数を表す曲線の理論解を求め，それに対して次式のよ

うに近似を行った．

L−1(x) =



20.61x6 − 26.39x5 + 16.02x4 − 2.753x3

+ 0.648 0x2 + 2.959x+ 0.000 900 0 (0< x ≤ 0.6)

27 020x6 − 114 800x5 + 203 500x4 − 192 400x3

+ 102 300x2 − 28 990x+ 3 421 (0.6 < x ≤ 0.875)

1.000
1.000− x

(0.875< x < 1.0)


. . . . . . . . . . . . . . (E.38)

このような近似式で表される逆 Langevin関数の近似解と，Langevin関数から独立変数と従属変数を逆転さ

せることで得た逆 Langevin関数の理論解をプロットして得たものが図 E.2である．これを見ると，2つの曲

線はよく一致しており，逆 Langevin関数として近似式 (E.38)を用いることができるといえる．

E.6 異方性変数テンソルを用いた配向強度パラメータの定義

本解析では，5.9節で定義した配向強度パラメータ Θを用いてポリマ内部の配向状態を可視化した．一方，

5.10節で定義した異方性変数テンソル H を用いても配向強度パラメータを定義することが可能である．ここ

では，異方性変数テンソル H を用いた配向強度パラメータの定義方法について触れる．
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分子鎖すべり系が全て等しい方位をもち，最も配向が強くなっている場合，式 (5.87)および式 (5.88)で表

された分子鎖基底の配向方向およびその垂直方向への射影の平均値はそれぞれ σ1 = 1および σ2 = 0となる．

これらを式 (5.90)へ代入すると

[Hd] =


π

2
− 1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.39)

となる．ここで，[Hd] の大きさを求めれば最も配向が強い場合の異方性変数テンソルの大きさを求めること

ができ，これを ∥Hmax∥とおくと

∥Hmax∥ =
√(

π

2
− 1

)2
+ (−1)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.40)

となる．分子鎖すべり系が等間隔に配置され，最も等方的となっている場合には ∥H∥ = 0となることから，配

向強度パラメータ ΘH を

ΘH ≡ ∥H∥
∥Hmax∥

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (E.41)

と定義すれば，全てのすべり系が同じ方位をもつ場合は ΘH = 1，等方的に配置された場合は ΘH = 0となり，

ΘH を用いても Θを用いた場合と同様に配向の強さを表すことができる．
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補足 F

第 6章の補足

F.1 非弾性応答則における内部変数の検討

式 (6.4)における内部変数 aの発展式を Hasan-Boyce(64) は次式のように与えている．

ȧ = (a− aeq) exp [−ζ exp(−ζγp)]ϖ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.1)

しかし，aは時間進展に対する減少量であるため，その発展式 ȧは負の値をとらなければならない．そこで，

指数関数の値は常に正であることを考えれば，必ず (a− aeq) < 0とならなくてはならない．それに対し，aの

初期値 a(0)は a(0) = 1.06 eV，また平衡値 aeqは aeq = 0.945 eVである．したがって，(a− aeq) > 0となり，

これに矛盾する．そこで，本件に関しては参照論文中のミスタイピングであると判断し，本研究では求める ȧ

の値に負の符号を付して常に負となるよう修正している．

F.2 Argonによる硬化則への接線係数法の適用

ここでは，Argon硬化則を用いる場合について，6.5節と同様，接線係数法による補間を行う．また，ここ

でも有効分解せん断応力 τ̂(α) を分解せん断応力 τ(α) に置き換えて式展開を行う．

まず，第 2章で示した Argon硬化則 (2.3)をすべり系ごとに記述すれば，次のようになる．

γ̇(α) = γ̇0 sgn(τ(α)) exp

− A s̃(α)

θ

 1 −
∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣
5
6

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.2)

ここで，s̃(α) は流れ応力に相当する量であり，静水圧応力の影響を考慮して s̃(α) ≡ s(α) − αp(tr T)/3で表され，

s(α) はせん断強度，αpは圧力係数である．また，せん断強度 s(α) の発展式は

ṡ(α) = h

(
1− s(α)

sss

)∑
β

|γ̇(β)| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.3)

で与えられる (34)．ただし，hは正の定数，sssは s(α) の平衡値である．さらに，弾粘塑性構成式 (5.69)を用い

れば，

tr Ṫ = tr
▽
T = I ·

CeA :

D −
∑
β

γ̇(β) P(β)
S

 + χΓ : T

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.4)

と表せることより，次式を得る．

˙̃s(α)
= h

(
1− s(α)

sss

)∑
β

|γ̇(β)| − 1
3
αp I ·

CeA :

D −
∑
β

γ̇(β) P(β)
S

 + χΓ : T

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.5)



168 補足 F 第 6章の補足

ただし，環境温度を一定として ΛeA θ̇の項は無視している．

時刻 t + ∆tにおける非弾性せん断ひずみ速度 γ̇(α)(t + ∆t)を時刻 tにおいて Taylor展開すると

γ̇(α)(t + ∆t) = γ̇(α)(t) +

(
∂ γ̇(α)

∂ τ(α)

)
t

∆τ(α) +

(
∂ γ̇(α)

∂ s̃(α)

)
t

∆s̃(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.6)

となる．式 (F.6)における偏微分の項を計算すると，(
∂ γ̇(α)

∂ τ(α)

)
t

= sgn(τ(α))
5
6
γ̇(α)(t) A

θ

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣−
1
6

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.7)

(
∂ γ̇(α)

∂ s̃(α)

)
t

=
γ̇(α)(t) A

θ

−1+
1
6

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣
5
6
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.8)

となる．

次に式 (F.7)および式 (F.8)を式 (F.6)に代入し，式 (6.25)に導入することにより

∆γ(α) = ∆t γ̇(α)(t) + ∆t ϑ

[(
∂ γ̇(α)

∂ τ(α)

)
t

∆τ(α) +

(
∂ γ̇(α)

∂ s̃(α)

)
t

∆s̃(α)

]

= ∆t γ̇(α)(t) + ∆t ϑ

sgn(τ(α))
5
6
γ̇(α)(t) A

θ

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣−
1
6

∆τ(α) +
γ̇(α)(t) A

θ

−1+
1
6

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣
5
6
∆s̃(α)

 . . . . . . . (F.9)

ここで，∆τ(α) = τ̇(α)∆tおよび ∆s̃(α) = ˙̃s(α)
∆tという関係を用いれば以下のように表せる．

∆γ(α) = ∆t γ̇(α)(t) + ∆t ϑ

sgn(τ(α))
5
6
γ̇(α)(t) A

θ

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣−
1
6

τ̇(α)∆t +
γ̇(α)(t) A

θ

−1+
1
6

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣
5
6
 ˙̃s(α)

∆t

 . . . . . (F.10)

式 (6.29)および式 (F.5)を式 (F.10)に代入すれば以下のような式が得られる．

∆γ(α) = ∆t γ̇(α)(t) + ∆t ϑ

sgn(τ(α))
5
6
γ̇(α)(t) A

θ

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣−
1
6
{

Y(α) ·
D −

∑
β

γ̇(β) P(β)
S


+ (χΓ : T) · P(α)

S −
∑
β,α

γ̇(β)β(β)

 · P(α)
S

}
∆t

+
γ̇(α)(t) A

θ

−1+
1
6

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣
5
6
 {h

(
1− s(α)

sss

)∑
β

|γ̇(β)|

−1
3
αp

[
(CeA : I ) · D −

∑
β

γ̇(β)
(
tr Y(β)

)
+ χI ·(Γ : T)

]}
∆t

 . . . . . . (F.11)

ここで，γ̇(α)∆t = ∆γ(α) を考慮して，γ̇(α) に関する項を左辺へ移項すると，

∑
β

Nαβ∆γ
(β) = ∆t

γ̇(α)(t) + Z(α) · D + ∆t ϑ sgn(τ(α))
5
6
γ̇(α)(t) A

θ

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣−
1
6

(χΓ : T) · P(α)
S

−∆t ϑ
γ̇(α)(t) A

θ

−1+
1
6

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣
5
6
 1

3
αp χI ·(Γ : T)

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.12)

ただし，
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Nαβ ≡ δαβ + ∆t ϑ

[
sgn(τ(α))

5
6
γ̇(α)(t) A

θ

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣−
1
6 {(

Y(α) · P(β)
S

)
+ (1− δαβ)β(β) · P(α)

S

}

− γ̇
(α)(t) A
θ

−1+
1
6

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣
5
6
 {sgn(τ(β)) h

(
1− s(α)

sss

)
+

1
3
αp

(
tr Y(β)

)}]
. . . . . . . . . . . (F.13)

Z(α) ≡ ∆t ϑ sgn(τ(α))
5
6
γ̇(α)(t) A

θ

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣−
1
6

Y(α) − ∆t ϑ
γ̇(α)(t) A

θ

−1+
1
6

∣∣∣∣∣∣τ(α)

s̃(α)

∣∣∣∣∣∣
5
6
 1

3
αp (CeA : I ) . . . . . . (F.14)

とおいた．

次に，式 (F.12)を ∆γ(α) について解くために，Nαβ の逆行列を Mαβ として，

υ̇(α) ≡
∑
β

Mαβ

γ̇(β)(t) + ∆t ϑ sgn(τ(β))
5
6
γ̇(β)(t) A

θ

∣∣∣∣∣∣τ(β)

s̃(β)

∣∣∣∣∣∣−
1
6

(χΓ : T) · P(β)
S

−∆t ϑ
γ̇(β)(t) A

θ

−1+
1
6

∣∣∣∣∣∣τ(β)

s̃(β)

∣∣∣∣∣∣
5
6
 1

3
αp χI ·(Γ : T)

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.15)

Υ(α) ≡
∑
β

Mαβ Z(β) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.16)

とおくと，式 (F.12)は以下のように表すことができる．

∆γ(α) = ∆t (υ̇(α) + Υ(α) · D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.17)

式 (F.17)の両辺を無限小の時間増分 ∆t で割り γ̇(α) を求め，弾粘塑性構成式 (5.77)に代入し，ΛeA θ̇ の項を

無視すれば，次式のような接線係数表示の構成式が得られる．

◦
T = CeA : D −

∑
α

γ̇(α)Ω(α) + χΓ : T

= CeA : D −
∑
α

υ̇(α)Ω(α) −
∑
α

(Υ(α) · D)Ω(α) + χΓ : T

= CeA : D −
∑
α

υ̇(α)Ω(α) −
∑
α

(Ω(α) ⊗ Υ(α)) : D + χΓ : T

= Ctan : D −
∑
α

υ̇(α)Ω(α) + χΓ : T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.18)

また，係数 Ctanは次式で表される．

Ctan ≡ CeA−
∑
α

(Ω(α) ⊗ Υ(α)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.19)

F.3 分解せん断応力速度の導出

分解せん断応力はスカラー量であることを考慮すれば，τ(α) = T · P(α)
S の関係は第 2中間配置における物理

量を用いて

τ(α) = T(m) · P(α)
(m) S = T(m) · P(α)

(m) = s(α)
(m) · (T(m)m

(α)
(m)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.20)
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のように書き直せる．式 (F.20)に物質時間微分を施せば

τ̇(α) = ṡ(α)
(m) · (T(m)m

(α)
(m)) + s(α)

(m) · (Ṫ(m)m
(α)
(m)) + s(α)

(m) · (T(m)ṁ
(α)
(m)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.21)

となる．ここで，分子鎖基底ベクトルの配置変換則を表す式 (3.82)および式 (3.83)を物質時間微分すれば

ṡ(α)
(m) =

˙̂
Ri(α)s(α)

(I )

=
˙̂
Ri(α)R̂i(α)T s(α)

(m)

=

∑
β,α

Wi(β)
(m)

 s(α)
(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.22)

ṁ(α)
(m) =

∑
β,α

Wi(β)
(m)

 m(α)
(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.23)

が得られる．ただし，ṡ(α)
(I ) = ṁ(α)

(I ) = 0となることを考慮している．式 (F.22)および式 (F.23)を式 (F.21)に代入

すると

τ̇(α) = −s(α)
(m) ·


∑
β,α

Wi(β)
(m)

 T(m)m
(α)
(m)

 + s(α)
(m) · (Ṫ(m)m

(α)
(m)) + s(α)

(m) ·
T(m)

∑
β,α

Wi(β)
(m)

 m(α)
(m)


= s(α)

(m) ·
−

∑
β,α

Wi(β)
(m)

 T(m) + Ṫ(m) + T(m)

∑
β,α

Wi(β)
(m)


 m(α)

(m)

=

Ṫ(m) −
∑
β,α

Wi(β)
(m)

 T(m) + T(m)

∑
β,α

Wi(β)
(m)


 · P(α)

(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.24)

となる．ここで，式 (F.24)の各量を現配置の量として記述すれば

τ̇(α) =

 ▽T −
∑
β,α

Wi(β)

 T + T

∑
β,α

Wi(β)


 · P(α)

=

 ▽T −∑
β,α

γ̇(β)β(β)

 · P(α)
S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (F.25)

のように分解せん断応力速度が求まる．

F.4 接線係数法を適用した弾性係数テンソルの非対称性

4階の等方性弾性係数テンソル Ceは前後 2つずつの指標を入れ替えることが可能であり，Ce
i jkl = Ce

kli j とい

う対称性をもつ．一方，異方性弾性係数テンソル CeAは式 (5.52)を見てもわかるように，CeA
i jkl ,CeA

kli j であり，

非対称テンソルである．さらに，式 (6.41)を見ると，Ω(α) ,Υ(α) であるため，接線係数法を適用した Ctanは

等方性弾性構成式を用いた場合でもその対称性を失い，Ctan
i jkl ,Ctan

kli j となる．そのため，式 (7.2)における右辺

第 1項のマトリックスは非対称となってしまう．したがって，接線係数法を適用した FEM解析を行う場合に

は非対称ソルバを用いる必要がある．
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G.1 連立 1次方程式の解法

FEM解析は最終的には大規模な連立 1次方程式を解くことに帰着される．FEMにおける方程式の特徴は，

非零成分が対角付近に集まる疎行列で記述されることである．解の精度を上げるためにより細かく多数の要素

分割を用いるほどマトリクスのサイズが大きくなるため，実際の解析ではある限られたコンピュータ性能のも

とでいかに大規模疎行列を解くかということが重要な課題となる．

従来から様々な連立 1次方程式の解法が提案され使用されている．解法には大きく分けて，直接法と反復法

があるが，本数値解析では，直接法の 1つであるスカイライン法を導入している．スカイライン法はガウスの

消去法を改良したものであり，比較的記憶要領を消費しないというメリットがある．

G.2 要素形状および要素数の選定根拠

本解析では分子鎖網目理論に基づく解析 (16) と同様の要素分割 (crossed triangles要素，16×40×4 = 2 560個

の要素)を行っている．参照した文献 (16) における解析結果ではせん断帯の形成やくびれの伝ぱが再現されて

いるため，本モデルの妥当性の検証にあたり，要素形状および要素数に問題はないと考えられる．

アイソパラメトリック四辺形要素を用いた場合，完全積分により剛性を過大評価するロッキングと呼ばれる

現象が起こることがある．また，ロッキングを回避するために次数低減積分を用いると，剛体モード以外のゼ

ロエネルギーモードが生じ，虚偽の解が得られる場合がある (81)．一方，選択型次数低減積分を用いれば，2次

元解析において体積ひずみに関する項のみに低減積分を行う場合は剛体モード以外のゼロエネルギーモードは

発生しないことが知られており，ゼロエネルギーモード回避のために選択型次数低減積分が用いられることが

多い．本解析では，上記の四辺形要素よりも定式化や数値積分が簡単に行えるという利点をもつ三角形定ひず

み要素の中でも，crossed triangles要素 (解析対象を正方形あるいは長方形に分割し，さらにその対角線で 4つ

の三角形に分割してできる要素)を用いている．Crossed triangles要素以外の三角形定ひずみ要素を用いた場

合には一般にロッキングを起こしやすいという難点があるが，crossed triangles要素を用いれば，本解析で行

うようなせん断帯やくびれが生じる問題に対してロッキングやゼロエネルギーモードを起こさず，比較的良好

な解を与えることが経験的に知られており (13)，従来から構造解析においてよく用いられている．

また，要素数に関して検討を行った結果を図 G.1および図 G.2に示す．図 G.1は 5通りの要素数に対する

公称応力–公称ひずみ線図，図 G.2は伸び率 70%の非弾性せん断ひずみ速度分布である．図 G.1から，640要

素以上の解析では応力–ひずみ曲線がほぼ収束していることがわかる．また，図 G.2からも 640要素以上の解

析ではせん断帯の形成が見られるが，ひずみ速度の分布は収束しているとは言い難いので，さらに要素数を増

加させ，2 560個以上にするとそれ以上要素数を増やしてもほぼ同様の分布が得られていることがわかる．こ
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のことから，本解析で用いている要素数 (2 560個)は妥当であるといえる．

G.3 分子鎖配向による弾性率の変化に関する実験結果との比較

7.4.3項において分子鎖配向により誘起される弾性異方性を考慮した解析を行ったが，ここでは，分子鎖配

向による弾性率の変化に関して本解析結果と実験結果との比較を行う．なお，比較する実験データは慶應義塾

大学理工学部機械工学科　堀田篤専任講師の御提供によるものである．

実験の概要は次のとおりである．まず，ペレット状の PMMA を熱プレス機を用いて厚さ 0.2～0.4 mmの

フィルムに加工する．作成したフィルムを環境温度 130◦C，ひずみ速度 0.005 56 s−1で引張り，333%のひず

みを与えて配向させる．次に，配向させた試料を JIS規格の試験片 (JIS K6251-5)に切り取る．その際，配

向方向および配向に対して垂直方向に切り出し，2種類の試験片を作成する．また，配向させる前のフィル

ムからも同じ規格の試験片を切り取る．これらの 3種類の試験片に対して，環境温度 110◦C，ひずみ速度

0.010 10 s−1 で破断するまで再度引張り，それぞれの弾性率を測定する．ただし，引張試験はそれぞれの試験

片について 3回ずつ行い，測定した弾性率の平均値をとる．

以上のように実験を行った結果，配向方向の弾性率は 4 532 MPa，配向に対して垂直方向の弾性率は 3 050

MPa，配向させる前の弾性率は 3 302 MPaという結果が得られた．それぞれの方向の弾性率を配向前と比較

すれば，配向方向は 37.25%増，配向に対して垂直方向は 7.632%減となる．一方，7.4.3項で示した本解析結

果では，配向方向は 11.58%増，配向に対して垂直方向は 11.09%減であった．分子鎖配向による弾性率の変

化分については，異方性を表す項の係数 χ(本解析では χ = 100.0 MPaとしている)の値を操作することで調整

可能であると考えられる．しかしながら，実験結果では軸方向 (引張方向)の弾性率増加分の方が幅方向 (配向

に対して垂直方向)の弾性率減少分よりも大きいのに対し，本解析結果では両者がほぼ等しくなっており，こ

の点については χの値を調整しても実験結果を再現することは不可能であると思われる．これは，本モデル

では分子鎖が全て同一平面上に配置されていると仮定しており，2次元的な配向しか考慮していないことや，

フィルムを対象とした実験は平面応力問題のような状態となっているにもかかわらず平面ひずみ問題を解析し

た結果と比較していることなどが原因であると考えられる．また，補足 E.3で検討したように，異方性係数テ

ンソル χを導入することによっても改善可能であると考えられるが，この点に関する詳細な検討については

今後の課題としたい．
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