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第�章 序論

��� 研究の背景

自然界において，生命を構成している化合物には，鏡像異性体をとりうる構

造をもつものが存在する．実験室系で合成した場合には，鏡像異性体の両方が

等量得られる．しかし，生命は，鏡像異性体のうち片方のみから構成されてい

ることが一般に知られている ��� ��．例えば，ほとんどの糖類は�体に属して

おり，たんぱく質を構成するほとんどのアミノ酸はＬ体から構成されている．

このように，鏡像異性体の片方のみが存在することをホモキラルであるという．

また，自発的に一方の鏡像異性体が過剰になることをキラル対称性の破れ�と

いう ���．

生命がホモキラルな物質から構成されているため，鏡像異性体によって，生

体内の反応が異なってくる ��� ��．それゆえに，工業的にも鏡像異性体を分離

生成させることは重要であり，触媒による分離の研究がおこなわれている ���．

しかし，生命におけるホモキラルの起源については現在に至るまでその原因は

解明されていない．

自然界におけるホモキラルの起源は，生命の発生以前に行われたと考えられ

る．というのも，生命を構成するには有機分子が高分子化する必要があるが，

螺旋のような構造は片方の異性体のみで構成されているからである．すなわち，

生命の起源には，ホモキラル化が重要であり，生命発生に関連して，キラティの

偏りが生じた原因を究明するために，多くの議論がなされている ��� �� �� �� 
�．

ホモキラルの起源を説明する過程は二段階に分かれている．第一段階で何ら

かの原因でキラリティの微小な偏りが発生する ��� �� �� �	� ��� ��� ��� ��� ���．

次いで第二段階として，化学反応による増幅反応により，一段階目で生じた微

小な差が広がっていき ��� ��� �
� ��� �	� ��� ��� ���，最終的には片方の鏡像異

性体のみが存在するようになる．

理論的モデルは，かなり昔から多くのモデルが考案されていたが ��� �
� ����

二段階目である増幅反応は長い間実験的には示されなかった．しかし，近年

����らにより，増幅反応が実験系で成功した．����反応は有機化合物である鏡

�本論文では，キラリティの偏りの増幅をキラル対称性の破れということにする．
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像異性体を自己触媒反応により�一方のみを増幅させる反応である．この成功

例を受け，この反応を説明するモデルを初め，いくつかの発展的なモデルが考

えられている ���� ��� ��� ���．

��� 鏡像異性体

同一の化学式で表せるが，その構造が異なるものを異性体という．立体構造

をもつ化合物で空間の配向のみが異なるものを立体異性体という．これらの異

性体のうちで，鏡像の関係にあるため，人間の左手と右手と同様に互いに重ね

合わせることが不可能なものが存在する．この異性体を鏡像異性体 �エナンチ

オマー，�����������という．このような，互いに重ね合わせることのできない

性質をキラル �掌性�であるという．キラルな物質をキラリティーがあるという，

一方，キラリティーの無い物質をアキラル �反掌性�であるという．たとえば，

炭素原子の �つの結合にそれぞれ別の原子団が結合したとき，図 ���のように，

�面体の立体構造をもつため，鏡を挟んだ関係にある二つのエナンチオマーが

可能である．双方の中心の炭素原子を重ね合わせた際に，異性体同士を一致さ

せることは不可能である．また，このとき，�つの異なる原子団と結合する炭

図 ���� 鏡像異性体の例：炭素原子の４つの結合にそれぞれ別の原子団が結合し

た場合� �

素を不斉炭素といい，鏡像異性体における不斉炭素原子をキラル中心という．

キラリティがある物質は，鏡像異性体の片方のみによって構成された物質を
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光が透過する場合，光の偏光面が回転する性質を有する．このような性質を光

学活性という．�
�
年に �� ��!�により酒石酸塩の結晶にこの光学活性の性質

が発見された ���．鏡像異性体分子は旋光性を除けば，物理的性質はまったく

同じであり，また光学活性な試薬に対する以外は化学的性質もまったく同一で

ある．鏡像異性体が等量混合した場合には光学不活性になり，混合物は旋光性

を示さない．このような状態をラセミ体という．一方，光学活性な場合にはそ

の物質のキラリティが偏っているといい，特に完全に鏡像異性体のうち片方の

みに偏った状態をホモキラルな状態であるという．

鏡像異性体を記述するには，その化学組成は一致するために，一般的には化

学式の先頭に "，�を用いて区別する ����．キラル中心の原子に結合する原子

のうちもっとも原子番号が小さいものを後方に配置した際に，原子番号が大き

い順に配置させた際に，その並びが右回り �時計周り� のときには "�分子名�，

左周りのときには ��分子名�と表記する．この表記法では旋光性との関連はな

い．旋光性をあらわすには右，左をそれぞれ �#�，���あるいは $��分子名�，%��分

子名�で表記する．又，グリセルアルデヒドを基準物質として選んだもので �

と&を用いる表記法も存在する．この方法では，化学反応において，キラル中

心との結合が外れない反応を用いて，この基準物質から生成した物質を同じ属

に分類する方法である．このとき，&�グリセルアルデヒドは %�型であるが，そ

こから誘導される有機物質は必ずしも %�型であるとは限らない．

��� 生命における非対称性

�
��年に �� ��!�により否定されるまで ���，放置されたスープなどから発

生する微生物なども，スープ内で自然発生したものであると広く信じられてい

た．しかし，�� ��!� による実験で，密閉された容器内では一切微生物は発生

しないことが確かめられた．したがって，親なしで生命が誕生することはない

と認知され現在に至った．

一方，���'��の種の起源 ��
�
年�以来定着した進化論によると ��
�，生命

は何らかの始祖を持たなければならないことになる．しかし，生命の始祖を生

命とすると，さらにその始祖が必要となることから，生物はその起源において






無機物から原始的な生物が自然に発生したと考えざるをえない．

生物の始祖を説明するものとして，隕石説などが考案されたが，これは隕石

には �鏡像異性体の両方ではあるが�，炭水化物やアミノ酸，核酸塩基といった

生命を彷彿とさせるような物質が発見されることがあるため，生命の由来を地

球外にもとめた説である ��� �� ��．�	世紀初頭に提案されたパンスペルミア説

��� ��も同様に，宇宙空間からの生命の胚種の飛来を唱えた説であるが，宇宙

空間に大量に存在する高エネルギー放射線，真空，極低温を考えると，胚種が

長期間宇宙区間を漂流することは難しい．

����年に(�%%��によって行われた実験 ����はメタン，アンモニア，水素，水

からなる混合ガス球に放電させるというものである．この実験を繰り返すこと

で，(�%%��は ��種類のアミノ酸のほか，多くの有機化合物を生成することに成

功した．生成されたアミノ酸は光学不活性であり，したがってラセミ体である

が，この実験から，生命が自然に発生する可能性が提示されたことになる．現

在にいたるまで，このような生命の起源を再生するような実験が行われている

��� �	� ���．実験室でのこれらの反応で得られる物質は光学不活性であり，鏡

像異性体の両方が等量混ざり合ったラセミ体を形成している．このため，たと

え，これらの反応が原始の地球で起こっていたとしても，それのみでは現実の

系と一致しない．というのも，生物を構成する物質の多くは光学活性をもつも

のが多い．すなわち，生命に関係のある物質のキラル対称性は完全に破れてお

り，ホモキラルな状態になっているからである ��� ��．

たとえば，たんぱく質を構成するアミノ酸 ��種類 � 残る１種はグリシンで

あり，このアミノ酸は炭素原子に二つの水素原子が結合しており，不斉炭素で

ないため鏡像異性体を持たない�はほとんどが &�体からなっており，糖類はそ

のほとんどが��体に属することが知られている．このように，生命はホモキラ

ルな物質から構成されているために，Ｌ体，Ｄ体に対し異なる反応を示す．こ

のことが原因で医薬品に両方の異性体が混ざると副作用がおこる．例として，

医薬品サリドマイドは，Ｒ体は鎮痛，催眠効果を有し無害であるが，Ｓ体は催

奇性が高く問題になったことが挙げられる �ただし，摂取後は体内でラセミ体

を形成するため，異説もある �����．)�*���らは医薬品などの分野で分子触媒

により，Ｒ体とＳ体を作り分けることに成功した功績によりノーベル賞を受賞
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した ��		�年����．

図 ���� サリドマイド �化合物名���+,�,�%�$���$�-%!������$��の分子構造式 ����．

�

これとは別に，生命の起源においてホモキラル化が起こる過程に関する問題

がある．たんぱく質はラセミ型のアミノ酸からでは，�へリックス構造のよう

な立体構造を得ることができず，生命を構成するためには必ず，ある段階でホ

モキラルな系を実現しなければならない ���．しかし，現在のところ，このこ

とを説明するメカニズムは解明されておらず，いくつかのモデルが考えられて

いる．そこで，以下ではいくつかのモデルを挙げることにする．

水晶は初期に生成する核によりその後の結晶化において %�型，$�型が選択さ

れる．この結果生成した結晶は必ず鏡像体のうち片方のみから成っている．さ

らにコバルト錯体などの結晶は自身が光学活性になるのに加えて，生成したコ

バルト錯体の結晶を触媒としてジペプチドを反応させると立体異性体のうち片

方のみが生成される ��	�．光学活性な水晶にラセミ化合物を吸着させると，$�

型，%�型どちらか一方の物質が吸着される可能性が高く，したがって，光学活

性な異性体を得ることが可能である．また，生命の起源において，左偏光と右

偏光に差が存在するといわれており，このために鏡像異性体の光吸収の割合に

差が生じる可能性があるという説がある．他にも，統計的な揺らぎが原因とな

り，対称性の破れが生じるという説もある ���� ��� ��� ���．これらによるキラ

リティの選択則では，"，�の選択はまったくの偶然に頼ることになる．ある

いは，電弱相互作用によるパリティの非保存により，��崩壊で生じる �線の

電子を偏極させ，この偏りによりラセミ体中の鏡像体が分解する際に差が生じ
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るといった説や ���� ���，分子中の弱中性電流が原因とする説 ����等がある．

しかし，これらのモデルではその対称性の破れは非常に小さいために，現実

の生物における完全なホモキラル化を説明するためには，さらにこの差を増幅

させるための別の機構が必須となる ��� ���．

��� キラル対称性の破れに関する反応

キラル対称性の破れを実現する化学反応は����年に，.���/により理論的に

提唱された �.���/モデル�．.���/モデルは開放系における一次までの自己触媒

反応と相互抑制反応からなる簡単なモデルである ��
�．具体的には，まず，系

外から原料���が流入し，この物質により�� �が発生する，また異性体同士

の反応によりヘテロな二量体	が発生し，系から流出する．これらを化学反

応式により書くと

� � ��� �����

��� � �� � �����

� �� ��� �� ��� � � � �� �����

� � � � 	 �����

	 � � �����

と表せる．ここで，式 �����は線形自己触媒反応を示している．この反応系に

逆反応を加えたものは非平衡系の散逸構造 ����という観点から，0��$�+!$�と

)�%� ��により，詳細に研究された．非平衡系においては，系への物質の流入，

流出により揺らぎが発達する．揺らぎが大きくなり，ある臨界値を超えると系

が分岐し，ラセミックな定常解が不安定になり，鏡像異性体の一方が独占する

非対称な定常解が出現することが示された．また，弱中性電流による相互作用

などの影響よりも，環境 �紫外光による円偏光�からの揺らぎの影響で初期に現

れた対称性の破れが増幅されることも示された ���� �� ���．

さらに，.���/モデルを発展させたものとして，高分子化を扱った反応がある．

生命の起源を考えた場合に，生体分子特有の特徴を取り入れたモデルをつくる

ことは重要な問題であり，多くのモデルが考えられている．例えば，���$�� に
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よる高分子化モデル ��	�は，.���/モデルにより生成した異性体同士が高分子

化するもので，異なる異性体同士が反応した場合は反応が止まる．同様の高分

子化反応に �����と1*!-�によるものがあり ����，この反応系は .���/モデル

に逆反応を加え，同種の異性体の反応が生じるとしたものである．更なる発展

として2���$��3!�-により考案された高分子化モデルがある．このモデルは異

種の異性体による二量体と異種異性体にはさまれた高分子のそれ以上の反応を

禁止したものである ���� ���．

以上のほかにも，.���/モデルを拡張させた様々な自己触媒反応が考えられ

ている ����．

一方，実験によるキラル対称性の破れはあまり多くは報告されていないが，

系を十分な速さで攪拌した場合に，アキラルな溶液 �)�%4��から一方のキラ

リティをもつ結晶が生成することが報告されている ����．これは，始めに生成

した一方のキラリティをもつ結晶が急速に自身の複製を形成させるためであり，

その対称性の破れは攪拌と自己触媒反応により説明されている．化学反応に

よる実験としては，����年に ����らによるものがある．この反応はアキラル

な有機物 +*����$������ 5��3�6�%$�,*$�からキラルな有機物 ���%/*�%���+*����$*%

�%/���%を生成させるものであり，鏡像体過剰率の増幅反応に成功した ��
�� こ

の反応は現在����反応と呼ばれている．����反応は閉鎖系で行われており，そ

図 ���� ����らによる実験 ����．アキラルな有機物 +*����$������5��3�6�%$�,*$�

とキラルな生成物 ���%/*�%���+*����$*% �%/���%の化学構造式と触媒反応� �

の分子の総数は変化しない．また，その最終状態は初期状態に依存し，初期の

異性体の偏りが増幅される．図 ���は，����反応による化学反応を反応速度式

を用いて数値的に解析したものと，実験での値の比較である．反応速度式では

二次までの自己触媒反応を考慮してある．図で示されるように�数値計算と実
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験との値はよく一致している ���� ���．

図 ���� ����らによる実験と ����らによる計算 ����．数値計算 �収率 �*��%$��断

続線，鏡像体過剰率 �����実線�と実験結果 �収率�黒丸，鏡像体過剰率�白丸�と

の比較．���℃で初期の ��は ����7���については，���で説明する�．�����が

多い．�

この実験では，初期に片方の異性体を少量加えて反応を始めると，初期の鏡

像体過剰率が増幅することが示される．しかし，初期を完全にラセミックな状

態にした場合でさえも，その反応終了時には異性体の片方が過剰に存在してい

ることが報告された ��
� �	�．図 ���は ����反応の終了時における鏡像異性体

の発生頻度を表したものである．初期状態はキラルな生成物がないアキラルな

状態である．横軸を鏡像体過剰率とし�縦軸は優位な異性体が発生する頻度を

ヒストグラムであらわしたものである．図のように�アキラルな状態から出発

した場合でも�最終状態はラセミックな値をもつことはほとんどないことがわ

かる．また�その分布が集中するのは�片方が過剰に存在する位置である．この

確率論的な振る舞いについては�２章で議論する．

さらに，�		�年に理論的なモデルとして ����反応にリサイクル反応を加え

たモデルが�����と1*!-�により提案された ��1モデル�．この反応系は二次ま

での自己触媒反応によりアキラルな原料が鏡像異性体へと変化する正反応と，

鏡像異性体が再び直接的な自発反応により原料へともどる逆反応 �リサイクル
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図 ���� ����らによる実験 ����．����反応により得られる生成物 �%/���% �の鏡

像体過剰率と発生頻度．�

反応�からなる．�1モデルは反応速度式では，その最終状態は初期値に依存せ

ず，また反応速度式から得られるラセミックな固定点は不安定であり，安定な

固定点はキラル対称性の破れた値をもつことが示された ����．

��� 研究の目的

キラル対称性の破れに関する反応では，一般に反応速度式が用いられる．変

数は化学物質の濃度であり，その解は決定論的である．これは，揺らぎやノイ

ズの効果を無視しているためである．しかし，微視的な過程に注目した場合に

は揺らぎの効果は無視できない場合もあり，微視的な過程での反応系の時間発

展は反応速度式を用いた場合と大きく異なる可能性がある．特に，有限サイズ

での反応を考えた場合，その粒子数が有限となるために，粒子による揺らぎは

大きくなることが予測される．また，����反応では，アキラルな状態から出発

した場合に，反応速度式で得られた値とは異なる結果を示した ��
� �	� ���．図

���で示された図のように，実験結果はキラルなピーク位置のまわりで揺らい

でいる．反応速度式では，アキラルな初期条件から出発した場合に，その最終

状態はラセミックな値をもつことが示せる．しかし，実験結果では，その値は

キラル対称性の破れを発現している．また，その最終状態は決定論的ではなく，

様々な値をとっており，その粒子数は片方の異性体が過剰に存在する位置で揺

らいでいる．そこで，本研究では，確率論的な過程により，有限サイズの系で

粒子数による揺らぎの効果を取り入れることにする．
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反応速度式は化学物質の濃度の時間に関する微分方程式によって表される．

一方，確率論的な手法では，確率分布の時間発展であるマスター方程式を用い

る ����．その変数は濃度の代わりに粒子数を用いる．とりうる粒子数全てにつ

いての確率分布を考えることにより，粒子数による揺らぎの効果を取り入れる

ことが可能となる．最終確率分布はマスター方程式を利用することで，解析的

に解ける場合もあり，その場合には解について議論する．しかし，その時間発

展は複雑であり，一般には解けない．その場合には数値計算による時間発展や，

マスター方程式により構成された行列の固有値の動向により，全粒子数が大き

い場合について考察する．また，反応速度式についても計算し，確率論的な場

合との差異を調べる．

�章では，����モデルをはじめとした，閉鎖系でキラル対称性の破れを実現す

る様々な自己触媒反応を揺らぎを含めた確率論的モデルにより考察する ���� ���．

自己触媒反応モデル自体は初期に何らかの理由で微小な対称性の破れが生じた

とし，その後の増幅反応に重点をおいたものである．自己触媒反応にリサイク

ル反応を加えると，初期値に依存しない一意的な最終状態が出現する．この反

応系では，生成反応とリサイクル反応との間に詳細釣り合いを仮定することで

解析的に最終確率分布を導くことが可能である．自発的反応のみの場合には最

終状態の確率分布はラセミックな位置にシングルピークをもつ構造である．一

次までの自己触媒反応のときにも，自己触媒の反応率が極端に大きくない限り

ラセミックな位置にシングルピークをもつ．しかし，二次の自己触媒を取り入

れるとキラル対称性の破れた位置にダブルピーク構造をもつ．このことから，

リサイクル反応がある場合にはキラル対称性の破れが生じるのは二次触媒のと

きであるといえる．これは反応速度式を用いた場合に，触媒が非線形のときに，

キラル対称性の破れた位置に安定な固定点が存在することと一致している．自

己触媒反応の時間発展には数値計算を利用する．初期に微小な対称性の破れが

存在する場合には，�次触媒反応を仮定した系では，非対称な構造が長時間に

わたって維持されることを固有値解析によって示す．解析結果から粒子数が多

い極限では，新たに非対称な構造をもつ最終状態が出現することを推測できる．

このことから，初期に多く存在する方の異性体が増幅されることが期待できる．

ついで，実験系との比較として，リサイクル反応を除き，����反応についての
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考察を行う．一次までの自己触媒反応は，方向付けられたランダムウォークモ

デルから解析的に最終状態は計算することが可能である ���� ���．一方，�次

までを仮定すると，解析的には解くことができない．このため，数値計算によ

り，ホモキラル化の条件を得る．

�章では，揺らぎが主な原因となってホモキラル化に達するモデルを提案し，

論じる．����．実際に生体反応に関係のある物質に対しては，自己触媒反応は

現在までのところ強く作用するものは発見されていない ����．したがって，こ

の反応を用いずにホモキラル化に達する反応系を考察することにも価値がある．

系は，自発的な異性体生成反応と，相互抑制反応によって鏡像異性体が原料に

戻る反応とからなる閉鎖系の単純なモデルである．反応速度式では，反応は双

曲線型の固定曲線上に留まり，ホモキラル化は発現しない．一方，マスター方

程式によるアプローチでは，固定曲線上に留まった確率分布が揺らぎに誘起さ

れる．この誘起された揺らぎにより，確率分布が，固定曲線上をランダムウォー

クし，完全にホモキラルな状態に吸収されることを示す．この場合には，�章

で扱った系とは異なり，詳細つり合いは成り立たない．しかし，全ての確率が

ホモキラルな状態へ移行することから，最終確率分布を計算することは容易で

ある．このことをマスター方程式を時間発展行列により記述することで示す．

また，反応速度式との違いを明確にするために，固定点上で揺らぎが増加する

様子をシステムサイズ展開により調べる ����．時間発展と固有値解析の考察は

�章と同様に数値解析により行う．これにより，ホモキラル化に達するまでの

時間と相互抑制の反応係数，全粒子数との相関関係を明らかにする．

�章で考察した反応系では閉鎖系であるということと，リサイクル相互抑制

反応を仮定した．しかし，小さい系として膜小胞などを想定した場合に，系は

外部とのやり取りをおこない，分子は系に流入および流出をする．また，リサ

イクル相互抑制反応もそれほど一般的な反応系ではない．それゆえに �章では，

開放系であっても，自己触媒反応がなくても，ホモキラル化が揺らぎに誘起さ

れる可能性について議論する ����．ここで用いるモデルは .���/モデル ��
�か

ら自己触媒反応を除いた反応系であり，自発的生成反応と相互抑制反応からな

る．相互抑制反応は異性体同士がヘテロな二量体をつくり系から排出される反

応である．この相互抑制反応は３章のモデルで用いたリサイクル相互抑制反応
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に比べると一般性がある．異種の鏡像異性体同士が反応し� 系から排出される

というモデルは理論的によく議論されるからである ��	�．この反応系は反応速

度式からではホモキラル化の兆候は示さず，双曲線型の固定曲線上で反応は停

止する．揺らぎを取り入れるためにマスター方程式により反応の時間発展を求

めると，確率分布が固定曲線上をランダムウォークによって移動することが示

される．固定曲線は異性体のうち一方が零になる直線に漸近する双曲線である

ため，十分な時間がたった後には鏡像体過剰率が増幅される．４章で扱った反

応系は小さなサイズで成立する．系のサイズが大きくなると，固定曲線上での

ランダムウォークに多大な時間が必要になることを論じる．

�章では結論を述べる．

補遺 �では，自発的反応の固有値と固有状態を求めるために場の量子論的手

法を用いる方法について説明する．

補遺 2では，リサイクル反応のない場合に，線形触媒の時間発展の確率分布

を場の量子論的手法を用いて行う．

補遺 では，線形自己触媒反応の規格化定数を計算する方法について説明

する．
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第�章 自己触媒反応による鏡像体過剰率の増幅

とキラル対称性の破れ

��� 自己触媒反応と揺らぎの効果

この章では，キラル対称性の破れを実現する反応として，自己触媒反応につ

いて考察する．粒子揺らぎを取り入れるために確率過程を用いたマスター方程

式を用いる．第 �節では，反応速度式から，マスター方程式をつくる方法につ

いて説明する．反応速度式では濃度を用いるが，マスター方程式は粒子数によ

る揺らぎを考慮するため，粒子数を用いて表記する．第 �節では，キラル対称

性の破れを測るために鏡像体過剰率を導入する．このオーダーパラメータは異

性体の粒子数の差を異性体の総粒子数で割ったもので定義される．この値が零

のときはラセミ体であることをしめし，その絶対値が１となるとき，キラル対

称性は完全に破れていることを表している．しかし，確率方程式では微視的状

態を考慮する必要があるため，磁気相転移で用いるオーダーパラメータと関連

付けて，確率方程式における鏡像体過剰率について論ずる．第 �節では自己触

媒反応モデルをマスター方程式により表現する．自発的反応や自己触媒の効果

を明確にするために，２次までの触媒反応過程を用いる．また，後ほど考察す

るリサイクル反応についても含めてモデル化する．第 �節では，����反応と考

えられている ���� ���二次までの自己触媒反応からなる孤立系について，方向

付けられたランダムウォークモデルにより考察する．この手法を用いると，自

発的反応と線形触媒の場合には解析的な解を与え，二次触媒反応の場合には数

値的に解くことができる．この結果は第 �節で時間発展により得られる最終状

態と一致する．第６節では，生成反応とその逆反応との間で詳細釣り合いを仮

定することで最終状態の確率分布の構造について検討する．この解析は最終確

率分布が途中過程によらず一意的に決まる場合に有効である．最終確率分布の

ピークの位置は反応速度式の固定点の位置に相当する．二次触媒反応では，最

終確率分布がダブルピーク構造をとり，キラル対称性の破れを示す．第７節で

は，マスター方程式の時間発展を数値計算により考察する．また，数値計算に

よって得られた結果と前節での解析解の結果を比較する．ほとんどの結果は一
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致する．一方，系がリサイクル反応のない二次触媒反応からなる場合には，解

析解においてリサイクル反応が十分弱い極限から得られる結果と数値結果は著

しく異なる．第 
節はマスター方程式による時間発展行列の固有値解析を数値

的に行う．リサイクル反応がある場合には，その零固有値の固有状態が最終状

態に相当する．二次触媒反応においては，最も大きい非零固有値は粒子数の増

加に伴い零固有値に接近する．リサイクル反応のない場合には，零固有値が多

重に縮退している．これは系が初期条件に依存していることに対応している．

第９節では結論を述べる．

��� 反応速度式と確率方程式

一般的には，増幅反応を説明する方法として，化学物質の濃度を用いた反応

速度式を用いる．しかし，反応速度式を用いた場合には初期に零でない有限

の偏りがないと，その濃度の時間発展はラセミックな軌跡を描き，ホモキラル

化の兆候は全く示さない．これは反応速度式では，揺らぎもしくは反応物質

の粒子数による相関を考慮していないためである．一方で，初期条件として

キラルな物質がないアキラルな原料のみの状態から反応を開始した場合，そ

の最終状態として得られる異性体はある場合には一方のキラリティをもち，ま

たある場合はもう一方のキラリティをもつという実験結果が報告されている

��
� �	� ��� �
� ��� ���．また，����反応は，反応をラセミックな状態から開始

したときには，図 ���で示されるように，その最終確率分布はキラル対称性が

破れた状態にダブルピークをもつ構造をもつ ����．

粒子揺らぎを考慮する場合には，平均値としての濃度のみではなく，さまざ

まな状態を考慮しなければならない．このため，濃度のみを用いた反応速度式

の代わりに確率方程式を用いる必要がある ����．そこで，以下ではそれぞれの

化学物質の粒子数を変数としたマスター方程式を考える．例として，原料物質

�と生成物質�を考える．�から�へは反応係数 
�で自発生成反応により変

わる．一方，物質�が�に反応係数 
�で還元される場合も含めるとその化学

反応式は

�� � �����
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図 ���� 化学反応�� �における粒子の状態� �

と表現される．このとき，時刻 �で化学物質の粒子数がそれぞれ，��� �� と

なる状態 ���� ���に系を見出す確率を ���� ��� ��とする．すると，確率分

布 ���� ��� ��の遷移過程は図 ���のようになる．まず，生成物�が作られる

過程を考える．このときある状態 ���� ���が状態 ��� � �� �� � ��に遷移す

る．このとき遷移確率は，原料�の粒子数��のうちの一個が直接的な自発生

成反応により 
�の割合で生成物�へと変化するため，単位時間での遷移確率

は 
���で与えられる．

逆反応も同様に考えると，遷移確率� はそれぞれ，

� ���� �� � �� � �� �� � �� � 
���

� ��� � �� �� � �� ��� ��� � 
���� � ��

� ���� �� � �� � �� �� � �� � 
���

� ��� � �� �� � �� ��� ��� � 
���� � �� �����

となり，それ以外の状態間の遷移確率は零になる．���� ���から ������ �����

へ移行すると確率 ���� ��� ��は減り，一方，��� ��� ��� ��から ���� ���

では ���� ��� ��は増える．逆反応も含めて，確率 ���� ��� ��の時間変化を
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表すマスター方程式は

� ���� ��� ��

��
�
�

� �

�
�� �

�
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�� �

�
�� ��� �� �
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�
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� �
��� � 
���� ���� ��� ��

� 
���� � �� ��� � �� �� � �� ��

�����

と書かれる．

確率分布から粒子数の平均値を求めるためには，確率分布に粒子数をかけた

ものをすべての状態について足し合わせればよい．そこで，粒子���の平均

値をそれぞれ ������ ����� と書くことにすると，

����� �
�

�������

�� ���� ��� ��� ����� �
�

�������

�� ���� ��� ��．

�����

と表記できる．ここで，考えている化学反応 �����が �種の粒子に関して完全

に閉じた孤立系であるため，全粒子数� �一定，を設定すると

�� ��� � �． �����

である．総和はこの式を満たす状態すべてに関して行う．これを式 �����に適

用すると，

�

��
����� � �
������ � 
������． �����

�

��
����� � 
������ � 
������． �����

が得られる．系の体積を � とすると，化学物質の濃度 �� �は

� �
�����
�

� �
�����
�

���
�
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で定義される．一方，反応速度式は，

��

��
� �
�� � 
��　 �����

��

��
� �
�� � 
��． ����	�

であるから，この化学反応では，マスター方程式から得られた濃度の微分方程

式 �����������に一致する．

異種多粒子の化学反応が関わる系をマスター方程式を用いて表現すると，平

均粒子数以外に相関関数が式に入り，一般には解くことができない．しかし，

粒子数が増大するにつれ，揺らぎの効果が薄れるために反応速度式の結果に一

致する．

��� 鏡像体過剰率

鏡像異性体を生成する反応において，そのホモキラル化の割合を表す秩序パ

ラメータとして鏡像体過剰率を用いる�濃度を用いた場合，鏡像異性体�� �の

濃度をそれぞれ �� �としたとき鏡像体過剰率 ������������5 �65�  �　 ��� �は以

下のように定義される�

� �
� � �

� � �
� ������

完全なホモキラル化が発現しているときには鏡像体の片方のみが存在している

ため，一方の濃度のみがあり，もう一方は０であるから，��� � �である，一

方，ラセミ体を形成している場合には � � �であるから，� � �である�

異性体�� �の粒子数をそれぞれ��� ��とし，確率分布を ���� ��� ��とす

ると，式 ����の定義から，粒子数による鏡像体過剰率は

� �
��� ���

�� ���

�
�
�
�����

�
�� ���

�� ���

�
 ���� ��� ��� ������

である．これは確率分布 ���� ��� ��がラセミックな位置�� � �� にシング

ルピークをもつような分布の場合には� � �となり，正しい値をしめす．一方，

粒子数の状態 ���� ���に対し，�����
�����

が零となる位置では確率 ���� ��� ��

は零であるが，�����
�����

が正や負の値を取る位置で確率が様々な値を持つとき，



��

式 ������は �����
�����

� �の状態と �����
�����

� �の状態についての平均を表すこと

になり，�� � �� の確率が零の場合でも� � �をとりうる．それゆえに，確

率分布を用いた場合には，式 ������では不十分である� そこで，確率分布を利

用する場合には，磁気相転移に対する数値計算での磁化の定義を利用する．磁

化の場合にもスピンにより，正，負を区別すると，磁気相転移点以下では強磁

性体のように確率分布は磁化が��か��の点 �� � � � ��で，ダブルピーク

構造をとるため，磁化が零以外の値をとるときに全て正の量をとるように平均

二乗偏差を用いる ���� ���．系の類似性から，確率分布を用いる場合には鏡像

体過剰率の平均二乗偏差をオーダーパラメータと定義する�

������ �
� �
�����

�
�� ���

�� ���

��

 ���� ��� ��

����

� ������

ここで，鏡像異性体�� �の粒子数を��� �� とし，総和は�� � �� � �を除

いたすべての状態に対して行う�このように定義すると，様々な確率分布の場

合に粒子状態 ���� ���での鏡像体過剰率の絶対値を計算できる．

以降，ホモキラル化を調べる際には，絶対値の時間発展を調べる場合には式

������を用いる．一方，確率分布と鏡像体過剰率の関係を示すグラフの場合に

は，式 ������を用いる．

��� モデル化と反応速度式

����反応は自発生成反応と二次触媒反応からなるモデルとして説明されてい

る．しかし，本章では，自己触媒反応による効果について検討するため，線形

触媒と二次触媒反応について考える．また，�節以降で考察する�1モデルは，

二次触媒反応にリサイクル反応を加えたものである ���� ���．本節では，本章

で扱う反応全てを含めてモデル化することにする．

����らによる実験において自発生成反応は原料物質を ���とするとこの二

種の物質により鏡像異性体の一方ができる反応である ��
�．

��� � � ��� � � ������



��

しかし，本論文では，簡単のため原料の一方は十分多量にあるとし，反応の前

後で変化しないものとする．このとき，自発生成反応を化学反応式で書くと，

�� �， �� � ������

となる．双方の反応係数は等しく 
�になるとする．反応式 ����のみでは後ほ

ど与える反応速度式 ������から， 	� � 	�が得られるため，異性体濃度の差 �� �

は一定となる．一方，原料から生成する異性体の濃度は大きくなり異性体の総

濃度 � � �は増大する．このため，鏡像体異性体 ����の式 ������で，分母のみ

が大きくなり，鏡像体過剰率は減少する ���� ���．��を増幅させるために，い

くつかの自己触媒反応を加える．そこで，線形と２次の自己触媒反応を考える．

線形の自己触媒反応

� ��� ��， �� � � �� ������

の反応係数を 
�とし，２次の自己触媒反応

�� ��� 
�， �� �� � 
� ������

の反応係数を 
�とする．これに，キラルな生成物�と �は原料�へ還元され

るリサイクル反応

�� �， � � � ����
�

の反応係数を �とする．この反応を加えることで ��の値が初期状態によらな

い一意的な最終状態達することが示される．反応系の反応速度式は以下のよう

に書かれる．

��

��
� �
� � 
�� � 
��

���� ��，

��

��
� �
� � 
��� 
��

���� ��． ������

系は閉じており，総濃度 � � � � � � �は一定である．これにより原料 �の濃

度は � � �� � � �により決定される．

　方程式 ������の右辺を零とおくと，その最終状態が計算される ���� ���．線

形触媒までの反応を考えた場合 �
� �� �，
� � ��には，��は増幅されず，その
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一意的な最終状態はラセミックな位置にただひとつ存在する．一方，２次触媒

を考慮に入れた場合 �
� �� ��には，ラセミックな固定点以外にも４つの固定点

が存在し，初期状態により ��が増幅される ����．しかし，反応速度式では平

均的な濃度を扱っており，粒子数を無限としてある．初期の段階で鏡像異性体

�，�の量が非常に小さい場合には，粒子揺らぎを考慮にいれた確率論的な手

法が重要な役割を果たす．

��� 孤立系での方向付けられるランダムウォークモデル

本章では，自発生成反応と自己触媒反応からなる孤立系について考察する．

反応速度式によりえら得る値は決定論的であり，アキラルな初期条件から出発

した時間発展ではその最終状態はラセミックな値をもつ．しかし，実験による

と，その最終状態は鏡像異性体の片方が過剰にある．これは，反応速度式では

揺らぎを無視しているためである．そこで，ランダムウォークモデルにより，

揺らぎを取り入れることにする．

粒子数による揺らぎを考えるために，系を濃度の代わりに化学物質の粒子数

で記述する．原料物質の粒子数を��とする．また全粒子数を�とすると，孤

立系であるため，� は一定値であり，鏡像異性体の粒子数と原料の関係は

�� ��� ��� � � ����	�

を満たす．

ここで提案する簡略モデルは，自己触媒系における確率的な時間発展に関連

付けられるものである．すなわち，それは鏡像異性体の粒子数の取りうる状態

���� ���を平方格子で表記した場合の，三角領域 � � ��� ��� ��� ���� � �

内でのランダムウォークモデルである．反応は正反応のみであるために，ラン

ダムウォークは格子上で右方向 ��� � �� � ��か，上方向 ��� � �� � ��の

みに動く．その遷移確率は右方向への移動に対しては次節で詳述するように，

� ���� ��� �� � �� � �� �� � �� ��� � �
� � ���� � ���
�
���� ������

で表される．一方，上方向の遷移確率は式 ������で��を�� で置き換えたも

ので表記できる．このモデルは，あるサイト ���� ���上での分布が待機時間
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間隔

����� ��� �
�

��
� � ����� ���� � �����
� ���

�����
������

中はそのサイト上に留まっていることを意味している．ここで，全粒子数保存

により�� � � � �� � �� が成り立つ．確率論的な反応係数は，化学反応の

原料に関連した分子の濃度の総和 � � ��� をもちいると，

�� � 
��� � 
����� �� � 
���
� � 
��

���� ������

により得られる ���� ���．また，確率分布は以下でそれぞれ与えられる確率で

右か上へ移動する．

�	���� ��� �

� � ���� � ���

�
�

�
� � ����� ���� � �����
� ���

��

�
���� ��� �

� � ���� � ���

�
�

�
� � ����� ���� � �����
� ���

��
． ������

これにより得られた確率分布の平均値は反応速度式 ������と同様の時間発展方

程式を導くことが予想される．このモデルで注意する点は，�	� �
が��に �す

なわち総粒子数� � ��������に�依存していない点である．また，原料粒

子数��が減少すると，待機時間 ����� ���は増加するにも関わらず，右や上へ

と移動する遷移率自体は��に依存せず，それどころか�� � �のときでさえ，

遷移率は値をもつということである．ランダムウォークにより，�� ��� � �

上にたどり着くためには，外部から観測した際には極端に長い時間がかかるが，

ランダムウォーカーにとっては� ステップに過ぎない．

初期に ���� ��� � ��� ��にある場合のランダムウォークを考える．まず，時

間 �	�
 � ���� �� � ���
�� の間 ���� ��� � ��� ��に待機した後に，同確率で格

子上の右か上に移動し，�� ��� � �上へと移る．ついで，直線�� ��� � �

の任意の点にあると，再び時間 �	�
 � �	�
 ����
� ��� ������ � �����で右か上

へ移動し，�� ��� � �上へと移る．非線形触媒の場合�� � �のときには，３

番目以降の移動に要する ��� ��� � �の直線上へ移る�時間は粒子数��� ��

に依存することになるが，�� � �のときには，�� ��� � 
へ移るのに必要な

時間は再び��� ��に依存しない� ステップまでにかかる時間は �ステップ目
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にかかる時間から， ステップ目にかかる時間までの総和で表わされ，それは

�	�
 � �	�
 � �	�
 �
��
���

�

�
� � ��! � �����
� � �!��������� � !�

� ������

のように表される．すなわち，線形触媒の場合には，任意の  番目のステップ

の後，�� ��� �  上のどこかに必ずいるわけで，�� ��� の総和には依存

しても，それぞれ別個の��� ��に関しては独立となる．このような，簡単な

性質を保有しているために，自発的生成反応や，線形触媒の確率の時間発展は

計算することが可能である．

����� 自発的反応と線形触媒反応の場合

非線形触媒のない場合 
� � �に，有限の 
�と 
�をもつ線形触媒反応から

なるランダムウォークを考える．格子のサイト ���� ���上に分布があるとき

に，次のステップまでの待機時間間隔は ����� ���である．このときに時間間

隔は総和�� � �� �  にのみ依存するが，個々の粒子数��� �� にはよらな

い．そこで，その待機時間を ��によって表記する． はランダムウォークの

ステップした数でもある．また，初期 ���� ��� � ��� ��から考えているサイ

ト ���� ���までに，全体で �	�
 �
����

��� �� だけ時間が経過する． 回のステッ

プの後に，分布は�� ��� �  上の任意の点に存在する．このときの確率を

� ���� �� �と表記する．確率分布は�� ��� �  上では零以外の正の値

をとるが，それ以外の線上では零になる．状態 ���� ���における確率分布は，

左と下からの状態遷移によって与えられる．それゆえに，その関係は以下のよ

うになる．

� ���� �� � � �	��� � �� ���� ��� � �� �� � ��

� �
���� �� � ��� ���� �� � � � ��

�
�
� � ����� � ���� ��� � �� �� � �� � �
� � ����� � ���� ���� �� � � � ��
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� � �� �

�
��� �����

������
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� � ��!�

	����
��� �
� � ��"�	�������

��� ��
� � ��#�
� ��� � �� ������

式中で現れる組み合わせ因子は初期条件から，考えている状態�� � �� �  

までの間にある右か上へのステップの順番の組み合わせ数を表している．特に



��

 が全粒子数に等しくなったとき  � �，確率分布は�� ��� � � 上に達し，

したがって，最終確率分布をもつ．このときの� ���� ���は&����による解

に一致する ���� ���．

もし，ランダムウォークの始点が格子上の任意の点 ����� ����のときには，

� 	 ���かつ，� 	 ���を満たす格子上の点にたいし，その確率分布は

� ���� ���

�
��� ��� ���� ������

��� ��������� ������
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� � ��"�	�������

���������
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� � ��#�

� ����� ����

������

である．

����� 二次触媒反応によるランダムウォーク

同様の解析は非線形である２次触媒反応におけるランダムウォークの時間

発展には適用できない．というのも，ある格子 ���� ���上にある待機時間は

和 �� � �� に依存するだけでなく，個々の粒子数��� �� にも依存するから

である．しかし， ステップの後は線形触媒のときと同様に，その確率分布は

直線�� � �� �  上の任意の点に存在する．その到着時間が初期 ��� ��から

とりうる経路に依存する．もし， 回ステップの後にあるサイト ���� ���上

にあるならば，その確率分布は  � �ステップのときの状態 ��� � �� ���と

���� �� � ��からの遷移確率によって与えられる．それゆえに，確率分布がサ

イト�� ��� �  上へ至る全確率は関係式 ������をみたす．

� ���� �� � � �	��� � �� ���� ��� � �� �� � ��

� �
���� �� � ��� ���� �� � � � �� ����
�

�	���� �� ���と �
���� �� � ��の分母は共通ではないために，解析的にその

分布を計算することはできない．しかし，� ��� � �� �� � � � �� � �から始

めることにより，��と��の任意の組み合わせに対して� ���� �� �  �を数

値的に計算することは可能である．ランダムウォーカーは，あるサイト ���� ��



�


�を，ただ一度だけ通り，また時間発展を考えた場合には，�� ��� � � 上で

留まるため，その最終確率分布は � ���� ����によって与えられる．

サイズを� � ���とした非線形触媒系に対して，反応係数のパラメータを

�� � ����
� および �� � � � �と設定した場合に，その最終確率分布はラセ

ミックな状態にシングルピークを有するという結果を得る �図 �������．この結

果は ���節の結果 �図 ���	�3�での丸模様�とよく一致する．
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図 ���� ���孤立系での非線形自己触媒反応系における最終確率分布パラメータ

は� � ���� �� � ����
�� �� � � � �である� 図中でシンボルで表記される曲線

はマスター方程式の時間発展にり得られた結果，実線で描かれる分布はランダ

ムウォークモデルにより数値的に計算されたもの．�3�反応係数が �� � ����
�

のときに現れる確率分布の極大値の軌跡� �5�さまざまな� にたいする最終確

率分布� �$� �� � ����
�のときに現れる確率分布の極大値の軌跡� �

図 ������で示される最終確率分布はシングルピークであるが，実際には，そ
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図 ���� 対称性の破れを発現する臨界粒子数��と二次触媒反応係数 ��との関

係を両対数プロットにより表記したもの �白丸�� 実線は�� � �������
��
����で

あり，白丸はこの直線上にある� 二次触媒反応の反応係数が小さくなるにつれ

て，��は大きくなる．�

の分布の形は化学物質の総数� に依存する．図 ����3�はサイズ� � ���まで

拡張したときの分布のピーク位置の変遷をプロットしたものである．�� ���

が臨界値��より小さいとき，つまり，�� ��� � ��にたいしては，分布はシ

ングルピークを保っているが，その値を超えると�� ��� � ��，ピークは分

岐し，ダブルピーク構造をもつようになる．�� 
 �
�であり，この周辺でピー

クは２つになり始め，� � ���ではダブルピークが比較的鮮明に見出せる �図

����5��．粒子数の代わりに濃度を用いると，その臨界値は
��
� � ���

�
� 
 ����
�

であり，���節の詳細釣り合いから得られる値の極限� � �，
��� � �
�に比

べると大きくなる．図 ����3�から，ピークが分裂した後では，その軌跡がそれ

ぞれの軸��� ��に対してほとんど平行になる．このことから，例えば，ピー

ク位置で��が一定のとき，もう一方の異性体の粒子数は�� � � ���であ

る．��は変化しないから，サイズ� が増大するにつれ，�� は大きくなるた

め，異性体の粒子数の差の絶対値 ��� ���� � � � ��� も増大し，鏡像体過

剰率の絶対値は

��� �




�� ���

�� ���





 � �� �
��

�
������

となり，�に近づくことがわかる．

ダブルピークが発現する臨界数��は ���
�に依存する．例えば，��を �� �



�	

����
�と，図 ����3�より大きい値を選ぶと，その確率分布の最大値の軌跡は図

����$�のようになり，��は小さくなる．またそれゆえに，鏡像体過剰率は大き

くなる．この数値で，�� 
 �
を得る．反応係数 
�を用いると，その臨界値は


���
� � ���

�
� � ����
�である．図 ���は自己触媒反応の反応係数に対する臨界

値の関係である．���
�を ����から ����まで連続的に変えると，その臨界数

��は ���
�に対し，�� � ��

����
��
����のように依存する．またこのとき，

指数はおおよそ�
��と見積もれることを後ほど確かめる．

��が 
�に近づくと，��は �程度になる．このとき，粒子数は離散的であり，

このことが��に対する公式に大きな役割を果たす．事実，�� 
 
�では，確率

分布の最大値は境界�� � �と�� � �にあらわれる．これは線形触媒におい

て見出された振る舞いに酷似している．このことは自己触媒反応により，完全

なホモキラル化が発現しうることを示している．すなわち，初期にキラルな生

成物が一切存在しない完全なアキラルな原料のみからなる場合にも，初期に自

発反応によりランダムにどちらかの鏡像異性体が先に２個生成したあとに，も

う一度自発反応による生成が生じる前に二次触媒反応のみにより，原料�が片

方の異性体へと変化する．

いま，研究の対象としているのは，��が 
�よりもずっと小さい場合�� � 
�

のときであるが，この条件であっても，図 ����3���$�で考察したように，その

サイズ� が十分に大きければ，ダブルピーク構造は常に出現しうる．初期に

キラルな物質が存在しない，完全なアキラルな状態から始めると，その初期の

異性体生成は自発反応 
�による．触媒反応の反応係数が自発反応係数と等し

くなる程度ステップ  が進んだ後，

�� 
� � 
� ����	�

では，二次触媒反応を起こすのに十分なキラル生成物がある  ��
����  �．

ここで，自発的反応が優位に進んでいる間はその確率分布は分散  をもち，ラ

セミックな状態��� � ��� �  ��に中心のあるガウス分布である．ステップ

が  � ��� ����のときに，差 $� � ��� ����を用いると，その確率分布は

近似的に以下のように与えられる．

 �$���$� � %��
�
�����$�� ������



��

初期段階である  ステップ後に，自己触媒反応が影響してくる．����� ����を

もつ状態は二次触媒反応の反応速度式

	�� � 
��
�
��� ��� ����� ������

	�� � 
��
�
��� ��� ����� ������

により決定論的に時間発展する．� ステップ後に，状態は�� ��� � � をも

つ状態 ���� ���にたどり着く．またその状態は式 ������により，”初期”の状

態 ����� ����と以下の関係をもつ．

�

��
� �

��
�

�

���
� �

���
� ������

これは，差 $ � �� ���を用いると，

$� � $
 � � $��
�� � $�
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�
� �

�� �  �

��
$� � �

�
������

のようになる．二番目で行った近似はラセミックな状態付近 �$�� �� �$�� � � �

で成立する．ラセミ状態 �$�& � � �付近での確率分布は以下で与えられる．

 �$��$ � ��$���$� � %��
�
����

�$�
�$

�$ � %���
�����	��
�$ ������

ここで，係数�は

� �
 �

��
� �

��
������

である．係数�が負になるとき，ラセミックな位置は不安定になるため，確率

分布はダブルピーク構造をとる．したがって，臨界値��は� � �から得られ

る．�    �に対しては，係数�は負となり

� � �� �

�
 �

�
�
�
��

�

�� �
�

����
�

である．不等式 ����
�が成立するときには，確率分布がラセミックな位置$ � �

で極小となるこの条件では確率分布はラセミックな位置以外の点で極大値をも

つ．これは，その確率分布が対称な形状を有することから，ダブルピーク構造

をとるはずである．前述したように，式 ����
�で得られた，臨界値��と反応

係数比との関係を表す指数則は数値計算の結果とよく合致する �図 ����．



��

以上の数学的な解析結果は物理的には以下のように解釈できる．二次触媒反

応係数��が小さいときには，初期段階では自発的反応が優位に進み，したがっ

てその確率分布はガウス分布で近似できるようなシングルピークをラセミック

な位置にもつ構造を保つ．しかし，キラルな生成物の総数  が  ��
����程

度になると，二次触媒反応の寄与が次第に大きくなり，これにより，生成した

鏡像異性体のうち量が多いほうがしだいに増加していく．また，鏡像異性体の

総数が�のときには，係数�の第二項を無視すると，ラセミ位置の確率分布は

ガウス分布の幅� よりも大きい揺らぎ �約��� �程度�により，減少する．ま

た，初期段階の異性体の差 $�以降の非線形関係はそのヤコビアンを変化させ

るため，非線形な変化をするステップが十分行われると �� � ����
��
�����，そ

の確率分布はダブルピーク構造へと移行する．

��� マスター方程式と最終状態

前節で扱った孤立系での最終確率分布は二次の自己触媒反応を考えると，初

期条件がアキラルな場合にはダブルピーク構造が出現し，����らの実験結果

����とよく一致する．しかし，正反応のみを考えると，自発生成反応があるた

め，ホモキラルな状態にはならず，その最終状態には，両方の鏡像異性体が存

在する．そこで，本章では最終状態が一意的になるようにリサイクル反応を加

えた �1モデルについて考察することにする．

一般的に正反応のみの場合でも，その最終状態である平衡値ではいくらかの

逆反応は存在するが，ここで与えたリサイクル反応は，外部からエネルギーを

与えることにより，より高い化学ポテンシャルを持つ定常状態へ移動させるた

めに，ある程度の大きさの反応係数をもつ逆反応を意味する ����．

系は閉鎖系�であり，粒子数は再び式 ����	�を満たす．ある時刻 �で，状態

���� ��� ���における確率を ���� ��� ��� ��とする．また化学反応は確率論

的に状態を変化させる．まず，�が生成される過程を考える．このとき粒子状

態 ���� ��� ���から ��� � �� �� � �� ���に変化する．直接的な自発生成反

応は ���節と同様に，遷移確率を用いて表現することができる�このときの線

�逆反応が無視できる程度の時間内孤立した系を閉鎖系と呼ぶことにする



��

形自己触媒反応は反応係数
�で進行する．生成物質�が体積 � の中に均質に

分布していると，その率は濃度 � � ���� に比例する．ここで，��は �の

粒子数である．それゆえに，遷移確率の増加量は 
������ �� ��である．同

じく，２次触媒における，粒子の確率は �� � ����� ��に比例し，遷移確率は


������ �� ���で増加する．これにより，２次までの自己触媒反応で，生成

物�を生成させる遷移確率は

� ���� ��� �� � �� � �� �� � �� ���

� �
� � 
����� � 
��
�
���

����

� �
� � ���� � ���
�
���� ������

によって表記される．リサイクル反応に対する遷移確率は直接的な自発生成過

程のみであるから，反応係数 �とすると，

� ���� ��� �� � �� � �� �� � �� ��� � ��� ����	�

である．生成物�にたいしても，反応係数がまったく等しいと仮定したために，

遷移確率は��を��に置き換えることで定義される．これらの遷移確率から�

確率の時間発展はマスター方程式を用いると，

�

��
 ���� ��� ��� �� �

�
� �

���
�

�
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 ���� ��� ��� ��� ���� ��� �� � � �
�� �

�
�� �
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������

と書き表せる．また，鏡像異性体�の平均濃度

������ � ��������� � � ��
�

�����

�� ���� ��� ��� �� ������

を用いると，その時間微分は

������
��

� ��
� � 
�� � 
��
���� � �������． ������

と表記される．したがって，相関を無視して ���� � ������や ����� � �������
とすると，再び反応速度式 ������を得る．
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式 ������は正反応 ������，������及び，������に加え，リサイクル反応 ����
�

が加わっているために，その最終状態は一意的に決まる ���� ���．それゆえに，

この最終状態を表す確率分布� が存在することが期待される．この� は数値

計算により式 ������から得ることもできるが，�1モデルの場合，単純な閉鎖

系によって構成されているために，解析的に解くことが可能である．計算する

際には，詳細釣り合い �$����%�$ 3�%��5��の条件を用いる．例えば，最終状態で

は���� ��� ��� �� ���� ��� ��� ��� �� �� � ��� ��� ���で表現される

状態 ��� ��� ��� �� ���から ���� ��� ���の生成の流れが，これと対応する

リサイクル反応の流れ� ���� ��� ���� ���� ��� �� � �� � �� �� � �� ����

�� 	 ��と釣り合っているであろう．これにより，最終確率分布は

� ���� ��� ���

�
� ��� � �� �� � �� �� � ��� ��� ���

� ���� ��� �� � �� � �� �� � �� ���
���� � �� �� � �� ���

�
�
� � ����� � �� � ����� � ������� � ��

���
���� � �� �� � �� ���

������

のように表される．考えている遷移確率は原料 �と鏡像異性体の一方 � の

みであるので，粒子数が変化するのは ��� �� のみである．同様の操作を繰

り返すことにより，最終確率分布 ����� ��� ���は�� � �の最終確率分布

���� ���� �� ���用いて，

����� ��� ��� �
��� �����

������

����
���

�
� � ���� ���
��

���
���� ���� �� ���

������

と表すことができる．

�� � �のときには，式 ������は ���� �� ��を用いて ����� ��� �� を決定

することができる．�� 	 �に対しては，上で行ったのと同様の方法を��に適



��

用して，原料のみが存在する最終確率���� �� ��により，

����� ��� ���

�
� �

���������

����
���

�
� � ��� � ���
��

����
���

�
� � �� � �� 
��

������
���� �� ��

������

と書ける．ここで，粒子数保存�� ��� ��� � � を用いた．����� �� ���

は�� と��を置き換えることで，����� ��� ��と同じ形式を持つ．事実，確

率分布は��と��に対して対称であり，

����� ��� ��� � ����� ��� ��� ������

が成り立つ．これは化学反応 �����������
�を反映したものである．���� �� ��

は規格化条件

��
����

�����
����

����� ��� ��� �
�

�����

� �� ��� ���� ��� ��� � � ����
�

から決まる．

リサイクル反応 ����
�以外のすべての反応はアキラルな原料�を消費する．こ

のように，リサイクル反応なしでは，反応は�が消費されつくした時点 ��� � ��

で停止する．したがって，その最終確率分布�は �� �のとき，�� �� �の全

ての状態に対し 	となる．式 ������では分母にリサイクル反応係数�がくるため

に，極限�� �をとることができない，しかし，���� �� �� � ��を仮定するこ

とで，最終確率分布を得ることができる．実際�式 ������で���� �� �� � ���

とおくと，

����� ��� ��� � � � �

���������
���'�
�� ��� �����'�
�� ��� ��� ���� ������

となる．ここで，� は規格化定数である．また，関数 ' は以下で定義される．

'�
�� ��� ��&� �

����
���

� 8�� & � �
���
���

�
� � ��� � ���
��． 8�� & 	 �

����	�



��

関数として明確に確率論的な反応係数 
�，及び ��� ��への依存性を表記したの

は，後の便宜のためである．規格化定数は一般には簡単な形で求めることはで

きない．しかし，自発的反応は簡単な形でもとめることができ，また，線形触

媒の場合にはある程度の簡略化はできる �補遺 参照�．

大きい系では，その確率は �及び，�，� � �����を用いると，� � %�� �	��	��


として表記される．ここで，その実効”ポテンシャル”(は

(��� �� �� �� � �� ������� ��� ���

�� 5�� � � � �� � � � �� �� � ���� � ���

�
� 	

�

�$ ���
� � 
�$ � 
�$
���

� �

�

�) ���
� � 
�) � 
�)
�� ������

と表現される．(を最小とする ��� �� ��が分布の最大値を与える�つまり，最終

的に実現される状態である�そこで，この定常条件 �(��� � �(��� � �は

�
� � 
�� � 
��
��� � ��� �
� � 
��� 
��

��� � �� ������

を与える．これは反応速度式 ������における固定点を決定する式と同一のもの

である．ラセミックな解 � � �は

�
� � 
�� � 
��
����� ��� � �� ������

を満たし，また，正の 
�に対してキラルな解 � �� �は，

� �
�

�

�
*� �

�
*�
� � �


�

���

�
� *� � � ������

で与えられる．ここで，

*� �

��

� � 
���
�

�
��� � 
���� � �
����

�
���
������

である．

式 ������で 
� � �とすると，


��� � ���
��� �� � �

��
� � 
��� � ����� ��� � �� � � ������



��

であり，� �� �のとき，式 ������の一式目から � � ��
�がでる� これを二式に

代入すると �
���
� � �になる�したがって，２次触媒反応がないとキラルな

状態は存在しない．ただし，その状態は得られた �と �の値が実，且つ正の場

合に限って存在しうる．

確率が固定点で極大であるか，あるいは極小，鞍点であるかは �階微分によっ

て区別できる．

(		 �
��(��� ��

���
�

�

�
�

�

�
� 
� � �
��


� � 
�� � 
���
� (	� �

��(��� ��

����
�

�

�
�

(�� �
��(��� ��

���
�

�

�
�

�

�
� 
� � �
��


� � 
��� 
���
������

が得られる．特に，ラセミックな固定点での鏡像異性体の濃度を �� � ��とす

ると，その周りでは，対称性から (		 � (��がいえる，また，揺らぎ Æ� � �� ��

および Æ� � �� ��の分布は近似的に

���� �� 
 %�� �		��


� ������
��

�
�(		 � (	���Æ� � Æ��� �

�

�
�(		 � (	���Æ� � Æ���

�
� ����
�

で与えられる．それゆえに，この揺らぎはガウス分布の定義により ����，�� �

�� �� � ��を用いて，

��Æ� � Æ���� �
�

� �(		 � (	��
�

������
� � 
��
� � 
��

���

� �
��� ��� ���
��� � ��� ����
�����

��Æ� � Æ���� �
�

� �(		 � (	��
�

����
� � 
��
� � 
��

���

� �
� � 
�����
������

と計算できる．これらの公式 ������は以下で行う最終確率分布の考察をするの

に役立つ．

����� 自発的な反応とリサイクル反応のみの場合

直接的な自発反応とリサイクル反応のみの場合 �
�� � � �且つ 
� � 
� � ��

においては，その最終確率分布は簡単に

����� ��� ��� �
� �

���������


������ ���

��
� � ���
����	�



�


が得られる �補遺 ��．この確率分布は式 ������から得られたラセミックな固定

点にピークを持ち，それは以下のように計算される．

�� � �� �

�

�
� � �
�� �� � �� �� � �� �

�

�
� � �
�� ������

その確率分布はこのピークの周辺にガウス型の分布をもつ．そこで，十分全粒

子数が大きい場合に式 ����	�は

����� ��� ��� 
 ���
�
� �

���
� � ���

�
���
�Æ� � Æ��� �

��
� � ��

�
��
�Æ� � Æ���

��
�

������

と近似できる．揺らぎ Æ� � Æ�と Æ� � Æ�は性質が異なる．極限 � � �でキラ

ル対称性の破れが発生する方向 � � ��の揺らぎは

��Æ� � Æ���� �
�
�

�
� � �

�

�
������

となり，有限に留まるが，キラル対称性の破れが発生する方向と垂直な � � �

の揺らぎは

��Æ� � Æ���� � � ������

となるため消える．生成物と釣り合いを保つ逆反応に相当するものが存在しな

いため，リサイクル反応の無い場合 �� � ��には，詳細釣り合いにより解を得

ることはできない．しかし，極限 � � �での最終状態 � を考えると，この

形式との関連性を吟味することは価値がある．全ての原料分子はキラルな生成

物に変わるので，�� � �を満たすように，���� � �� ��� ��� � � となる

はずである．したがって，この場合の最終状態は固定線 � � � � �，あるいは，

�� ��� � � 上に分布する．極限において確率 ����	�は固定線上にそって二

項分布

� ��� ��� � ���� �
� �

����� �����

��

�

��
������

をとる．この結果は初期状態として，キラル分子の存在しない完全なアキラル

な状態 ��� �� ��を仮定した場合に，リサイクル反応のない場合に解析された，

&����による解に一致する ���� ���．また，���節で得られた式にも一致する．



��

����� 線形自己触媒

線形の自己触媒を加えても，その最終状態は質的に変わるわけではない．
� �

�の場合には，その確率分布は式 ������から得られたラセミックな固定点に

ピーク

�� � �� � �

�
��
� � 
��� ��� � �
�
��� ��
� � 
�� � ��

�
��
� ������

を持つ．この点は反応速度式 ������の固定点に一致する．式 ������によって与

えられる固定点周りの揺らぎは 
� � �である限り，非負である．したがって，

線形触媒のときには，ガウス分布による近似式 ����
�は正しい．実際，式 ������

において，
� � �とすると，常に正であり，ラセミックな固定点は常に安定で

ある．

図 ���は様々なパラメータを選んだときの最終確率分布である．図 ������は

自発的反応係数に比べて線形自己触媒反応が小さい場合
� � ��の確率分布で

ある．その構造は自発的反応のみの場合に比べて広い状態にわたり分布してい

るが，ラセミックな固定点にピークをもち，ガウス分布型である．線形自己触

媒反応の反応係数を大きくしていき，
� � �� のときに描く構造は図 ����3�で

ある．この条件のとき，最終確率分布 ������は

����� ��� ��� � � � �

���
���
����� ������

のように，鏡像異性体粒子��� ��に依存しない形になり，そのピーク位置は

�� � ��
�であり，この値をもつ状態 ���� ���は全て同じ � をもつ．自己触

媒反応の反応係数が自発的反応に比べて大きくなると，図 ����5�のようにホモ

キラルな状態付近に鋭いピークが現れる．このことは，線形触媒のほうが自発

的反応よりも発生率が高いことに起因している．自己触媒反応は生成粒子が多

いほど反応するのに有利であるため，ラセミックな位置付近では異性体の双方

が生成する反応が活発におこり，したがって不安定になる．それに比べると，

ホモキラルな位置では片方のみが優位に反応するために，ラセミックな位置に

比べると安定である．

もし，リサイクル反応がなければ �� � ��，固定点は �� � �� � ���且つ�� � �

である．したがって，揺らぎ ��Æ� � Æ����は消滅し，揺らぎは対角線 � � � � �
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図 ���� 様々なパラメータのときの最終確率分布．���
� � ��のとき．パラメー

タ 
� � �，�� � ���ラセミックな位置でシングルピークをもつ．�3�
� � ��のと

き．パラメータ 
� � �，�� � �．�� � ��
�の点で一定値を持つ．�5�
� � ��の

とき，パラメータ 
� � �，�� � ��．ホモキラルな状態付近に鋭いダブルピーク

を持つ．�



��

上にそって存在する．また，この場合には，揺らぎ ��Æ���� � ��Æ����は 
� � �

である限り，有限である．一方，自発的な生成が無い場合 �
� � ��のときのみ

に揺動は発散するが，これは分布が � � � � �に沿って，平らであることに対

応している．

事実， �� �に対して，式 ������から，その最終状態は固定点�� � �，い

いかえれば，����� � �に沿ってのみ非零であるという結論が導かれる．こ

の状態は相空間�� ���において，以下のように表記できる．

� ��� ��� � ���� � � � �

����� �����
'�
�� ��� ����'�
�� ��� �� ����

����
�

この結果は再び，完全なアキラルな状態 ��� �� ��を初期条件として時間発展さ

せた&����による結果と一致し ���� ���，また，���で得られた式 ������と同じ

ものである．

図 ���は様々な ��に対する最終状態の確率分布を描いたものである．自発生

成反応係数 
�が線形自己触媒反応の反応係数 �� � 
��� と同程度の大きさの

場合，すなわち 
� � ��では，'�
�� 
�� �&� � 
�� & �かつ，'��
�� 
�� ��� �


�� �� ����であり，このときの最終確率分布は� ��� ��� ����� � �������

のように，定数となる．さらに 
� � ��の場合には，� は�� � �と�� � �

に高さ � �� ���のダブルピークをもつ．他の状態に対してはほとんど 	に近

い値をとる．この�� � �と�� � �にできるピークが発生する過程は次のよ

うに考えることが可能である．はじめに自発的な反応によって生成した鏡像異

性体は，もう一方の異性体が自発的反応によって発生する前に，全てのアキラ

ルな原料を線形自己触媒反応により，自身と同じ異性体へと変化させる；前者

の自発的反応は ���節により，おおよそ
����

��� ����!�� � !� � � �������内の

時間に発生することが要求されるのに対し，後者の線形触媒反応は ��
�� 内

の時間に発生すればよい．それゆえに，対数補正を無視すると，自発生成反応

係数 
�が ��より小さいときには，再び自発的反応により異性体が発生する確

率はない．
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図 ���� リサイクル反応のない場合の様々なパラメータのときの最終確率分布．．

パラメータ� � ���� �� � ���
�および，
� � ��，�� � ��
�．�

����� 二次触媒反応


� � �のときには，最大で３つのラセミックな固定点がある ����．�� ��

��
� では，式 ������によって与えられる揺らぎ ��Æ� � Æ���� が負になるた

め， 固定点は不安定である．確率分布はそこでは最大値をとらず，鞍点か最

小値をとなる．一方，式 ������で表記されるように，*�
� 	 �
��
��

�のときに

は，新しく発生するキラルな固定点が � � � �
�

��
�から分岐する．この場

合には，反応速度係数により，最大で４つのキラルな固定点がある．
� � �に

対しては，２次の反応速度係数の臨界値
��は式 ����
�で，�Æ�� Æ��が不安定

になる点

(		 � (	� � � ������

から，


���
� � �
�

�
� �

�

�
�

��

����	�

と計算できる．
�が 
��より大きいときには，ラセミックな固定点が不安定に

なる、また，この値に対応して最終確率分布 � はキラルな状態にダブルピー

クをもつ．

図 ���は式 ������による最終確率分布を描いたものである．図 ������では，臨

界値よりも非線形触媒の反応係数が小さいときである．ラセミックな固定点に

シングルピークが発生する．この構造は線形触媒の場合に比べるとピークが鋭

く鮮明である．これは，揺らぎ ��Æ�� Æ����と ��Æ�� Æ����が線形触媒のときに



��

比べて小さくなるからである．一方，図 ����3�は臨界値 
��のときの分布であ

る．このとき，ホモキラル化方向の分布の形状は (		 � (	� � �より，固定点付

近で確率は一定値をとり，ホモキラルに垂直な方向に対しては揺らぎが正であ

るため，シングルピークを描く．図 ����5�では，臨界値より大きい場合の確率

分布である．ラセミックな固定点は不安定になるため，谷になり，キラル対称

性の破れている状態にダブルピークをもつ．さらに非線形触媒の反応係数が大

きくなると，線形触媒において �� � 
�のときのようにホモキラルな位置に鋭

いダブルピークをもつ構造になる．

� � �のとき，その最終確率分布は�� � �に対しては消える．�� � �の

線上では，その分布は式 ������で与えられるが，今までのところ規格化定数�
を解析的な表現で得るまでには至っていない．
� � � � �のときには，� は

式 ������で得られたキラルな解を

�� � �
����� �
��
���

�
� �� ������

とおくと ���� � �を用いた�，キラルな固定点 ���� �� � �����及び，���� �� �

�� ���にピークを持つ．またその鏡像体過剰率は

� �
�� � ��
�� � ��

� �
�

�� �
�

���

������

である．

��� 数値計算によるマスター方程式の時間発展

ここでは，前節で得られた最終確率分布を数値計算によって確認するためと，

最終状態に達するまでの時間を調べるために，確率分布の時間発展について議

論することにする．４次のオーダーまでの "!�-��/!���法を用いて，数値的に

式 ������を時間発展させた ����．このとき，全粒子数を� � ���とする．

����� 自発的反応

自発反応 
�と有限のリサイクル反応 � � 
�をもつ場合 �
� � 
� � ��に，確

率分布の時間発展は図 ������で描かれる．図はいくつかの時間に対する等高線
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図 ���� 非線形触媒による最終確率分布 ���
� � 
��のとき，ラセミックな固定

点にシングルピークをもつ．パラメータ �� � ��� � ���
�．�3�
� � 
��のと

き，ラセミックな位置付近にピークをもつ台形方の構造をとる．パラメータ

�� � ���� � ���
�．�5�
� � 
��のとき，臨界値 
�� を超えると，ラセミック

な位置での固定点は不安定になり，キラルな状態にダブルピーク構造をもつ．

�5�
�  
��のとき，非線形触媒の反応係数が自発的反応よりも十分大きくなる

と　　ダブルピーク構造はホモキラルな位置に現れる．他のパラメータ�� � ��

�



��

をプロットしたものである．アキラルな状態 ���� ��� ��� � ����� �� ��と，キ

ラルな状態 ���� ��� ��� � ���� ��� ��から始まった２つ場合に対してプロット

した．確率分布はピークをひとつのみに保ったまま一意的な最終状態へ移行す

る．図 ��� �3�で描かれる最終確率分布は式 ����	�によって与えられる結果と一

致する．ピーク位置の時間発展は反応速度式によって得られる軌跡を描く．こ

の軌跡は図 ������において実線で示す．このピーク位置は 
� � �のとき，ラセ

ミックな固定点��
� � ��

� � ��
に接近する．キラルな位置から出発した場合

に，状態がラセミックな位置へと指数関数的に接近する．自発的反応の場合に

は二粒子間の相関を考える必要がないため，その平均値は反応速度式 ������と

完全に一致する �解法については補遺 �を参照�．鏡像異性体の差の式として，

����� � ����� � �������� � ��������%��� ������

が得られる．したがって，ラセミックな位置への緩和時間はリサイクル反応係

数 �のみに依存する．またリサイクル反応のない場合には � � �であり，その

差は変化しない．式 ������が自発生成反応係数
�によらないのは，自発生成反

応係数にかかる係数が � � �� � � �であることに起因している．原料�を一

定割合で異性体�� �に変化させるだけであるため，差 �� �を変化させること

はない．

リサイクル反応がない場合 �� � ��には，アキラルな原料は全て消費され，そ

の最終状態は�� � �，換言すれば，�� ��� � � � ���の直線上に分布する．

このとき，���で示したように，分布は初期条件に依存する �図 ����5� �．その初

期状態がキラル分子の存在しない完全なアキラルな状態����� � ����� � �の

ときには，時間発展の間中，ラセミックな値�� � �� を保っている．キラルな

状態が初期条件の場合には，キラル性は保たれているが，鏡像体過剰率は減少

する．式 ������により得られる最終確率分布は図 ����$�において，ラセミック

な最終状態をもつ分布に対してのみ正しい。この図で非対称な最終状態は �����

節で与えた式 ������と一致する．
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図 ���� 自発的な反応のみの場合のマスター方程式 ������による時間発展．���

�� � 
��のときの等高線による時間発展．�5�リサイクル反応のない場合の等

高線による時間発展．�3�，�$�はリサイクル反応のある場合とない場合それぞ

れについての最終状態の確率分布．その他のパラメータは 
� � 
� � �かつ

� � ���� �



��

����� 線形自己触媒

次に，線形の自己触媒の場合について，パラメータを�� � ���
�，リサイク

ル反応を� � 
�として考察する．図 ��
���で示されるように，確率分布はラセ

ミックな状態にある一意的な分布へと集まる．初期にキラルな状態の場合 �図

��
���では，����� � ��� �� � ��，でもその時間発展は，最終的にはラセミッ

クな固定点へと移動する．その最終確率分布は図 ��
�3�で描かれ，これは式

������で与えられるものである．図は自発的な反応係数に比べて触媒反応の反

応係数が小さい場合の構造であり，自発的反応と比べると，その分布の構造は

幅広い状態に渡っているが，ピークはひとつのみであり，しかもラセミックな

位置にある．したがって，この分布状態ではキラル対称性の破れは発現してい

ないことがわかる．また，図 ��
���による時間発展からわかるように，その等高

線図の軌跡は直線的に進み，鏡像異性体の総数が����������� � �������� を

満たす点でラセミックな位置へと移動する．これは自発的反応の場合 �図 �������

が除々にラセミックな位置へ移行するのと対照的である．時間発展の軌跡は反

応速度式によるものとほぼ一致し ����，����� ������ � ��� � ���� をみたす

点に達するまでは直線的である．

リサイクル反応がないと，その最終確率分布は初期条件に依存する �図 ��
�5�

�．アキラルな状態�� � �� � �が初期状態のときには，その最終確率分布は

詳細釣り合いの条件によって得られた式 ����
�によって表記される �図 ��
�$���

この図で，非対称な確率分布は初期条件が�� � ��� �� � �のときの最終確率

分布である．この状態は �����節で与えた式 ������に一致する．

����� 二次触媒反応

二次触媒反応がある場合には，その確率分布は前の２つの反応とは異なる振

る舞いをする．リサイクル反応がある場合にも，以下で示すように確率分布は

初期分布に依存する．もし，初期分布が完全なアキラルな原料 ��� � �� � ��

のみの状態からはじまるならば，その確率分布は対称な構造をもつが，初期

に現れるシングルピークの状態は不安定な固定点のまわりで分岐し，ゆっくり

とダブルピーク構造に発展する．その等高線図は図 ������のようになる．この
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図 ��
� 線形触媒反応の場合のマスター方程式 ������による時間発展 ��� �

����
��．��� �� � 
��のときの等高線による時間発展．�5�リサイクル反応のな

い場合の等高線による時間発展．�3�，�$�はリサイクル反応のある場合とない

場合それぞれについての最終状態の確率分布．その他のパラメータは
� � �か

つ� � ���� �



��

図 ���のパラメータは �� � ����
�，および，�� � �，
� � �である．このと

きの最終確率分布は図 ����3�でしめされるようなダブルピーク構造をとり，式

������によって表記される．系がキラルな状態から始まるときには，図 ����5�

で描かれるようにその確率分布は非対称な位置にシングルピークをつくる．そ

の分布の構造は図 ����$�で表される．ピークの位置は図 ������におけるダブル

ピークのうちの片方に相当する．この確率分布は ��
��で示すように，十分長

い時間があれば，もう一方のピークの方向へ移動するが，���オーダーの時間

では，数値的な手法ではもう一方のピークへ移動することはない．

リサイクル反応のない場合 �� � ��には，系の時間発展は，原料物質�が全

て消費されるときに�� � �� � � 上に留まる �図 ���	����．このことは前に

考察した２つの反応と同じであるが，アキラルな状態から始まった場合にその

最終状態は，式 ������における �� �の極限とはまったく異なる �図 ���	�3��．

これは � � �では，生成反応とリサイクル反応の間での詳細釣り合いを仮定

することはできないためである．この最終状態の考察については既に���節で

行った．

　

時間発展と鏡像体過剰率

リサイクル反応がある場合に，非線形触媒は上述したように，一意的な最終

状態へ移行する．その最終状態はキラル対称性の破れた分布構造をもつ．それ

が具体的にどのような値かを鏡像体過剰率 ������を用いて検討する．その最終

状態は式 ������から数値計算により求めると，パラメータが �� � ���
�� �� �

�� � � 
�� � � ���のときには ��� 
 ����である．図 ����は鏡像体過剰率の時

間発展を描いたものである．図 �������は初期に鏡像異性体のない完全なアキ

ラルな状態を選んだもの �実線�と，キラルな状態 ���� ��� � ���� ��から出発

したもの �破線�を示した．アキラルな初期状態を持つ場合に鏡像体過剰率が

初期段階で大きな値をもつのは，確率分布のピークが端の状態�� � �及び，

�� � �に近いからである．それに対してキラルな状態が初期状態の場合に初

期値が大きいのは，ホモキラルな初期条件を選んだからである．図 �����3�は

鏡像体過剰率の飽和値への漸近を対数プロットにより示したものである．図に

おける実線はアキラルな初期条件，破線はキラルな初期条件を示している．図
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図 ���� 非線形触媒の場合の時間発展 ��� � ����
��．����3��5��$�リサイクル反応

のある場合の等高線による時間発展 �� � 
��と最終確率分布� ����3�初期条件が

アキラルな原料のとき．�5��$�初期条件がキラルなとき ��� � ��� �� � ����3��$�

最終確率分布� �
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図 ���	� リサイクル反応のない場合 �� � ��．非線形触媒の場合の時間発展

��� � ����
��．���等高線による時間発展．�3�初期がアキラルな場合の最終確

率分布，丸模様によって表記される分布は数値計算によるもの．一方，実線で

表現される分布は詳細釣り合いの条件から導出された式 ������から計算される

結果．他のパラメータは 
� � �および� � ���である� �



��

の時間範囲では直線的な振る舞いをしており，それゆえに指数関数 ������
���
により近似することができる．アキラルな初期条件を持つ場合には，その飽和

値へ達するまでの緩和時間は ��� 
 ���� � ���� ���������
���であり，キラル

な初期条件の場合には，��� 
 ����� ���� ���������
���により近似できる．こ

こで，����は最終確率分布 ������から求めたものである．後ほど固有値解析に

よりこの緩和時間 ��� が第三固有値に近い値をもつことを示す．

k0 t k0 t

��� �3�

図 �����鏡像体過剰率の時間発展．���実線はアキラルな初期条件 ��� �� �� � �

から，破線はキラルな初期条件 ���� ��� �� � �から時間発展させた．パラメー

タは �� � ���
�� �� � �� � � 
�� � � ���である．�3�時間範囲 ��
 � 
�� � 
�

における，対数プロットによる鏡像体過剰率の飽和値への漸近．実線はアキラ

ルな初期状態，破線はキラルな初期条件のもの．�

��	 固有値解析によるマスター方程式の解析

ここでは，マスター方程式の零固有値の縮退度と縮退する固有関数により，

非線形触媒の対称性の破れについて考察する．

マスター方程式 ������は確率分布に対する線形微分方程式であり，時間発展
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行列�を用いると，

� ���� ��� ��� ��

��
�

�
� �

�
�� �

�
�� �

�

���� ��� ������ �
�� �

�
�� �

�
�� �� �

�� �
�
�� �

�
�� ���

������

と表現できる．ここで，行列�は式 ������，����	�によって定義された遷移確

率� と以下のように関係づけられる．

���� ��� ������ �
�� �

�
�� �

�
�� ����

��
� �� �

�� �
�
�� �

�
� � ��� ��� ���， �� �

�� �
�
�� �

�
�� �� ���� ��� ���

�������������
� ���� ��� �� � ���� ���� ����， �� �

�� �
�
�� �

�
�� � ���� ��� ���

この行列要素で 	と異なるのは，

�� �
�� �

�
�� �

�
�� � ��� � �� �� � �� ��� �複号同順�，

�� �
�� �

�
�� �

�
�� � ��� � �� ��� �� � �� �複号同順�，

�� �
�� �

�
�� �

�
�� � ���� ��� ��� ������

のときである．行列�の固有関数��と固有値��は

��� � ���� ������

で定義される．固有値の和は行列の次元に等しい．いま，行列の次元は�� �

�� ��� � � を満たす全ての組み合わせであるから，行列 ������の固有値の

個数は �
�� � �

�

�
� �

�� � ���

� ���
�

�� � ���� � ��

�
������

である．確率分布の時間発展は級数により，以下のように表現できる．

 ���� ��� �� �� �
��
���

��%
����� ����
�

確率分布は保存則
�

�����
 � �を満たすため，�� � ���� � ����個ある全て

の固有値は非正でなければならない．



��

そこで固有値の番号付けを以下のようにする．

�� � � 	 �� 	 � � ��� 	 ���� 	 � � � 	 � ��	�
��	�

�

��
� ������

平衡近傍に定常状態が存在するときには，その最終確率分布�は固有値�� � �

の固有関数��と一致する．以下では再び，三つの場合に関して議論する．

����� 自発的反応

この場合には，その固有値は解析的に計算することが可能である．まず，行

列�を，新たな行列��������������を導入することで簡略化する�．それ

らの行列要素は

��� � �� ��� �������� ��� ��� � ��� ��� � �� ��� ��������� ��� ��� � �

���� �� � �� �������� ��� ��� � ��� ���� �� � �� ��������� ��� ��� � �

���
	�

��� � �� ��� �� � ������� ��� ��� � ��� ���� ��� �� � �������� ��� ��� � �

であり，これ以外の行列要素は零である�これらの行列は交換関係は

������ � ������ � ������ � � ���
��

を満たす．これ以外の組み合わせでは，交換関係は零である．粒子の状態 ��� �� ��

を真空状態 ��� �� ��とみなすと，たとえば行列��に関しては，��������� �� �� �

���� �� ��を得る� したがって，行列��は分子�の粒子数に対して，生成演算

子の役目を担っているとみなすことができる�同様の関係が他の行列について

も成り立つ�また，三つの双一次形式��
����

�����は数演算子として機能す

る．これらの行列を用いると，行列�は以下のように双一次形式によって表

現できる．

� � ��� �����
��� ��� � ��� �����
��� ���． ���
��

�ここで，記号 �は複素共役を意味するものではない．量子論的手法で用いる生成演算子で

使われている規則に従った．
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ここで，以下で定義されるような新しい行列を考える．

�� � ���� �� �
�
� �

��� � 
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�

�� � ��
��� ��� ��� �
�
� �

���� ��� � ��

�
� � ��
� ���
��

こうして定義された新しい行列は再び，式 ���
��と同様の交換関係

�����
�
� � � Æ�� ���

� ��
�
� � � � ������� � � ���
��

を満たす� この行列を用いると，行列�は

� � ����
��� � ��
� � ����

���� ���
��

と対角化することができる� 行列�には現れなかった双一次形式��
���はこ

の系における全粒子数保存を表す．このことは，ある状態 ���� ��� ���に対し

て，とりうる全ての状態に対する遷移を計算することで示せる．実際，

�
� �

���
�

���
�

���

�� �
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������� ��� ���
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�� �
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�
����

��� ��
�� �

��
�� �

��
����

��
�� �

��
�� �

��
� ������� ��� ���

� �� ��� ��� ���
��

が得られる．一方，��
���および，��

���は非負の整数  ��  � � �� �� �� � � �� で
あり， � �  � � � を満たす．このことは，ある状態

���� ��� ��� � ������������������ ��� �� �� ���

�

を新たに定義した行列��
���

�
���

�
�を用いて表現しなおすことで理解することが

できる．新たな行列により，状態を書き直すと形式

������������������ ��� �� �� �
�

��������

���
��
�����

��
�����

��
����� �� �� ���
��



��

をもつ．ここで � ��  ��  ��は非負の整数である．このとき，行列 ���
���

�
���

�
��

は ����������の線形結合であるから，必ず，

 � �  � �  � � �� ��� ��� � � ����	�

を満たさなければならない．したがって，

 � �  � � � �  � � � ������

が成立する．この整数を用いると固有値は

������ � �� � � ��
� � �� � ������

と書ける．固有値は � � �である限り，�偶然縮退を除いて� 縮退しておらず，

零固有値は ���のみであり，系は一意的な最終状態に落ち着く，したがって，

相転移はおこらない．

一方，リサイクル反応がない場合 �� � ��には，縮重度は大きくなる．特に，

�から � までの任意の  � に対して，����� � �が成り立つため，固有値には

� � �重に縮退している．このことは反応速度式の解析からも予期されるよう

に，系の最終状態が初期条件に依存して様々な状態を取ることに対応している．

最終状態は零固有値の固有関数の線形結合で表され，また，最終状態に到達す

るまでの時間は零以外の最大固有値��
�の絶対値の逆数程度である．���で

考察したように，キラルな位置が初期値のときも鏡像体過剰率は増加しない．

任意の固有値 ������ に対する状態������ も解析的に導出することができる

�補遺 ��．

����� 線形触媒反応

現在のところ触媒効果を持った場合には，行列�から固有値を解析的に導

出することには成功していない．そこで，数値的な手法用いる．固有値と固有

状態を得るのに，計算機において，サブルーチン&�+�5/による”$-��9”を用

いた．パラメータは �� � ���
�� 
� � �� � � 
�� � � ���とした．横軸を化学物

質の総量� としてプロットした場合の零固有値とそれに続く固有値の関係は

図 �������で描かれる．リサイクル反応がある場合には，第二固有値��は総粒



��

子数� とともに増大するが，零固有値�� � �に接近する前に別の値に留まる

と推測される．全粒子数が増大するときに，��が零固有値に漸近しないことに

より，最終確率分布は常に唯一つである．それゆえに，� ��でキラル対称
性の破れは生じない．零固有値に相当する固有状態は図�����3�で示されるが，

その構造は数値計算で導いた対称な初期条件のときと同じである．図 �����5�

で示される図は第一固有値��に対応する固有状態であり，直線�� � ��に対

して反対称である．

初期条件が完全なアキラルな状態の場合には，第一固有状態は確率分布の

時間発展において現れない．というのも，アキラルな状態からの時間発展で

はその分布の構造は�� � ��に対して対称であるからである．実際，時間発

展による等高線図 ��
���は，そのピーク位置は初期から常にラセミックな位置

�� � �� を通り時間発展する．また，その構造も左右対称であるため，反対

称な構造をもつ関数 ���図 �����5��が現れる余地がないからである．一方，初

期条件がキラルな状態である図 ��
�5�のように，その時間発展が非対称な構造

を持つ場合には確率分布は反対称な関数と，対称な関数の線形結合で表される

ため，固有関数��が発生すると考えられる．

リサイクル反応のない場合には，マスター方程式の時間発展行列の固有値は

自発的な反応の場合と同様に縮退する．また，時間発展行列�が三角行列に

なるために，その固有値は対角成分の値と等しくなる．求められた固有値を利

用すると，アキラルな原料を初期条件にした場合の確率分布の時間発展を解析

的に計算することが可能である �補遺 2�．これにより，�� � ��に対して対称

な構造をもつ固有関数を求めることができる．また，任意の初期条件に対する

最終確率分布を簡単に計算することができる．

����� 二次触媒反応

線形触媒反応同様，二次触媒反応のときには解析的な手法で固有値を得るこ

とに成功していないため，数値計算により固有値解析をおこなう．二次触媒反

応の場合には，最終確率分布がダブルピーク構造をもつように，パラメータと

して�� � ����
�及び，� � 
�� 
� � �を選んだ．第二固有値��は系のサイズが

� � ���になるにつれて，零固有値に接近する，一方，第三固有値以降の固有値
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図 ����� ���自発的反応と線形触媒，リサイクル反応からなる系の時間発展行列

の固有値のうち，０固有値に近いものを横軸� にたいしてプロットした，パ

ラメータは 
� � ���
�� � � 
� と 
� � �� �3� �� � �零固有値の固有状態

���� � ����� 線形自己触媒反応の場合の最終状態を表す．ラセミックな位置に

シングルピークをもつ構造であり，キラル対称性の破れは発現しない．�5�第二

固有値 ��の固有状態���� � ����� ��� ��に対して反対称な構造をもつ．第

二固有値が支配的ある間は鏡像異性体の差は零と異なる．しかし，
�� � 
����

で最終状態��に移行する．�



��

は有限の値に留まる �図 ��������．式 ����	�によると，キラル対称性の破れが発

現する臨界値は用いたパラメータのときには，�� � �������
������
��
���� 


����である �それゆえに，� � ��のときに最終確率分布はダブルピーク構造

をとる�．図 �����3�は固有値を対数プロットしたものである．事実，臨界サイ

ズ��付近では，���と���の差が拡大する．最大値� � ���付近では，固有

値��は�� � ��� ��� ��������
��� ���� ����のように指数関数的である．

しかし，これはあくまでも推測であり固有値の漸近はさらに大きな系で観測さ

れると思われる．指数則は推測の域をでないが，反応速度式との結果から，統

計的な極限� � �ではキラル対称性は破れると推測される．

固有値 �� � �のときの固有状態 ��は図 �����5�のように，左右対称なダブ

ルピーク構造をもち，時間発展によりえられた最終状態 �図 ����3��と一致する．

一方，図 �����$�は固有値��の固有状態��に相当する．もし，初期に小さな

対称性の破れがある場合には，図 ����5�のような，�� � � で与えられるダブ

ルピーク構造のうちの一方のピークのみが発達する．これは，固有関数��と

��の線形結合で表される．ある程度時間がたてば，第三以降の固有値の影響

は小さくなり，２成分 �������のみが ����程度の時間の間は残っている．こ

の間は，確率分布は非対称な形を保っており，図 ����$�のようにキラルな状態

にシングルピークをもつ．

全粒子数�を固定し，二次触媒反応の反応係数を変化させた場合の固有値の

変化は図 ����で示される．自己触媒反応の反応係数が大きくなるにつれて，第

二固有値は急速に零に接近することがわかる．このことから，非線形触媒の反

応係数が大きいと，キラル対称性の破れた構造が長時間維持されることがわか

る．第二固有値は指数関数���
� 
 ����� ��������� �������� ����でフィッ

ティングされる．また，� � ��のときの臨界値を��で表すと，�� � ��������

であるが，その付近で値に異常は見られない．一方，第三以降の固有値は零以

外の値で留まる．完全にアキラルな状態から出発した時間発展では，線形触媒

のときと同様，確率分布の時間発展が�� � �� に対して対称な構造を持って

いるので，�� � ��に対して反対称な構造をもつ固有関数��は現れない．キ

ラル対称性の破れが発現するまでの時間は第三固有値 ��によって支配される．

その固有関数は図 �������のように，対称な構造をしている．この固有関数が支



�	

��� �3�

 0

 50

 100

NR

 0 20 40 60 80 100 NS

 0

 2

 4
103 Ψ

 0

 50

 100

NR

 0 20 40 60 80 100 NS

-4

-2

 0

 2

 4 103 Ψ

�5� �$�

図 ����� ��� 自発的反応と二次触媒反応，リサイクル反応からなる系の時間発

展行列の固有値のうち，０固有値に近いものを横軸� に対してプロットした，

パラメータは 
� � ����
�� � � 
� 及び 
� � �� 第二固有値 �� は，総粒子

数� が増加するにつれて，零固有値に接近する．�3����で用いた固有値を対数

プロットしたもの，第二固有値の漸近的な振る舞いは指数関数により ���
� 

������ ��������
�����������でフィッティングされる．�5�零固有値�� � �

での固有関数��及び �$�第二固有値��の固有関数���� � ����� �
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図 �����固有値の��依存性．横軸��に対して 	固有値に近い固有値をプロット．

縦軸は対数プロットである．全粒子数� � ��とした．パラメータは 
� � �．

丸模様が第二固有値．四角模様は第三，三角模様は第四固有値である．第二固

有値は指数関数により，���
� 
 ����� ���������������������によりフィッ

ティングされる．��
�．二次触媒の反応係数の臨界値 
��は� � ��のとき，確

率方程式での反応係数 ��をもちいると，�� � ���� ����である．�



��

配している時間 ����には，ラセミックな位置を中心に不鮮明なピークをもっ

て確率が分布していることがわかる．また，� � ���� �� � ����
�のパラメー

タではその値は�� 
 ������
�であり，鏡像体過剰率の時間発展 �����におい

て得た緩和時間 ��� と合致する．

キラルな状態が初期条件の場合には，最終状態になるまでにかかる時間は第

二固有値によりきまるが，前述したように，この固有値のみ零に急激に接近す

るため，全粒子数が十分大きいときには非対称な確率分布が最終状態とみなせ

る．したがって，この最終状態に達するまでの時間は，第二固有値よりも小さ

い固有値によって決定される．しかし，完全に対称な形で発展する場合とは異

なり，その値を求めることは難しい．というのも，発展する構造は非対称では

あるが，反対称であるわけではないからである．この場合，時間発展に際して，

用いる固有関数は対称なものと，反対称なものの一次結合となる．

第四固有値の固有状態は図 �����3�で示されるような反対称な形になる．ま

た，その値も第三固有値に近いことから，キラルな状態から始まる時間発展の

緩和時間は ���� � ��� � ����である．実際パラメータ� � ���� �� � ����
�

のとき，鏡像体過剰率を計算した際にもとめた緩和時間は��� 
 ����であった

が，�� 
 ���
�
�であり，この条件の範囲内に納まっていることがわかる．

リサイクル反応のない場合には，その零固有値の縮退度� ��になり，これ

は上で議論したリサイクル反応のない，自発的反応及び線形触媒反応と同様，

その最終確率分布が初期条件に依存することに対応している．また，他の固有

値も，線形触媒反応のときと同様解析的に決定することができる．しかし，そ

の固有状態を導出することには成功していない．

��
 結論

本章では鏡像異性体生成反応における化学物質の粒子数の確率分布を確率論

的に導出した．

孤立系の場合には，その確率分布は初期条件に依存する．キラルな物質がな

い完全なアキラルな状態から始めると，その最終確率分布は自発的反応と線

形触媒反応の場合には，方向付けられるランダムウォークモデルから解析的に
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図 ����� 自発的反応と二次触媒反応，リサイクル反応からなる系の時間発展

行列の ���第三固有関数．�3�第四固有関数パラメータは 
� � ����
�� � � 
�，


� � �，� � ���� �

求めることが可能であり，またリサイクル反応のある場合に詳細釣り合いから

えられた確率分布に一致する．しかし，二次触媒反応の場合には，方向付けら

れるランダムウォークモデルでは解析的に解くことはできず，数値的に問題を

扱った．二次触媒反応があると，その最終確率分布は反応係数 
�が増加する

に伴い，ダブルピーク構造が発達する．二次触媒反応は初期に自発反応によっ

て造りだされた揺らぎを増幅させ，それによりラセミ位置での確率分布を減少

させる．それゆえに，もし反応係数 
�が因子 � ������だけ 
�より大きいとき

には，確率分布にダブルピーク構造が現れる．二次触媒反応のときに，リサイ

クル反応による詳細釣り合いから得られた結果とマスター方程式を数値的に時

間発展したものと一致しない．事実，詳細釣り合いの条件がリサイクル反応の

ない場合にも成立する理由はない．

自発的反応の反応係数が極端に小さい極限
� � 
���� 
� � 
���
�では，確

率分布はダブルピーク構造をとるが，このときピーク位置は鏡像異性体の一方

のみが存在する点である．この反応で，初期条件としてアキラルな原料のみの

場合を考える．このとき，まず，自発的反応によりランダムに鏡像異性体のう

ちの一方が生成する．次に自発的反応により再び鏡像異性体が生成される前に，

自己触媒反応により，原料物質 �が全て一方の鏡像異性体生成物に変化する．



��

このような反応は反応速度式による手法では現れない，これは確率論的に考え

た場合のみに表記可能な現象である．

この確率分布におけるダブルピークは ����反応の実験にも見出される．し

かし，ホモキラルな状態に鋭いピークをもつわけではない．それゆえに，それ

ほど大きい自己触媒反応係数は期待できない．したがって，一次触媒反応の反

応係数で ��  
�のときの反応よりも，二次触媒反応による反応が生じている

と考えたほうが妥当である．

続いて，����反応では，その最終状態がホモキラルにならないために，リサ

イクル反応を加え，最終状態を一意的にする�1モデルの考察を行った．リサ

イクル反応がある場合には，系において，正反応と逆反応がバランスをとり平

衡値近傍で定常状態を保つために，詳細釣り合いを利用することで最終確率分

布をえることができる．このとき，最終確率分布は一意的である．正反応が自

発的反応のみの反応系では，その最終状態はラセミ位置にシングルピークをも

つ構造をとる．線形触媒反応の場合には，�� � 
�に対しては完全なホモキラ

ルな位置付近にダブルピークをもつ．非線形触媒のときには，臨界値を超える

とやはりダブルピーク構造へと変わり，キラル対称性が破れる．

反応速度式とマスター方程式での反応係数の関係は�� � 
����� �� � 
��
����

であった．したがって，線形触媒においてダブルピークをもつのは反応速度係

数を用いると，
�� � 
��である．これは全粒子数が大きくなるにしたがって，

反応速度係数 
�が大きくならなければならないことを意味する．一方，二次触

媒反応における臨界値は反速度式で定義した反応係数 
�により表記され，全粒

子数� には依存しない．このため，反応係数 
�および，
�� �の関係が決定さ

れれば，キラル対称性の破れが生じる．このことは，反応速度式を用いた場合

に，線形触媒の安定な固定点がラセミックな位置にあるのに対し，非線形の場

合には安定な固定点がキラル対称性の破れが生ずる位置にあることに対応する．

全粒子数が増大するにしたがって，非線形触媒のある系では，最終状態は一

意的であっても，最終状態へと移行するのに非常に長い時間を要することがあ

る．固有値解析によれば，アキラルな物質からなる状態が初期条件で時間発展

すれば，その最終状態への移行は比較的速やかに進むと推測できる．しかし，

初期に微小なキラル対称性の破れがある場合には，ホモキラルな位置にシング



��

ルピークを発達させたあとに，ダブルピーク構造へと移行するのに極端に長い

時間を必要とする．また，このことと，反応速度式での結果から全粒子数が無

限の極限ではキラル対称性の破れを発現すると推測される．



��

第�章 閉鎖系で揺らぎに誘起されたホモキラル化

��� 触媒反応のない化学反応系のモデル化

前章で扱ったように，キラル増大の研究においては自己触媒反応が重要な役

割を果たす．考案されている増幅モデルは開放系，閉鎖系ともに自己触媒反応

がホモキラル化を誘引する ��� 
� �
� �	� ��� ��� ��� �	� ��� ��� �
� ���．しかし，

前章で考察したように，粒子数が十分大きいときにはその最終分布は初期値

に依存する．また，最終的にホモキラルな状態になるためには，初期にある程

度の対称性の破れが必要である．そこで，自己触媒反応を用いずに行われるキ

ラリティの選択について議論することにも価値があると思われる．そこで，こ

の章では，自発的な反応とリサイクル相互抑制反応からなる閉鎖系を考え，こ

の系では完全なキラリティ選択，換言すれば，ホモキラル化が生じうることを

示す．

扱うモデルは，アキラルな原料 �と，鏡像異性体�� �とからなる．このと

き自発的反応は，前章同様に反応係数 
�をもつとする．

�� �� �� �� �����

自発的反応は正反応のみであり，逆反応であるリサイクル反応はないものとす

る．次に�と �が反応して，もとのアキラルな原料�に戻るとする．

� � � � ��� �����

このときの反応係数を+�とする．以降では式 �����で表される反応をリサイク

ル反応と呼称することとする．この反応は一見すると.���/による相互抑制反

応に似ているが，.���/によるモデルは開放系であり，�と �は反応した後系

から流出する ��
�のに対し，今考えているモデルは閉鎖系であり，原料に戻る

点が異なる．これを反応速度式により表現すると，

��

��
� 
��� +���� �����

��

��
� 
��� +���� �����
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及び，

� � � � � � � �����

となる．全濃度 � は一定であるが，これは系が閉じていることを表している．

式 �����と �����のそれぞれの右辺がまったく同じために，

�

��
�� � �� � � �����

である．またその最終状態は 	� � 	� � 
��� +��� � �および，�� � � � � �を

連立させて解くことで得られる．この結果得られる固定曲線

��
�

�

�
�+�

���
�
�


�
�+�

�
�


�
�+�

�
� �


�
�+�

�
�����

は双曲線である �図 ����．式 �����を利用すると，式 �����と式 �����を解析的に

解くことが可能である．まず，以下のように式変形する．
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� � �

+�

�
���
�

また，鏡像異性体�� �の初期濃度をそれぞれ ��� ��とすると式 �����より，

� � � � �� � �� �����

である．これにより，�� �の一方を消去し，微分方程式 ���
�を解くと，

���� � ���� � ��
�
+�

� ��
��� � �� � ��� � ��� � �� � ���%

������

��� � �� � ���� ��� � �� � ���%������
� ����	�

が得られる．ここで， ��は以下で与えられる．．

�� �

�
��� � ���� �

��
�
+�

�
� �


� � �

�+�

�
� ������

また，鏡像異性体の最終の全濃度は

���� � ���� � ��
�
+�

� �� ������
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図 ���� 式 �����，式 �����により表される異性体 �，�の濃度の時間変化による軌

跡と双曲線型の固定曲線．パラメータは �+� � �
�とした．�

と表せる．式 �����と �����から，任意の初期条件 ���� ���の時間発展は図 ���にお

ける矢印つきの直線で描かれる．反応は固定曲線で停止する．図において相互

抑制反応の反応係数は自発的反応のものに比べて大きい値を選んだ ��+� � �
��．

これは，全ての原料が使われる状態である対角線 � � � � �から固定曲線があ

る程度離れるようにしたためである．しかし，実際に相互抑制反応が存在する

としても，その反応の寄与は小さいことが予期される ��+� � 
��．

反応速度式における鏡像体過剰率は初期条件に依存する．このことは，��� �

一定であり，一方，�� �は式 ����	�より与えられることからわかる．また，そ

の鏡像体過剰率は最終的に，

� �
�� � ��

����
��

� ��

������

となり，初期濃度に依存していることがわかる．また，図 ���において，固定

曲線よりも下の領域
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�+�

���
�
�


�
�+�

�
�


�
�+�

�
� �


�
�+�

�
������

では，反応により異性体の全濃度 � � �は単調増大であるから，鏡像体過剰率

は減少する．

双曲線による固定曲線上に沿っては安定でも不安定でもない，いわば中立安

定状態を保っている．そこで，揺らぎを考えると，この中立安定状態を破り，



��

さらにこれにより双曲線上に確率分布が留まる新たな固定点を創り出す可能性

がある．事実，前章で見たように，自己触媒反応においても同様の現象が観測

された．したがって，以降では確率論的な手法により，このモデルを扱うこと

にする．

��� 揺らぎと確率論的手法

前章で論じたように，確率論的手法では，微視的な状態を考えるため，系を

体積� に制限する．体積� 内における化学物質���� �の粒子数��� ��� ��と

する．閉鎖系を考えていることにより，その化学物質の総数は一定値� � ��

である．� と粒子数との関係は．

� � �� ��� ���� ������

である．時刻 �で粒子数が ���� ��� ���である確率分布を ���� ��� ��� ��と

し，その時間発展を考える．粒子数の遷移確率を� で表記する．遷移確率を

用いると反応 �����は自己触媒反応のときと同様であり�

� ���� ��� �� � �� � �� �� � �� ��� � 
���

� ���� ��� �� � �� � �� ��� �� � �� � 
��� ������

と表記できる．一方，リサイクル相互抑制反応 �����は，鏡像異性体�� � が反

応し２つの原料�に戻ることから，粒子数は ���� ��� ���から ��� ��� ���
�� �� � ��へと移る遷移確率のみが零と異なる値をもつ．その遷移確率は

� ���� ��� �� � �� � �� �� � �� �� � �� � +����� ������

で表され，これ以外の遷移確率は零である．また，後ほど確かめるが，微小区

間で用いる反応係数+は巨視的な反応係数 �反応速度式で用いた反応係数�+�と

以下の関係をもつ．

+ �
+�
�

�
�+�
�

� ����
�
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これらの値を用いると，マスター方程式の具体的な形は

� ���� ��� ��� ��

��
������

�
���� � ��
�
 ��� � �� �� � �� ��� �� �  ��� � �� ��� �� � �� ��

�
� +��� � ����� � �� ��� � �� �� � �� �� � �� ��

� ��
��� � +����� ���� ��� ��� ��� ����	�

である．この反応系は閉鎖系であるため，その保存則 ������から，確率分布は

図 ���のような三角領域

� � ��� ��� �� ��� � �� ������

のみに分布する．粒子数 ���� ���による正方格子により化学反応の遷移確率

O NR

NS

N

N

NR + NS = N

図 ���� �� ���空間でのランダムウォークモデル．その領域は三角形である．

ランダムウォークする方向は矢印により示される．�

� を記述した場合には，図 ���で示されるように，正反応�� �は格子にそっ

て右方向へ移動する矢印で描かれる．� � �は同様に格子に沿って上方向へ

の移動を表す．一方，リサイクル相互抑制反応��� � ��は格子の対角線に

沿った左下向きの矢印である．このような方向付けられたランダムウォークモ

デルを考えた場合に，ホモキラルな二つの位置 ���� ��� � ��� ��� ��� ��は特

別な点であることが容易にわかる．すなわち，この点でのランダムウォークを

考えた場合に，遷移確率は流入のみで流出がない，言い換えれば，他の状態に

確率分布が残る限り，この二点に確率がたまり続ける．この微視的なホモキラ



��

ル状態 ���� ��� ��� � ��� �� ��� ��� �� ��からの遷移状態は従って零に等しい

ため，

� ��� �� �� ��’� ��’� ��’� � � ��� �� � � ��’� ��’� ��’� � � ������

である．ここで，���’� ��’� ��’�は任意の別の状態である．このことは�一度

系がホモキラルな状態を達成すると，その状態を維持し続けることを示して

いる．このことは，そのホモキラル化状態が吸い込み口のような機能をはた

すことを意味し，これを吸収状態という．ほかの全ての微視的な状態はこの２

つの吸収状態と直接，あるいは間接的につながっている．したがって，他の状

態での確率分布は最終的に零になる，すなわち，ホモキラルな状態以外では，

 ���� ��� �� � � �� � �とならなければならない．このことを以下で段階的

に示すことにする．式 ������より，完全なホモキラルな状態でのマスター方程

式は

� ��� �� �� ��

��
�
� ��� � � �� �� ��� ������

で表せる．すべての時間発展が止む漸近極限 ���� � � においては，吸収状

態に隣接する状態は零になるから， ��� � � �� �� � ��� � �である．さらに，

一般的な状態 ���� ��� ���に対しては，式 ����	�により，そのマスター方程式

の漸近極限は以下の形式をとる．

�
��’���’���’

� ���� ��� �� � ��’� ��’� ��’� ���’� ��’� ��’��� �

�
��’���’���’

� ���’� ��’� ��’� ��� ��� ��� ���� ��� �����

������

 ���� ��� ����� � �とすると，この状態 ���� ��� ���につながる．正の確

率を持つあらゆる状態の確率分布は漸近的に零になる．この閉じた系で全ての

状態はつながっているから，確率分布も零になる �証明終�．

このことは，数値的にマスター方程式 ����	�を時間発展させることにより確か

めることができる．初期条件として原料�のみがある完全なアキラルな状態を

考える．このとき，確率分布は任意の時間に対し対称な構造をとる �図����．図中



��

の底辺に記された等高線はその時間での確率分布のものである．数値計算におい

て，全粒子数は� � ��とした．また，分布の状況を確認しやすくするために，反

応係数は+ � ���
� �あるいは，図���において �+� � �
� �とした．図������は時

間発展の初期段階をあらわし，その時間は 
�� � �である．この状態は固定曲線

付近の状態であり，その確率分布はラセミ位置にピークをひとつのみもち，近似

的にガウス型の構造をもっている．また，このときのピーク位置はラセミックな

固定曲線上で，異性体の粒子数は�� � �� � �
��+��
�
�+�
� � ���� 
 ����

であり，反応速度式によってえられた結果と合致する．図 ����3�は時間 
�� � �

であり，その確率分布は固定曲線である双曲線上に沿って広がっている．また

この段階ではまだピークはひとつのみであり，その位置は ���と同様に固定曲

線上のラセミ位置に相当している．最後に図 ����5�は 
�� � ��である．このと

きには，�3�の状態から，固定曲線にそって確率分布がしだいに移動していった

後で，その確率分布は完全なホモキラルな状態に２つの鋭いピークをもつ．図

���では，式 �����により計算した鏡像異性体�の粒子数の期待値 �����の時間
発展を描いた．期待値 �����は時間スケールで 
�� 
 �程度のときには，反応

速度式によって計算されたラセミックな固定点の値����に達するまで増加し続

ける．実際，図 ������中での破線は反応速度式による計算式 ����	�によるもの

である．
�� 
 �までの時間では，反応速度式による結果とマスター方程式から

えられた平均値は完全に一致している．しかし，固定点に達した後 
�� � �に

おいて，反応速度式の値は一定値をとなるはずであるが，マスター方程式によ

る数値計算の結果ではその値はゆっくりと増えていくことがわかる．初期値が

ラセミックな場合にはマスター方程式の最終状態はホモキラルな位置にピーク

がある状態のみが零と異なり，しかも，�� � �� に対して，対称であるから，

���� �� �� � � ��� �� �� �
�

�
������

となる．また，その期待値は ����� � ���と計算できる．したがって，マ

スター方程式の時間発展では，その期待値は除々に���に近づくと考えられ

る．図 ����3�はその接近する様子を対数プロットで示したものである．差の対

数 �������������を時間 
��でプロットすると，ほぼ直線的に描かれる．した
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図 ���� マスター方程式 ����	�による確率分布の時間発展．底辺にはその確率分

布の等高線を記した．このとき，相互抑制反応の反応係数は+ � 
����．系の初

期状態は ��� �� �� � �であり，描いた時刻は ���
�� � �� �3�
�� � � �5�
�� � ���

他のパラメータは� � ��．�
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がって，この時間発展は指数関数を用いて以下のように表現される．

����� � �

�
� �%���� � ������

数値計算により，フィッティングパラメータとして� � ��および��
�� � �����


をえた．式 ������で記述される鏡像体過剰率の絶対値 ���の時間発展もまた図
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図 ���� 平均値 �����の時間発展，および，鏡像体過剰率の絶対値 ���� ���初期
段階 
�� � �で，破線で示される反応速度式の時間発展に等しい．�3�漸近領域


�� �での指数関数的緩和過程� �

�������3�に表記してある．図 ������において，初期段階
�� � ���において，���
はホモキラルな状態をしめす �に近い，したがって非常に大きい値をもってい

るが，これは確率分布のピークが端�� � �，あるいは�� � �付近にあるた

めである．しかし，時間が発展するにしたがって，鏡像異性体分子�� �の数

が増加し，図 ������で示されるように，確率分布のピーク位置は両端から離れ

る．このとき，鏡像体過剰率の絶対値 �は急激に小さくなる．確率分布のピー

クがラセミックな固定点にたどり着いた後 ��� 
 �，その確率分布は固定曲線

に沿って広がり，���は完全なホモキラルな最終状態にいたるまで増加し続け
る．さらに長い時間に対しては，図 ����3�のように，
��の関数として，差の

対数 ���� � �������をプロットすると，平均値 ����� の緩和率とほとんど同じ
��
�� 
 ������により，指数関数的に零に近づく．

図 ���は初期条件がキラルな状態 ���� ��� �� � �のときのマスター方程式の

時間発展である．図 ������のように 
�� � �のときは反応速度式と同じ軌跡を



��

描きながら，固定曲線との交点までガウス型の分布構造を維持し発展する．こ

のとき，その軌跡は反応速度式と一致するため，�� ��� � ��であり，鏡像

体過剰率は�� ���が増加するため，減少する．図 ����3�では，固定曲線にた

どり着いた後，揺らぎが発展している状態での分布が示されている．固定曲線

上で��が多い状態から発達しているため，その分布は��側に大きく偏って

いる．さらに時間が経つと，図 ����5�のように，ホモキラルな位置に鋭いピー

クが出現する．初期の偏りの結果，その分布はほとんど��側の吸収状態にた

まっている．この最終状態は吸収状態により決定されるため，一度決定された

状態はその後変化することはない．これはリサイクル反応のある場合の触媒反

応や次の章で論じる開放系モデルと大きく違う点である．この２つは常に有限

の確率でダブルピーク構造のもう一方へ移る．しかし，ここで論じたモデルは，

一度最終状態が決定されると，それ以外の状態へ移行することができない．

��� 固有値解析

平均数，及び鏡像体過剰率の漸近的な緩和は同じ特性時間 
�� 
 ��で指数

関数的に行われることがわかった．このことをマスター方程式の固有値解析を

用いて考えることにする．マスター方程式の時間発展行列を再び� とすると，

自己触媒反応の際に用いた式 ������と式 ������でマスター方程式により表記で

きる．再び，行列� の固有関数��と固有値��を用いると，確率分布の時間

発展は級数を用いて書き表すことができる �式 ����
��．確率保存により，すべ

ての固有値は非正の値である．また，前節で，最終状態には２つのホモキラル

な状態が対応することを示したので，ゼロ固有値は二重に縮退していると考え

られるから �� � �� � �である�このときの固有状態は�� � Æ����Æ����Æ�� ��

と�� � Æ����Æ����Æ�� �� または，その線形結合である．有限で十分長い時刻で

の漸近的な時間発展は第三固有値 ��によって支配される．実際，第三固有値

における固有関数は異性体�� �に対して，対称の構造をもつため，アキラルな

初期状態から出発した時間発展において，最後までその構造がのこる．一方，

第四固有値は反対称の構造を持ち，初期に異性体間に偏りがある場合にのみ現

れる量である．
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図 ���� 初期状態がキラルなときのマスター方程式 ����	�による確率分布の時

間発展．底辺にはその確率分布の等高線を記した．このとき，相互抑制反応の

反応係数は + � 
����．系の初期状態は  ��� ��� �� � �であり，描いた時間は

���
�� � �� �3�
�� � � �5�
�� � ���他のパラメータは� � ��．�



��

固有値の計算には，サブルーチン&�+�5/の”$-��9”をもちいた．図 ������お

よび �3�は零固有値に近い固有値を全粒子数� に対してプロットしたものであ

る．このとき相互抑制反応の反応係数は一定値 + � ���
�とした．図 ����5��$�

は全粒子数� � ��を一定にし，固有値を +�
�の関数としてプロットしたも

のである．パラメータが� � ��かつ， + � ���
�のときに，その第三固有値

の値は���
� � ������
をとり，平均値および，鏡像体過剰率の時間発展にお

ける漸近緩和から得られた結果 �図 ����3��と合致することがわかる．

図 ����3�，�$�は，固有値の逆数�
����をプロットしたものである．この図

から，緩和時間は全粒子数�，及び相互抑制反応の反応係数 
��+におおよそ

比例していることがわかる．このため，相互抑制反応の反応係数が小さく，粒

子数の大きい系では，ホモキラル化が観測されるまでにオーダーとして ��+

程度のかなり長い時間を要する．

��� システムサイズ展開

自発生成反応とリサイクル相互抑制反応からなるモデルでは，反応速度式を

用いる手法ではキラリティを示さなくとも，確率論的な手法では最終的にホモ

キラルの兆候をしめす．この異なる結果は微視的プロセスによる粒子数の揺ら

ぎにより生じる．この揺らぎの効果は系の大きさと関連があり，定性的にマス

ター方程式のシステムサイズ展開により解析される．この手法は "�0!3�らに

よって発展されたものである ���� �	�．

マスター方程式において，微視的状態 � の確率密度  ��� ��は遷移確率

� �� ��によって，�のオーダーの値�だけ異なる別の状態� ��に移るとす

る．遷移率� はシステムのサイズ� あるいは � の巨視的オーダーからなり，

� �� �� � � ,�� �� ������

のように表される．ここで， �は �のオーダーの密度 � � ��� である．ま

た，,は�で表されるシステムのサイズに依存しない遷移確率である．このと

きの確率は  ��� �� � ����� -��� ���の形をとると仮定する．平均密度 ����と
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図 ���� 時間発展行列による固有値��の大きいもの ��� 相互抑制率 +�
� � ���

を一定としてときの全粒子数� に対する固有値．�3�全粒子数を� � ��で固

定した場合の +�
�に対する固有値� �3��$�固有値の逆数をプロットしたもの．


������は� あるいは，
��+にたいして，おおよそ線形関係をもつ．�



��

ゆらぎの相関関数

.����� � � ��$� � �$�����$� � �$����� ����
�

の時間発展は遷移確率,のモーメント

��������� �
�
�

/�/� � � � ,�� �� ������

により，

�

��
�$��� � �������� ����	�

�

��
.����� �

�
�

� ���
��$���.����� � .�����

���
��$���

�
� ���������． ������

のように決定されることが示される ����．より高次の相関に対する発展方程式

もまた導かれる ����．もし系に転移点近傍のような異常がなければ，揺らぎの

相関 .��は �のオーダーのまま留まる．臨界点付近での相転移の振る舞いのよ

うに，系が不安定ならば，少なくとも揺らぎ .��のうちのひとつはシステムの

サイズ程度に大きくなる．いま考えているモデルでは，一次モーメントは

�	 � �� � 
��� +��� � 
���� � � ��� +��� ������

であり，二次モーメントは

�		 � ��� � 
�� � +��� � 
���� � � �� � +���� �	� � +���� ������

である．ここで，式 ����
�の定義より，+� � � +である．このように，平均濃

度 ����と ����の最低次の相関は反応速度式 �����，�����をみたす．以降では，式

����	�の最低次をそれぞれ �および，�で表記する．ゆらぎの相関関数の時間

発展は以下のようになる．

�

��
.		��� � ���
� � +���.		 � ��
� � +���.	� � 
���� � � �� � +����

�

��
.	���� � ��
� � +���.		 � ��
� � +�� � +���.	� � �
� � +���.�� � +����

�

��
.����� � ���
� � +���.�� � ��
� � +���.	� � 
���� � � �� � +���� ������




	

キラル対称性の破れについて調べるために，対称，反対称な変数に変換したほ

うが便利である．そこで，新たに，

$� � � � �� $� � � � �� ������

とする．平均値と相関関数はこの変数を用いると，以下のように書き直せる．

�

��
$� � �
���� $��� �

�
+��$

�
� � $����

�

��
$� � ��

�

��
.�� � ����
� � +�$��.�� � �
���� $�� � +��$

�
� � $����

�

��
.�� � ���
� � +�$��.�� � +�$�.���

�

��
.�� � �
���� $��� ������

完全なアキラルな初期条件から始めた場合に，系は平均値 $� � �をもつラ

セミックな状態を維持する．一方，このとき，$�はラセミックな固定点の値

��
��+���
�
�+��
� � �� ��に接近する．系がラセミックな固定点に辿りつく時

間は ��
�程度である．

しかしながら，反対称な変数の揺らぎはこの近似では無限に増加する．実際，

$�の平均値がラセミックな値をとるときには，揺らぎ .�� は線形に増加し続

け，その速度は

	.��
�

�
�

�

+�
�
$�� �

�

�
�+

�$�
�

��
� � ������

である� 揺らぎの増加は，化学反応の微視的な過程における離散性が，ラセミッ

クな固定点 �あるいは，一般的には固定曲線上の点�の不安定性を巨視的なレ

ベルにまで誘起したことを表している．数値計算も，反対称な変数の揺らぎ

.�������は図 ���で示されるように，時間とともに増加することが確かめられ

た．図 ������の実線によってしめされる数値計算での初期増加は，断続線によっ

て表記されるシステムサイズ展開から予期されるように，時間 � � 
�� � ��で

ほぼ線形である．時間がさらに経過すると，システムサイズ展開の値は数値計

算とずれてくる．これは異性体の総和の平均*�がラセミックな固定点から離

れていくためである．このときは $�の平均値に対する，より高次の寄与を考

えなければならない．.����によって表現される揺らぎが全粒子数程度の大き

さ� に達するときに，ラセミックな固定点からの発展は巨視的になる．この

ような状況が現れるまでにかかる時間は式 ������において， $� � �と仮定す
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図 ���� マスター方程式を数値的に時間発展させることで得られる揺らぎの相

関関数 ���初期段階 �3�ホモキラルが現れるまでの全体的な時間．パラメータは

+ � 
�����あるいは �+� � �
�とした．���における断続線はシステムサイズ展

開における結果を表す．�

ると，��+程度である．また，前節で論じたように，この構造が現れる時間ス

ケールは非零なもっとも大きい固有値 ��によって支配され，その値はおおよ

そ ������ 
 ��+程度である．

��� 結論

前章で論じたように，自己触媒反応はホモキラル化を実現するための重要な

因子であると思われるが，この章では，自己触媒反応を用いずにホモキラル化

が達成される簡単なモデルを提案した．このモデルは閉鎖系における自発的な

反応とリサイクル相互抑制反応からなる．このモデルを反応速度式で扱うと，

反応が固定曲線上で留まりホモキラル化は生じない．一方，確率論的に扱うと

完全なホモキラル化が生じる．これは分子の粒子数が離散的であることにより

誘起される揺らぎが重要な役割を果たすためである．

もし，この揺らぎの機能により生命におけるホモキラル化を説明できるので

あれば，それは，�
�
年に ��� ��によって提案された機構である ����．ただ

し，揺らぎによりホモキラル化が実現されるためには非常に長い時間が必要と

なる．固有値解析によれば，揺らぎが巨視的な大きさになる時間は反応に関係

している分子の総数に比例している �
 ��+�ことが示された．この特徴を考慮




�

すると，巨視的なスケールでホモキラル化が生じるための新しいシナリオが提

案できる．まず，小胞のような外部から隔絶された微小な閉鎖系において，揺

らぎにより誘起されたホモキラル化が生じる，この期間は実験系では，極端に

長い時間が必要であるが，地球規模の時間ではそれほど長くはないと推測され

る．ついで，この機構により得られた微小な対称性の破れが，今までのところ，

その効果が弱すぎるために，実験室系では見いだされないような未知の触媒反

応により，増幅され，巨視的なスケールにおいても観測可能なホモキラル化が

実現するようなモデルが考えられる．

現在，リサイクル抑制反応に相当する反応は見つかってはいないが，反応自

体は簡単なものであるため，近い将来にこの反応によりホモキラル化が確認で

きる可能性もある．

集団遺伝学においては，:��-,��.� ,��モデル ���� ���のように，有限集団か

らなる系では揺らぎの影響により，一意的に遺伝子が選択されることが期待さ

れている．このような現象は本章で扱ったモデルに一見類似しているように思

える．しかし，その基本的な過程は大きく異なる．本章で扱ったモデルで重要

なのは異種異性体間の相互抑制反応であるが，:�-,��.� ,��モデルで遺伝子を

一意的にするのは，有限系で無作為に繰り替えされる遺伝子の選択の結果生ず

る揺らぎである．




�

第�章 開放系における揺らぎに誘起される鏡像体

過剰率の増幅

��� 導入とモデル化

前章で扱ったのは，閉じた小さな系でのリサイクル相互抑制反応であり，こ

の系では，確率論的な手法により，揺らぎを取り入れることで，最終的に完全

なホモキラル化が達成されることを示した．これは系がホモキラルな状態に相

当する２つの吸収状態をもち、揺らぎが分布をその２つのうちの一方へ移動さ

せるためである．

しかし，このモデルでは２つの未解決の仮定を前提としている，すなわち，

系の閉鎖性と，それを維持するために提案したリサイクル相互抑制反応である．

小さい系として，小胞などを仮定した場合，小胞は外部と粒子のやりとりを行

うため，長い時間発展において，系が閉じた状態を保つことは難しい．また，

リサイクル相互抑制反応は現実の系ではいまのところ発見されていない．それ

ゆえに，この章では，引き続き自己触媒反応を用いずに揺らぎがホモキラル化

を促すモデルを考察する．ただし，本章ではより現実的な系として開放系を考

え，相互抑制反応もリサイクルしないものとする．

簡単のため，鏡像異性体�� �は外部から一定の度合いで系内に供給されると

する．また相互抑制反応により，ヘテロな二量体��が形成され，生成した二

量体は系から排出されるとする．閉じた系の場合と異なり，アキラルな原料�

に戻るリサイクル過程は想定していない．特に�この反応系で後者の相互抑制

反応は .���/モデルによるものと同じものであるが�.���/モデルとは違い�ど

んな種類の自己触媒反応も仮定していない．以上の反応を化学反応式で表すと�

前者の反応は

� �� �� � �����

である．化学反応式 �����で原料�が十分多く，反応を通して濃度が一定とす

ると，自発的反応の項 
��も一定とみなせる．このため，反応式 �����は原料




�

�が十分多量に存在すると考えることもできる．一方�後者の反応は

� � � �� �� �����

と表現される．相互抑制の結果生成物が消滅するのは生成するダイマーが反応

に関わらず�しかも速やか系の外部に流出するためである．また�この２つの反

応は開放系において行われるため�今まで扱ってきた反応系とはことなり�全濃

度は保存しない．

第２節では�このモデルを反応速度式により考察する．閉鎖系と同様，反応

速度式ではホモキラル化は観測されず，固定曲線上で停止する．閉鎖系と唯一

異なるのは，その固定曲線には終端が存在しないということである．また，固

定曲線上では反応は中立安定であり，パラメータの変化や揺らぎに対して非常

に敏感な可能性が出てくる．そこで第３節では揺らぎの効果をマスター方程式

を用いた確率論的手法により議論する．そこでは，解析的な手法により，確率

分布が固定曲線に沿って，漸近的にホモキラル化の方向へと動いていくことを

示す．第４節では，数値的に粒子状態が制限された空間でマスター方程式を解

くことにする．第５節は結論である．

��� 反応速度式による解析

鏡像異性体�� �が反応式 �����により流入するとき，その反応係数を 0�と

する．一方，反応式 �����による相互抑制反応の反応率を+�とする．また，鏡

像異性体�� �の濃度をそれぞれ，�� �とする．このとき反応速度式は

	� � 0� � +��� �����

	� � 0� � +���� �����

で表せる．初期の濃度を � � �� 及び，� � ��として時間発展させると，閉鎖

系での反応速度式同様， 	� � 	� � �より，その濃度の差は

����� ���� � �� � ��� �����

と一定値を保つ．それゆえに，二つの濃度 �及び �による相空間において，そ

の時間発展の軌跡は傾きが �の直線を描く �図 ����．この軌跡において，２つ




�

の異性体�� �は， 	� � 	� � �をみたす最終状態へと接近する．これを式 �����

�����に適用させると，

�� �
0�

+�
� �����

のように双曲線を描き，これが固定曲線である．その最終状態は初期条件に依

存し，式 �����による固定曲線と，直線 �����との交点により決定される．たと

えば，その初期条件が �� � ��のときには，その最終状態も

�� � �� �

�
0�

+�
� �����

のようにラセミックな位置に存在する．

図 ���では，ラセミックな固定点により規格化した ����，����中にその固定

曲線と時間発展の軌跡が示されている．閉鎖系とは異なり無次元濃度 ���� と

����の範囲は無限遠方まで続く．

相空間での時間発展は鏡像異性体の総濃度 � � �の解析的な解によって理解

することができる．その解は反応速度式 �����，�����が単純であることから，簡

単に解くことができ，

���� � ���� � ��
��� � �� � ��� � ��� � �� � ���%

������

��� � �� � ���� ��� � �� � ���%������
� ���
�

である．ここで，��は鏡像異性体の最終濃度であり，

�� �

�
��� � ���� �

�0�

+�
� �����

と表現できる．したがって，ラセミックな初期条件の場合に系が最終状態へと

移行するのには，式 �����の逆数 ����+�の最大値

�	 � ��
�
0�+� ����	�

程度の時間が必要である．

鏡像体過剰率 ����の最終値は

�� �
� � �

� � �
�
�� � ��
��

�
�� � ���

��� � ���� � �0��+�
� ������




�

で得られる．初期に，鏡像異性体の濃度が非常に小さくて，その濃度が式 �����

による固定曲線の下にあるような状態から始まると仮定すると，鏡像体過剰率

の絶対値は最終状態において減少する．実際，

����� � ��� �� �
��� � ���

��
��� � ���� � �0��+���� � ����

�
�
0�

+�
� �����

�
������

より，���� � 0��+�の範囲内では常に鏡像体過剰率は減少する．

反応速度式では以上のように，固定曲線は無限遠方まで伸びるため，吸収状

態に相当する状態は存在しない．しかし，閉鎖系同様に異性体の濃度は固定曲

線 �����上に留まり，その鏡像体過剰率と異性体の濃度が共に増幅されること

はない．しかしながら，その固定曲線上では中立安定であり，揺らぎに対して

敏感である可能性もある．そこで，以降では確率論的な手法により，微視的な

過程に注目することにより，反応系を考察することにする．
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図 ���� 反応速度式 �����������による異性体濃度の時間発展の軌跡と双曲線型の

固定曲線．相空間は ����� ����により規格化されている．�

��� 確率方程式による手法

ここでは，反応過程における微視的な特性をマスター方程式により考察す

る．まず，系の体積 � とする．鏡像異性体�� �の粒子数をそれぞれ��，��

とする．粒子数を用いて，この体積内での微視的状態を特徴づける．次に，反

応 ����� 及び，�����をマスター方程式によって表記する．粒子数 ���� ���で




�

の確率分布を  ���� ��� ��とする．状態の遷移確率を再び� とすると，反応

�����は

� ���� �� � �� � �� ��� � 0

� ���� �� � ��� �� � �� � 0 ������

であり，また反応 �����は

� ���� �� � �� � �� �� � �� � +���� ������

で表記できる．これらを用いると，具体的なマスター方程式は

�

��
 ���� ��� �� � 0 � ��� � �� ��� �� �  ���� �� � �� ���

� ��0 � +����� ���� ��� �� � +��� � ����� � �� ��� � �� �� � �� ���

������

である．��� ��が零よりも小さい値をとるときその確率分布は ���� ��� �� �

�であるから，式 ������は任意の粒子数の状態に対して成立する．

マスター方程式で用いる反応係数0，+と反応速度式 �����，�����による係数

0�，+�との関係は後ほど与える．鏡像異性体の濃度 �，�はそれぞれ� � ����

と � � ���� の期待値として，� � ���，� � ���のように与えられるため，�
の時間発展は

	� �
�

��
��� �

0

�
� +� ���� ������

である． 	�も同様の式が得られる．もし，�と �間の相関が無視できるならば，
���� � ������ � ��であり，式 ������は式 �����に一致し，反応係数は以下の

ように定義される．

0� �
0

�
� +� � +�� ������

反応速度式で見出された固定曲線 �����は

���� �
0

+
� ����
�







によって表現される曲線に相当する．粒子数は自然数であり，離散量であるか

ら，この式の解は不連続である．式 ����
�を近似的に満たす粒子数 ���� ���の

集合を粒子数相空間における固定曲線，あるいは簡単に以降では固定曲線と呼

ぶことにする．反応に関係する分子の数は，解放系であるため，大きくとる必

要がある．

現在までのところ，一般的な場合にマスター方程式を解析的に解くことは成

功していない．しかし，主に興味があるのは粒子数の差，あるいは鏡像体過剰

率の時間発展であるため，閉鎖系でおこなったのと同様に変数を以下のように

対称，反対称なものに変換する．

�� � �� ���� �� � �� ���． ������

式 ������による変数を用いて表現される確率分布  ���� ���を考える．この

変数の領域は領域�� 	 ����であり，この外の範囲では確率分布は零である．
また，和�����は偶数になる．マスター方程式 ������は新たな変数を用いて

�

��
 ���� ��� �� � 0 ��� � �� �� � �� �� � 0 ��� � �� �� � �� ��

�
�
�0 � +
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�
 ���� ��� �� � +

��� � ��� ���
�

�
 ��� � �� ��� ���

����	�

と書き直すことができる．いま，粒子数の差��空間における確率1���� ��を

1���� �� �
��

�	�	��	

 ���� ��� ��� ������

で定義する．この確率を式 ������に適用すると

�

��
1���� �� � 01��� � �� ��� �01���� �� � 01��� � �� �� ������

が得られる．相互抑制反応は鏡像異性体粒子�� �を同じ量だけ減少させ，粒

子数の差��は変化させないため，式 ������は係数 +に依存しない．式 ������

は一次元格子上のランダムウォーク �拡散�と同じ形式をとっている．この方程

式 ������を拡散と同一視した場合に，反応係数0 は拡散係数とみなすことがで

きる．




�

例えば，平均値 �����は一定値をとるが，これは式 �����と合致する．二次

モーメント

���
��� �

�
��

��
�1���� �� ������

は，微分方程式

�

��
���

��� � �0 ������

に従う．これを解くと，���
��� � �0��5�� �のように時間と共に線形に増加する

が，これは拡散過程に特徴的なものである．このことは確率分布  ���� ��� ��

が固定曲線上に沿って連続的に広がることを示している．

キラル対称性の破れの程度を見積もる直接な方法は鏡像体過剰率の確率分布

を見出すことである．このため，粒子数が零の状態�� � �� � �から始める．

系は急速に固定曲線上のラセミックな点にたどり着いた後に，上に示した様に

固定曲線にそって除々に広がると仮定する．主に本研究で関心があるのは曲線

上を広がる様子である．次節では，パラメータが 0  +の場合にこの種の時

間発展が生じることを数値的に示す．

今，系が固定曲線上のラセミックな点�� � �から発達し始めると仮定する

ことで，拡散方程式 ������の解は連続近似として

1���� �� �
��

�20�
���

�
���

�

�0�

�
� ������

が得られる．系が近似的に曲線上にあるとみなし，独立変数として��の代わり

に鏡像体過剰率 �を用いる．すなわち，固定曲線上での状態 ���� ���対して，

� � ������
�

�
���

� ���
�� � ���� �

0

+
������

を得る．このとき，粒子数差��とその微小変化 ��� は鏡像体過剰率 �を用

いると，

�� �

�
�0

+

��
�� ��

� ��� �

�
�0

+

��

��� ������
� ������

のように表現できる．���� ��と表記される鏡像体過剰率にたいする確率密度は

関係���� ���� � 1���� �����によって得られる．この関係により，

���� �� �
��
2+�

�

��� ������
���

�
� ��

+���� ���

�
����
�



�	

が与えられる．経過時間 +� � ���� �� ��のときの確率分布���� ��の概形は図

���に描かれる．時間が経つに伴い，位置

�� � �
�

�� �


+�
� ������

にダブルピークが発達する．このように，���は +� �のときに，�に近づく．

図 ���では，この条件は+� � ��の場合に満たされる．��に対する拡散方程式

は ;拡散係数< 0 によって支配される．一方，鏡像体過剰率は初期に，すなわ

ち � � �付近では，式 ����
�が

���� �� � ��
2+�

���

�
��

�

+�

�
����	�

のように近似できる．式 ���	も連続近似における拡散方程式の解の形をしてい

る �初期値は � � ��．したがって，相互抑制反応の反応率 +を拡散係数とみな

すと，確率分布 ���� ��は 0 よりも小さい拡散係数 +�+� 0 �によって支配さ

れる．それから，密度はある程度複雑な依存性を持ちながら，ホモキラルな値

の境界付近に蓄積する．

式 ����	�で導出した固定曲線への到着時刻 �	を単位とすると，条件 +�  �

は

�

�	
 �

�

�
0

+
�
�

�

�
0�

+�
� ������

と表現できる．

巨視的な意味では，物理量は 0 や +よりも巨視的な反応係数 0�� +�のほう

が適当である．それゆえに�ホモキラルな状態付近に到達する時刻は系の体積

に比例し�巨視的なスケールでは莫大な時間がかかる．

にも関わらず�大変小さい系においては�上の結果は有限数による揺らぎが固

定曲線上で効果的にホモキラルな状態付近の方へと分布を移動させることを示

している．

��� 数値計算による解析

この節では，マスター方程式 ������を数値解析を用いて直接解く．しかし，開

放系では，異性体の粒子数��および��は上限が原理的に設定できない．それ
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図 ���� 式 ����
�によって与えられる �の確率密度の外形．実線�点線�破線はそ

れぞれ +� � ���と +� � �，+� � ��に相当する．�

ゆえに，大きな粒子数 �������をとる確率が �かなり小さいが�存在する．そこ

で数値計算に際しては，粒子数空間を � � ��� �� � � のような平方領域に区

切る必要がある．ここで，� は粒子数の上限であり，入力パラメータとして扱

う．マスター方程式の領域を制限するとき，その全確率が保存し，且つ吸収状

態が現れるのを防ぐため，確率が境界から流出したり，ある状態に永久に留まっ

たりすることがないように条件を課すことにする．粒子数��かあるいは��が

零よりも小さいか，あるいは上限� よりも大きくなるときに ���� ��� �� � �

であることを想起すると，この条件を満たすにはマスター方程式を境界で以下

のようにすればよい．

�

��
 ������ ��

� 0 � �� � �� ��� �� �  ����� � �� ���� �0 � +���� ������ ��� ������
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この式に対する遷移の構造は図 ���で描かれる．

　

最終確率分布
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図 ���� 粒子数空間を� � ���� � � で限定したときのマスター方程式 ������

及び，������，������における遷移の図解� �

粒子数の上限が�のとき，粒子数の状態の総数は有限で �� ����であり，そ

の一意的な最終確率分布は遷移行列に対する零固有値と結びついた固有関数に

よって得られる．最終確率分布の等高線図は図 ���であり，���� � ���3�� � ��

である．このとき，パラメータは+ � ����0 である．その確率分布は図 ���で破

線によって描かれる固定曲線 ����
�に沿って，ある程度の高さと狭い幅をもつ．

固定曲線上での確率分布はほぼ一定であるため，その形状は馬蹄のような型で

ある．したがって，等高線図 ���は粒子数の上限� に関わらず，ダブルピーク

は持たない．

系のサイズが増加するにつれ，分布の尾根の幅は相対的に減少する．図 ������

ではその境界の上限� � ��の場合に，その確率分布は固定曲線に沿ってラセ

ミックな状態の周りに浅いピークをもつ．一方，図 ����3�による上限� � ��

の場合には，その確率分布はキラル対称性が強く破れている制限された領域の

端に集中する．サイズが小さい場合には，境界からの反射がラセミックな状態

付近の確率分布を大きくするのに十分な影響をもち，それは近似によるもので

あると考えられる．一方，サイズが大きい場合には，人工的な反射の影響は境

界付近に限られる．もし，その粒子数の限界�がさらに大きくなれば，拡散方

程式 ������で表されるように，その最終確率は固定曲線に沿って広く分布し，
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またその幅は小さいであろう．
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図 ����粒子数を ���� � ��または �3�� � ��で限定した空間での最終状態の確

率分布による等高線図．固定曲線は破線で表記される．パラメータは+ � ����0

である．�

時間発展と鏡像体過剰率

数値的に �� � ���の連立時間微分方程式を解くことにより確率分布関数の

時間発展を考察することにする．近似による解析解 ����
�比較するため，初期

条件はラセミックな固定点に全確率が集中した状態を選ぶ．すなわち，初期条

件は�� � �� �
�
0�+での確率分布を  ���� ��� � � �� � �とする．数値計

算は上限を� � ���とした．

ここでは，全確率の外形の時間発展を表す代わりに，鏡像体過剰率に対する

確率密度 ��� ��の時間発展を見る．ここで，� � ��� �������� ����であ

る．�のとりうる範囲�� � � � �を幅�� � ���，�� �  ��を中心とした全部

で２１個の区間��で分ける �ただし，両端�� � ��� �ではその幅は�� � ����

とする�と，ある区間 ��での確率密度は

����� �� �
�

��

�
�������
��

 ���� ��� ��� ������

のように定義される．ここで，��� ��に対する総和は�が ��を中心とした区

間��に属する条件下で行われる．もし，得られた�の値が２つの区間のちょう



��

ど境界に位置するとき，その点での確率密度は全確率が保存するように，両方

の区間に半分ずつ組み入れることとする．図 ���では，パラメータを+ � ����0

と � � ���のように設定し，経過時間を 0� ���� �	及び �3� �		，�5� �			�

に対しての  ���� ��の外形を描いた．これらの図は図 ���におけるパラメータ

+� � ���� �� ��にそれぞれ相当する．図 ������から明らかなように，�に対す

る確率は緩和時間 �	 � ��
�
+�0� � ��

�
+0 � ��のオーダーでラセミックな位

置付近に鋭いピークが発生する．これは反応速度式の結果と一致する．

その後に，拡散的な過程が働き始め，時間オーダー0� � 0�+ � ���程度で

図 ����3�のように確率分布は鏡像体過剰率のほぼ全ての値にわたり広がる．十

分長い時間が経の後には，図 ����5�のようになる．そこでは系が最終状態に達

し，� � ��付近に鋭いピークをもつダブルピーク構造をとる．図 ���におい

て実線によって表記される曲線は解析的な結果 ����
�によるものである．図の

ようにその解析解と数値解がほぼ一致することから，式 ����
�以降で論じた結

論は妥当であることがわかる．図において，数値計算と解析解の間にズレが生

じているのは，数値計算では区間 ��内での確率を平均しているためである．

以降では，鏡像体過剰率の時間発展を調べるために，式 ������を用いること

にする．図 ������では，������の時間発展の数値計算による結果を示した．そ
こではサイズの上限としてそれぞれ� � ��� � � ��と � � ���の場合に対

してプロットした．また初期条件は同じく粒子数を ���� ��� � ��� ��とし，パ

ラメータとしては + � ����0 を用いた．より小さい上限� に対しては，������
はより小さい値で飽和する．これは最終状態での等高線図において論じたよう

に，人為的な境界による反射の効果が原因と考えられる．式 ������により定義

される鏡像体過剰率の絶対値を解析的な手法によって得るには式 ����
�により

得られた確率分布を用いる．このとき、�は連続量であり，総和を積分になお

す．実際に計算すると
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のような表式が得られる．ここで，=�85�$�は相補誤差関数である．十分大き

な経過時間 +� � �に対して漸近的な振る舞いは�
����� � �� �
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�
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図 ���� 鏡像体過剰率の時間発展．シンボルで表される点は式 ������による数

値計算の結果．パラメータは � � ���且つ，+ � ����0． ���及び �3�，�5�は

それぞれ経過時間 +� � ���及び +� � �，+� � ��に対する結果である．実線は

図 ���で表された解析的な結果に相当する．�
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により与えられる．図 ������では，この解析解の結果は実線によって示される．

パラメータ+ � ����0 に対して，� � ���にたいする数値計算結果と解析解と

はよく一致する．このとき，数値計算はその初期条件が固定曲線上のラセミッ

クな状態にあると仮定してある．以上の結果から，������は相対的に初期には
急速に増加するが，ホモキラルな値をもつ収束値付近ではゆっくりと増加する．

図 ����3�は，鏡像体過剰率の飽和値と �との差 �� ���と粒子数の上限� の関

係を両対数プロットにより示したものである．� � ��のときに鏡像体過剰率

�は� と

������ � �� ��������� ������ ������

の関係をもちながら �へ接近する．
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図 ���� ���経過時間 +�に対する鏡像体過剰率 ���の時間発展．実線は式 ������

による計算結果．断続線と破線，点線はそれぞれ � � ���� � � �� � � ��

に対する数値計算による結果．パラメータは + � ����0 である．�3�鏡像体

過剰率の飽和値と上限� 依存性．両対数プロット．パラメータ�+ � ����0．

� � ��に対しては指数関数的に ���は �に近づく．� 依存性は数値計算によ

り，������ � �� ��������� ������で近似される．�
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��� 結論

前章で考案したモデルでは，閉鎖系において自己触媒反応を用いずにホモキ

ラル化が揺らぎによって誘起されることで発現した．しかし，閉鎖系とリサイ

クル相互抑制反応という２つの仮定には議論の余地がある．というのも，長い

時間発展の間に系が孤立し続けることはむずかしく，またリサイクルする相互

抑制反応も発見されていないからである．

この観点から，新たにこの章では系を開放系にするために，鏡像異性体�� �

が系の外から一定の割合で系に供給され，また，異性体による二量体��が形

成されるとすぐに系から排出されるか，沈殿するとした．これは系の開放性の

みでなく .���/の意味での相互抑制反応を導入したことを意味する．しかし，

この系は .���/ モデルとはことなり，どんな自己触媒反応も含んではいない．

この系では揺らぎがホモキラル化に決定的な役割を果たす．また，ホモキラル

化が発生するには非常に小さい系でも，十分長い時間が必要となる．

鏡像体過剰率の時間依存性は図 ���のように上に凸な形をしている．これは

鏡像体過剰率の期待値が初期に急速に増加することを示している．これは自己

触媒反応のときと対照的であり，自己触媒反応のときには，鏡像体過剰率は初

期にゆっくりと増加し，後半に指数関数的に増加する．それゆえに，前章の結

論で論じたように，ホモキラル化に達するシナリオを考えた際に，初期に本章

で論じた反応系により小さな系でキラル対称性の破れが生じたほうが，その後

の増幅反応にとっても時間的には有利であると考えられる．

閉鎖系と開放系でのモデルの違いは，その時間発展による変化に現れる．閉

鎖系においては，その最終状態は初期条件に依存し，またその状態は吸収状態

であるため，ひとたび最終状態が決まれば，その状態は維持される．一方，開

放系においては，最終状態が存在しないため，時間と共にその初期の情報は次

第に小さくなる．特に，固定曲線上を拡散方程式にしたがって分布が移動する

ため，十分時間が経った後には，確率は固定曲線上を均質に分布する．したがっ

て，たとえば，長い時間が経った後に異性体�に偏っていたとしても，さらに

長い時間が経った後にはその期待値が異性体�に偏っている有限の確率が常に

存在する．
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また，閉鎖系，開放系を問わず，揺らぎは初期のキラリティの破れを生成さ

せる原因になりうるため，初期に微小な対称性の破れを必要としない．
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第�章 結論

本論文では，確率論的手法であるマスター方程式により，キラル対称性の破

れが生じる反応系をモデル化し検討した．

第 �章で考察したのは，������1*!-�モデルと，実験系である ����反応であ

る．この反応系は二次までの自己触媒反応で表現でき，リサイクル反応のあ

る場合には �������1*!-�モデル�では，その最終状態は初期条件によらずに一

意的な確率分布をとる．また，正反応とリサイクル反応の間に詳細釣り合いを

仮定することで，解析的にその最終状態を求めることが可能である．その分布

構造は自発的反応のみの場合にはガウス分布をとり，線形触媒の場合にはマス

ター方程式で用いた線形触媒の反応係数��が自発的反応の反応係数よりも小

さい場合には裾野の広いシングルピーク構造になる．触媒の反応係数が大きく

なり，自発的反応よりも大きな値をとると，その最終状態はダブルピーク構造

になり，ホモキラルな状態に鋭いピークが出現する．しかし，この構造は全粒

子数�を用いると �� � 
���と書ける為，全粒粒子数が大きくなるにしたがっ

て，この条件を満たすためには，反応速度式の線形自己触媒反応係数 
�が大

きくなければならない．．一方，非線形触媒の場合には臨界値は反応速度式の

非線形触媒の反応係数で決定される．その値 
��を超えると，キラル対称性が

破れた状態にダブルピーク構造が出現する．また，非線形触媒の場合には，粒

子数の増加に伴って，マスター方程式による時間発展行列の零固有値が縮退す

ると推測できる．このため，初期条件に微小な対称性の破れがあると，その最

終確率分布は，ダブルピーク構造の片方のみに分布するシングルピーク構造を

維持する．

リサイクル反応がない場合には，その反応は原料 �が完全に消費されるま

で続く．したがって，その最終分布は�� ��� � � の直線上に分布する．線

形触媒までは，リサイクル反応のある場合の最終状態において，リサイクル反

応 �� �の極限をとったときの構造と一致する．しかし，非線形の場合には，

リサイクル反応の際に求めた最終状態から推測される構造とは異なる．このた

め，ランダムウォークモデルにより，数値的に最終状態を計算した．その構造

は 
�が大きくなるにしたがって，ダブルピーク構造が発達する．しかし，ダブ
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ルピークが生成する臨界値はリサイクル反応がある場合よりも大きい．その最

終状態は初期条件に依存する．初期に微小なキラル対称性の破れがある場合に

は，異性体の差は増幅される．一方，初期条件が完全なアキラルな状態であっ

ても，その分布は 
�が十分大きければ，ダブルピーク構造をとる．このため，

ラセミックな状態であっても，その最終状態においてキラル対称性は破れてい

る．このような状態は確率的手法により確認されるため，その原因は粒子によ

る揺らぎあるいは相関である．

第 �章と第 �章では，自然界において自己触媒反応に相当する反応が現在ま

でのところ発見されていないことから，自己触媒反応を用いずにホモキラル化

を発現する反応モデルを考察した．第 �章では，反応は閉鎖系における自発的

反応とリサイクル相互抑制反応からなる．この反応系は反応速度式からホモキ

ラル化を導くことはできない．反応は固定曲線上の一点で留まっている．しか

し，マスター方程式を用いると，ホモキラルな状態に吸収状態が出現するため，

その最終状態は完全なホモキラルな状態に鋭いピークが出現する．また，この

最終状態は初期条件に依存する．キラルな状態から出発した場合に，その最終

状態は，非対称なダブルピーク構造をとる．このことは，マスター方程式によ

る時間発展行列の零固有値が二重に縮退していることが原因である．このこと

により，その最終状態は２つの状態の線形結合で表せる．ただし，その構造は

自己触媒反応のときは異なり，２つの吸収状態を占める割合が変化するのみで

ある．すなわち，その最終確率分布は自己触媒反応は，キラル対称性の破れが

発現した位置にダブルピークを持つが，それぞれのピークを中心としたガウス

型の分布を持つ．一方，第 �章 でのモデルでは，その最終確率分布はホモキ

ラルな位置に鋭いダブルピークをもち，この吸収状態以外での確率は常に 	で

ある．

この反応系では，粒子の揺動に誘起されることがホモキラル化の原因である．

そのため，その全粒子数が多くなるにしたがって，この効果は小さくなるため，

ホモキラル化状態になるまでに時間がかかるようになる．数値計算の結果によ

ると，ホモキラル化を発現するまでの時間と全粒子数�は比例関係にある．し

たがって，自己触媒のような急激な増幅反応は期待できない．むしろ，初期に

おいて小胞のような限定された空間においてホモキラル化を達成させるような
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状況が想定できる．

第 �章でのモデルは２つの問題がある．一つは閉鎖系であるということであ

る．上述したように，この反応系は限定された空間での反応が予想されるが，

小胞などの膜は一般的に外部と粒子をやり取りする．したがって，系が完全に

外部から遮蔽されていると考えると，自然界での生命発生のメカニズムからす

ると不自然である．もう一つはこの閉鎖系を成立させるために用いたリサイク

ル相互抑制反応である．現在のところ，この反応は自然界では発見されていな

い．そこで第 �章では，開放系を考え，鏡像異性体は異種同士が反応して二量

体になり，系から排出されるとした．一方，異性体も一定の割合で系に流入す

るとし，系内では絶えず流入，流出が行われる状況を考えた．この系でも反応

速度式を用いた場合にはキラル対称性の破れは観測されない．前章同様に揺ら

ぎに誘起されることで初めて対称性の破れを発現する．しかし，開放系である

ことから，とりうる状態は無数にあるため，固定曲線上での確率分布はホモキ

ラル化の方向に対しては拡散方程式と同様の振る舞いをする．開放系ゆえに，

平衡状態は存在せず，双曲線型の固定曲線上をほとんど一定の割合で分布する

ようになる．このため，確率分布は前章までで観測されたようなダブルピーク

構造はあらわれず，双曲線方の固定曲線上に一様分布する．鏡像体過剰率に対

して確率分布をプロットしてはじめてダブルピーク構造をとる．また，その状

態は初期条件に依存するが，拡散的に振舞うため，十分時間が経った後では，

事実上初期依存は消滅するといってよい．

系が大きくなるにしたがって，揺らぎの効果は小さくなる．また，ホモキラ

ルな状態に達するまでにかかる時間も長くなるため，系がある程度の大きさに

限定されなければならない．したがって，例えば，小胞内でのホモキラル化が

達成された後に，現在未知の触媒反応等の増幅反応により巨視的な系でのキラ

ル対称性の破れが発現されるといったような二段階のシナリオが想定できる．
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補遺 � 自発的反応の固有状態と場の量子論的手法

ここでは，第 �章で扱った自発的反応とリサイクル反応からなる系について

考える．この系はキラル対称性の破れを発現しないため，本論文との関連性が

薄いため，ここで論ずることにする．

��� 場の量子論的手法

マスター方程式により得られた状態を調和振動子系における生成消滅演算子

を用いて表記する手法がある ���� ��� ���．この手法では，ある確率分布 � � ��

の状態を � �と表記したときに，ある状態 ������は

��� �
��
���

 � � ��� � �����

のように書ける．この粒子の状態を生成消滅させる演算子を ��� �
�
�とすると，以

下のように定義される．

��� � �  � � �� �����

���� � � � � ��� �����

また，このとき演算子は交換関係

���� �
�
�� � � �����

を満たす．このとき，リファレンス状態

��� � ���%�
 �����

と定義され，性質として

������ � ������� � ��%�
 � ���%�
 �����

を有する．これを用いると，期待値は

�������������� � ����������� �����
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で求めることができる．

粒子 �に対しては ���� �
�
��� 粒子 �� � にはそれぞれ ��	� �

�
	�� ���� �

�
��を用いる�

このときマスター方程式 ������は，

�������� � ��������

� � ���	 � ������
� � ���
�
	�	 � ����

�
	�	�

���� � ��	�
� ���� � ������
� � ����

�
���� � ����

�
����

���� � ����
���
�

となる� 触媒反応を考えない場合には�� � �� �� � �である� まず，その粒子数

の期待値に対する厳密解を算出するため，初期値は粒子���� �に対しそれぞ

れ��� ��� ��個の粒子が存在するとするが，場の量子論としての初期値 ������

は具体的には与えない� また，粒子数は全体で保存する��� ��� ��� � � �

その初期の期待値は

����������� � �� �����

����	������ � �� ����	�

����������� � �� ������

を満たすとする�反応の演算子は

� � ���	 � �����
��� � ��	���
�
� � �����
��� � ���� ������

となるから，これを用いて微分方程式を作成する�

� 	��� � ������� �	������� ������

� 	��� � ������� ��������� ������

ここで，交換関係，

��� �	� � �
��� � ��	 ������

を用いると，

� 	��� � 
����� � ����� ������

� 	��� � 
����� � ����� ������
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全粒子数保存により ����を消去すると

� 	��� � 
�� � �
� � ������ � 
����� ����
�

� 	��� � 
�� � 
����� � �
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次に，���� � ����� ����� ����を作ると，その方程式は解くことができて，

���� � ���� � ��� ����%
��� ����	�

����� ���� �
�
�

�
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したがって，平均粒子数は
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実際，その流れ図は行列化により解いた場合と完全に一致する� ここで現れた

������
� � ��はこの反応の固有値になっている�

��� 固有値の計算

ひとつの状態について考察することで固有値を求める．確率分布関数は，量

子的に扱うこととするため，ひとつの状態 � � � � ����のみに関して演算する�

ただし � � � %������ ��� ���をあらわす�また，��� � �&�� ���&��%���であ
る．このとき，

	������ � � ������� ���� � � ������	� � � ������ ��� �
������� � ������

	����	� � � ������� �	�� � � 
������� �� �����	� � ������

	������ � � ������� ���� � � 
������� �� ������� � ������

および�

	������� � � ������� ����� � � 
���������� �� �����	� �� ������� �� ������

	�����	� � � ������� ��	�� � � ��������� �� �����	� �� ����
�

	������� � � ������� ����� � � ��������� �� ������� �� ������
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である．以上を行列化して固有値と固有状態を求める．
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より�$ � �������� �
� 一方�生成演算子のほうは
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固有値は$ � �� �� ���
�である．それぞれの固有状態を利用して，直交するよう

に線形結合をつくる．新たな消滅演算子を �*� 3� 4�，生成演算子を �*�� 3 �� *��

とおくと， �������
������

* � �� � �	 � ��

3 � �	 � ��

4 � ��
��� � ��	 � ���

������

および� �������
������

*� � ���� � 
��
�
	 � 
��

�
�

3 � � ��	 � ���

4� � ����� � ��	 � ���

������
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のようになる．この交換関係を計算すると，

�*�1�
�� � ��
� � ��� �3�1�

�� � 
� � 
� � �� �4�1�
�� � �� � � �

�*�1�
!� � 
� � 
� � �� �3�1�

!� � �� �4�1�
!� � �� � � �

�*�1�
"� � �� � � � � � �� �3�1�

"� � �� � � �� �4�1�
"� � �
� � ��

である．以上の結果を用いてこの演算子を規格化する．ただし�規格化定数は

生成演算子のみにかけることとする．これは，生成演算子は固有状態を求める

のために使えるからであり，規格化定数を生成演算子のほうにつけておくと，

作られた固有状態が
�

����������
� ���� ��� ���� � �で規格化され�都合が

よいからである�あらたに，演算子を �1�� 1!� 1"���1
�
�� 1

�
!� 1

�
"�とすると，�������

������

1� � �� � �	 � ��

1! � �	 � ��

1" � ��
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������
������ � ��	 � ����
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以上より��を表記すると�1!� 1"� !� "のみで表記できることがわかる．

� � �1
�
" �1�

!

�
� ���
� � ��1" � �1!�

� 1�
" �1�

!

�
� ���
� � ��1" � �1!�

� ���
� � ��1�
"1" � �1�

!1! ����
�

をえる．ここで，1�があらわれないのは，この演算子が全粒子保存に関わる

量を与えるからである．1�1
�
� � �! � $� )� 5�が数演算子であることをみる．ま

ず�明らかに

1���� � � ������
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である．ここで，! � $� )� 5をとる．次に�

1�
�1�1

�
� ��� � 1�

� �� �1�
�1�����

� 1�
� ���

����	�

であり，一粒子状態のときには数演算子として機能している．また�

1�
�1��1

�
� �
���� � 1�

� �� �1�
�1��1

�
�
������

���

� � 1�
�
� �1�

�
�1�����

�  1�
� ����

������

であるから�

� � � 1�
�
����� ������

とおくことができることがわかる．以上を満たす状態を取れば�式 ����
�はあ

る正整数を用いて�固有値を記述できる．求めたい状態を � � � ���� �!� �"�と

すると，

����� �!��"� � ���
� � ��1�
"1"���� �!��"�� �1�

!1!���� �!��"�

� ����
� � ���" � ��!����� �!��"�
������

と固有値が求まる．ただし�全粒子数を� としたとき�� 	 �! � �"を満たし

ている．1!は生成粒子�� �の差を表しており，1"は原料�と生成粒子�� �

の関係を表す�常に�� 	 ���
� � ��であるから，
�が �に比べて極端に大き

い場合には，原料と生成粒子との関係が決まった後に，生成粒子の比が決定さ

れる� 以上で定義された演算子を行列の形に表しておこう��
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元の演算子を以上の演算子を用いて表さねばならない�ところで�全粒子数は保

存することから�数演算子の総和は変換の前後で不変である�したがって，�
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が成立する．このことから，生成 �消滅�演算子から作られる行列の転置は消滅

�生成�演算子から作られる行列の逆行列になることがわかる� このことを用い

ると� �
"""�
�

�

�

�
###� �

�

���
� � ��

�
"""�
� � ��


� � �


� �� �

�
###�
�
"""�
1�

1!

1"

�
###� ������

�
"""�
��

��

��

�
###� �

�
"""�

� � ��
�

� �
� � � �

� ���
� � �� �

�
###�
�
"""�
1�
�

1�
!

1�
"

�
###� ����
�

��� 固有状態

以上で定義された演算子で，生成演算子は確率分布を計算するのに用いられ

る� 以降では，固有値の状態を

�1�
��
��1�

!�
��1�

"�
���� � ��� � 
��! � #� �" � �� ������

で表す �ただし，
 � # �� � � ��このとき �を右から演算させた場合には，

���� � 
��! � #� �" � �� � ���# � ��
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�  ! � #�  " � ��
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となる�これを求めたい状態 ���� ��� ���に射影させれば，あらゆる固有状態
を計算できる� 例えば，�固有値の状態は ��� � ���! � �� �# � ��である

から，

������ ��� ��� � ���� ��� ����� � ���! � �� �# � �� � ���� ��� ����1�
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を計算すればよい．ただし， の添え字は，�!� �"を示している� ここで，
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が得られる．これは式 ����	�と一致する．また，同様の計算により，
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である．一般には
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を計算すればよい．
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��� 時間発展

初期条件からの時間発展を計算するには，式 ����
�を利用し，������ ���を

�1�
�� 1

�
!� 1

�
"�に変換すればよい．例えば，

 ��� �� �� � � �� � ���� ��� �������� ��� ������

のとき，
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より，
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�
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である．この時間発展は
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により計算できる．このとき，固有関数�������� ��� ���は�# � �のとき以

外は負となる粒子数 ���� ��� ���が存在するが全体では常に正となる．とい

うのも，初期条件は任意の粒子数で正となるように選んだ．この状態から時間

発展させると，�# � �のとき以外は指数関数 %���
� � ���# がつくため，初

期での値より小さくなる．すなわち，時間発展において，固有状態につく係数

を ����� と書くと

 ���� ��� ��� �� � ��� �
�

���������� ���

�����%
��	�����
������ ������

となり，第一項以外は � � �のときよりも常に小さい値をもつため ���� ��� ��� � �

�� 	 �であれば，� � �に対しても常に ���� ��� ��� �� � �である．これは，

自発生成反応のときだけでなく，自己触媒反応を加えた場合にも成立する．
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補遺 � 線形自己触媒の時間発展に対する厳密解

線形自己触媒反応において，リサイクル反応がある場合にその厳密解を求め

ることは難しく，現在までのところ成功していない．しかし，リサイクル反応

のない場合には，前章の場の量子論的手法を用いることで，初期条件がアキラ

ルな場合の時間発展を解析的に導くことが可能である．また，任意の初期条件

の最終確率分布は場の量子論的な手法を用いると機能的に解くことができる

マスター方程式を場の量子論的手法を用いると，

�������� � ������� �2���

かつ，

� � ���� � �����
��� � �����
�
���� � ���� � �����
��� � �����

�
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と表せる．式 �2���を前章における演算子の置き換えを参考にして
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�
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���� � ����
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�����������

�2���

と書き換える．一方�このときの最終状態は別の手法により導出されており ���

�����それを演算子を用いて表すと�

#6�� � ����
� � ���
�
���� � ����
� � ���

�
���� �2���

のようにかける．この演算子を用いるとその最終状態は������ ��� � ���� ���#6��� ���
であり�またその消滅演算子6�は粒子数保存則  � �  � �  � � � を満たし�

6� � �� � �� � �� �2���

と表せる．その交換関係は

�6�� #6
�
�� � �
� � �����

�
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である．

次に�式 �2���において現れた演算子を

$0$ � �
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�
��� � ������ �2���
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とおき�これを用いて�#6��を

6�� � #6�� $0��
$ �2�
�

と再定義する．この演算子を用いると式 �2���は

� � ������ � 6�������� $0$ �2���

となる．さらに�新たな演算子を
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とおく．このとき �は
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であり�その交換関係は

�6"� 6
�
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を満たす．以下では式を導くために役立ついくつかの計算結果をしめす．まず�
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であり�このことから�任意の自然数  に対して�

� $0$� 6
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� � �  ��6
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がえられる．このことは数学的帰納法から簡単に導くことが可能であり�  で

の成立を仮定すると�
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となり� � �のときも成立する �証明終�．一方�

� $0$� 6
�
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がえられ�上と同様にして�
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が証明できる．

次にアキラルな原料のみの初期条件を

���� ���� �2����

を考える．� は全粒子数である．これを新たな演算子を用いて表すと�

��� � �6�� � 6�"� �2��	�

より，
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がえられる．この初期条件から出発した確率分布の時間発展を計算するには，

この初期条件に演算子 %��を右から演算させたものを

%�����
���� � %��$

�

�$� �%�
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���
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のように計算する必要がある．

以降では，6
�	���

� 6��" ��� � � �$及び，�� � 6�"6"

$0$ � $� と書くことにす
る．ある状態 � �$に対して $� を演算させると，

$�� �$ � 6�"6"
$0$6

���
� 6��" ��� �  ��
� � �� �  ����� �$ �  � � ����� � ��$

�2����

のように，二項からなる式が現れる．第一項目は系の固有値に等しい，それを

�� とおく，第二項を +�とおくことにすると， $� は以下のように計算できる．

$�� �$ � ��� �$ � +���� � ��$ �2����

ところで，��� � ��であるから，式 �2����で，右辺第二項が無ければ，固有

状態が求められたことになる．そこで，! � �� �� 
 � � � までの状態の線形結合
により新たな状態 � �� をつくり，

$�� �� � ��� �� �2����
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をみたすようにする． 元連立方程式を解くと，新しい状態として，

� �� �
��
���

$
���
���

��� � ���
���
���

+�

%
�"�$ �2����

が得られる．これを逆に，状態 � �$について解くと，

� �$ �
�	���

��� ��� � ���
�� �� � +���� � ��� � �2����

が得られるため，これを式 �2����に代入すれば，その時間発展が計算できる．

固有状態は数式としては解くことが可能であるが，煩雑な形をとるため，そ

の構造を知ることは困難である．しかし，最終確率分布は演算子を用いて機能

的に計算できる．最終状態に関わる演算子は式 �2�
�である．全粒子数を� と

し，初期の��� ��の粒子数をそれぞれ���� ��� とする ���� ���� � � �と，

その最終確率分布 ����� ���は

����� ��� � ���� ����6����������������� ���� �2��
�

これを解くと，式 ������と一致する．
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補遺 � 線形触媒のときの規格化定数

自己触媒反応で扱った最終確率分布では，確率を全ての粒子数について足し

合わせた場合に �になるように規格化定数� を導入した．非線形触媒のとき
には，その値を導くことに成功していないが，触媒反応のない場合はもとめる

ことができ，線形触媒反応の場合には簡略化することが可能である．．本章で

はその導出法と証明を行う．

線形触媒のときには，計算が煩雑なために，その計算がわかりにくい．そこ

で，簡単のため，まず初めに無触媒反応の場合を扱うことにする� 自発的生成

反応とリサイクル反応からなる反応系での最終確率分布は多項定理により計算

できる．そのため，その規格化定数も簡単に求めることができる．また，補遺

�で扱った場の量子論的手法では，演算子を算出した時点ですでに規格化定数

は求まっており，その値は全粒子数を� とすると，規格化定数の値は

� �
�

��
� � ���
����

である．

本章では，まず，触媒反応の無いときのマスター方程式

�� ���� ��� ��� �� � 
�������� ������ ����� ���� ������ ��� ����� ���

� ��
��� � ���� ����� ���� ��� ��� ��

� ���� � �� ��� � �� �� � �� ��� ��

� ���� � �� ��� � �� ��� �� � �� �� ����

を簡略化する．この簡略化により，もともと，�� ����� �����個あった確率

 ���� ��� ��� ��を �� � ��個にまで減ずることができる．

次に，マスター簡略化されたマスター方程式を時間発展行列により表現する．

えられた行列から固有方程式をつくると，その方程式は �� � ��次方程式にな

るため，その解は一般には求めることはできない．しかし，固有値方程式から

固有値の積を求めることは可能である．補遺 2の最後で行ったように，リサイ

クル反応のない場合には自発生成反応や線形触媒の場合には，規格化定数を計

算することが可能であった．また，その値は �零固有値を除いた�固有値の積で



��


ある．また，補遺 �でリサイクル反応のある場合の自発生成反応を計算する

場合にも，その規格化定数は固有値の積を ������ �で割ったものである．実

際には，その固有値の積と規格化定数の関連性について物理的理由は現在不明

であるが，以降ではこの関係性を利用して規格化定数をもとめる．勿論，単純

に得られた確率分布の総和からも計算することは可能であるが，簡単な形式に

直すことは容易ではない．一方，固有値の積を計算すると，比較的簡単な形を

しているため，固有値の積によりもとめた値により，それが規格化する前の確

率分布関数の総和に等しいことを証明したほうが容易である．ただし，この方

法はマスター方程式が簡略化できる，自発生成反応と線形自己触媒反応の場合

に限られる．非線形になると，方向付けられるランダムウォークモデル �������

の場合にその最終確率分布が解析的に求められなかったことと同じ理由で，簡

略化することができない．

��� 無触媒反応

まず，マスター方程式を簡略化するために，確率を以下のように書き換える�

 ���� ��� ��� �

�
��� ���
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�
� ���� �� ���� �� �� ����

これは，すでに確率分布が求まっているため，正しいことが示せる�式 ����を

式 ����に代入する�
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および，
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であるから，結局マスター方程式は
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と簡略化することができる．この簡略化されたマスター方程式から時間発展行

列をつくると �� ���� �� ���簡略化される．このとき，ある !列目の成分は，�
"""""""""""""""""""""�
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である．ただし，�でない行は !� �� !� !� �行目である�また，右辺で，�に関

する項と，
�に関する項に分けた�上で得られた列ベクトルを以下のように番
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号付けする�
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こう定義すると，��と 	���は同じ行に成分を持つ� さらに ��と 	���二つのベ

クトルの �でない成分のみで行列式を計算すると

%�&���� 	���� � ��!� � 
��� � ! � �� %�&

�
��� �

� ��

�
� � � ���	�

となる� 簡略化された行列全体を�としたとき，固有値方程式

%�&��� $7� � � �����

の $に関する一次の項が固有値の積であるため�，上の性質を用いて，この項

のみを計算する�そこで，!行目のみが�$である列ベクトルを


� �! � �� �� � � � � � � �� �����

�
�固有値が含まれているため，定数項はない
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で定義すると，行列式が �と異なる値をもつのは

%�&���� � � ������ 
�� 	���� � � � � 	���� �����

のように，
�の左は全て ��右は 	であるような場合に限る�

この項を任意の !のときに計算すると，
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�� 	���� � � � � 	���� � ��$�������� � �� �
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となり，行列式に関する公式

%�&���� � � ��� � 	�� � � � � � %�&���� � � ���� � � � � � %�&���� � � �	�� � � � � �����

を利用して，これを � � � � �まで足し上げると，
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をえる� したがって，固有値の積が計算できた�このマスター方程式の簡略化は

原料と生成粒子との関係のみを表したものであるため，���
� ���のみが固有

値として現れる�一方��のほうの固有値は生成粒子間の関係を表す，しかし，
反応過程では�� �は直接的には関係を持たず，原料�を介して関係する�この

ため，後者の固有値は単独で簡略化されることはない．

��� 一次触媒反応

前節の方法を一次触媒の場合に適用する� リサイクル反応がある場合，線形

自己触媒反応の簡略化されたマスター方程式は
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である．これから再び列ベクトル
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を持つ� したがって，行列式も同じものを計算すればよい� 固有方程式の一次

の項は

%�&���� � � ������ 
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と計算できる．前節同様に，!に関して，� � � � �の範囲で総和を実行する

と，それが固有値の積である．この表式を用いると，規格化定数は

�

� �
����
���

������

�
� �

� � !� �

�
� ���

���

��
� � "��� �����

と推測される．これが実際に，規格化定数であることを示さなければならない．

そこで，式 �����であらわされる総和のうちの一つに注目する．ある !番目の

項を原料粒子 �の粒子数と対応させると，!は �から � までの値をとること

から，

!� � � �� � � ��� ��� �����

となる．このときの項は

�����
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� �

� ���

�
� ��
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� � "��� �����

である．式 �����は原料粒子�の粒子数�� を固定したものとみなせるため，

規格化前の確率分布において，��を固定したときの総和と対応している．変

数は��� ��の２つであるが，�� � � ��� ���と表記できるので，実際は

１変数である．規格化前の確率分布 ���������� の和は
�����
����
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である．式 �����が式 �����と等しくなることを示せばよい�

証明

式 �����から，式 �����を導く� ただし，前の定数項は省略する�� まず，

�� � �のとき，�
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以上より，式 �����が式 �����に等しいことが示せた．したがって，リサイク

ル反応のある場合の規格化定数は簡略化されたマスター方程式 �����の固有値

の積で表現でき，その値は

� �
�
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�
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!

�
�	�

�����
� � "���

�����

である．また，式 �����の� ��個の固有値が全て求まれば，積のみの型で表

される．

実は補遺�で導入した演算子を用いると，規格化定数は簡単に計算すること

ができる．補遺 2で考察したように，一般に，固有関数は計算することはでき

ないが，最終状態は既に式 ������からわかっており，このことから，リサイク

ル反応のある場合の最終状態の演算子を1�
��
�� ��� ���とおくと，

1�
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�
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��
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と表現できる．この演算子を用いると，任意の最終確率分布����� ��� ���は

全粒子数が� のとき，

� ���� ��� ��� � ���� ��� ���1��
�� ��� ������ �����

により求めることができる．規格化定数はこの総和の逆数で与えられる．リ

ファレンス状態 ���を用いれば，

���� ��� ���1�
��
�� ��� ������ �����

が総和である．非線形触媒のときにはこれを簡略化することはできないが，線

形触媒のときに ��� �� �� �� � ��は，

� �
�

�������� � �������
� � ���������� ��� �����

と表記できる．
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