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主 論 文 題 目： 
流体力学における変分原理の改良 

	
 実現される運動は作用積分を最小にする．これは変分原理と呼ばれ，物理学全般における指導原理の一つ

として考えられている．この原理を用いれば，複雑な拘束条件があっても系の動力学の定式化を行うことが

できる．様々な完全流体の変分原理が古くから提案されている．また，オンサーガーの変分原理が散逸系で

あるソフトマターの動力学の定式化に便利であることが知られている．しかしながら，これらの変分

原理はいくつかの未解決問題がある．本論文では，これらの問題を解決する普遍的枠組みを与え，付随する

ハミルトン形式を整備する．本論文の主要な結果は以下の３つである． 
 
１．完全流体の変分原理 
	
 流体の速度場を記述する方法にはラグランジュ描像とオイラー描像の２つがある．ラグランジュ描像では，

流体粒子ごとの物理量の時間発展を見る．一方，オイラー描像では，空間に固定された点での物理量の変化

を見る．完全流体の運動方程式は，質点の運動と同様にしてラグランジュ描像の変分原理から導くことがで

きることが知られている．一方，オイラー描像の変分原理では，一様エントロピー下で渦度のある速度場を

導くためにはクレプシュポテンシャルと呼ばれる補助場が必要である．しかしながら，その物理的な意味は

不明瞭であった．第３章では，クレプシュポテンシャルが流跡線の初期位置と終端位置を固定するために必

要であることを示す．なお，質量保存則と断熱条件はホロノミックな拘束条件である．したがって，未定乗

数法で用いて，作用積分の中に組み込むことができる． 
 
２．散逸系の変分原理 
	
 散逸系では，エントロピーは流跡線に沿って生成される．これはエントロピーに関して非ホロノミックな

拘束条件を与え，上で用いた方法が使えない．しかしながら，この非ホロノミックな拘束条件の下で作用積

分を最小にすることは，これが微分形式で書けることから可能である．我々の定式化は運動量のつりあいの

式全体を導くことができる．一方，オンサーガーの変分原理で導出できるのはそのうちの線形項だけである．

第４章で，この定式化を粘性流体，粘弾性流体および高分子溶液に適用する．付録 Cでは，拡散による散逸
がある二成分流体の変分原理について議論する． 
 
３．ハミルトン形式 
	
 制御理論では，最適化された入力はコスト汎関数を最小にし，共役な関数の組としてハミルトン方程式を

導く．第５章で，これを流体に適用する．速度場は入力とみなせ，状態変数はラグランジュ描像であれば流

体粒子の位置となり，オイラー描像であればクレプシュポテンシャルになる．完全流体に対しては，これは

正準なハミルトン形式になり，散逸系においては，これに散逸力が加わったものになる．また，付随する対

称性と保存則についても議論する． 
 
第１章では，研究背景，研究目的および本論文の構成を述べる．	
 

第２章では，変分原理についての先行研究の紹介し，拘束条件の取り扱い方法を説明をする．	
 

第３章から第５章では，上記の主要結果３つを記述する．	
 

第６章では，まとめと展望を述べる．	
 

付録AとBでは，テンソル計算と物質時間微分について説明する．	
 

付録CとDでは，拡散による散逸がある二成分流体と相対論的完全流体の変分原理について述べる．	
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Improvements in the Variational Principle for Fluid Dynamics 

 The realized motion of a system minimizes the action. This is called the variational principle and con-
sidered as a guiding principle in various fields of the physics. Using this principle, we can formulate the 
dynamics of a system even if it has complicated constraints. Various variational principles for the per-
fect fluid have been proposed for a long time, while Onsager’s variational principle has been useful in 
formulating the dissipative dynamics in the soft matter physics. However, they have several open prob-
lems. This dissertation proposes a general framework to solve them, and provides the associated Hamil-
tonian formulation as follows. 
 
1. The variational principle for the perfect fluid 
 There are two ways to describe the dynamics of fluid. The first way is the Lagrangian description, 
where we track path line. The second way is the Eulerian description, where we observe the time 
evolution at spatially fixed points. It is known that the equation of motion for the perfect fluid can be 
derived in terms of the variational principle in the Lagrangian description, as in the mechanics of 
mass particles. On the other hand, the variational principle in the Eulerian description requires some 
auxiliary fields, called Clebsch potentials, to derive rotational velocity field on the isentropic condition. 
However the physical meaning of the potentials has been obscure. We show that Clebsch potentials are 
required to fix the endpoints of each path line in Chapter 3. Here, the mass conservation law and 
adiabatic condition are holonomic constraints. Thus we can incorporate them into the action by means 
of the method of undetermined multiplier. 
 
2. The variational for a dissipative system 
 In a dissipative fluid, entropy is produced along the path line. It gives a non-holonomic constraint, to 
which the above method cannot be applicable. However, we can minimize the action under the non-
holonomic constraint because it is expressed in terms of differential forms. Our formulation yields the 
whole equation of momentum balance for a viscous fluid, although Onsager's variational principle yields 
only its linear part. We show that our formulation can be also applied to viscoelastic fluid and polymer 
solution in Chapter 4, and also discuss the case that dissipation is caused by diffusion in Appendix C. 
 
3. Hamiltonian formulations 
 In the control theory, the optimized input minimizes the cost functional, and derives the Hamilton’s 
equations as a pair of conjugate equations. In Chapter 5, we apply this theory to fluid dynamics, where 
the input is the velocity field. The state variables in the Lagrangian and Eulerian descriptions are re-
spectively given by the position of fluid particles and Clebsch potentials. The resultant Hamiltonian 
equation for perfect fluid is canonical. In a viscous fluid, dissipative force is added to the equation. The 
associated symmetries are related to the conservation laws. 

Chapter 1 describes the motivation and backgrounds, and presents the composition of this dissertation. 
Chapter 2 introduces the previous researches, and explains the theory of constraints. 
Chapters 3, 4, and 5 show the three main results mentioned above. 
Chapter 6 summarizes this dissertation and presents future research. 
Appendices A and B explain tensor calculus and material derivatives, respectively. 
Appendices C and D discuss the variational principle for the two-component fluid with dissipative diffu-
sion and the relativistic perfect fluid, respectively. 
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第1章 序章

1.1 はじめに

変分原理によると，実現される運動はある作用積分の値を極小にする．変分原理は「最小作用

の原理」とも呼ばれている．現在，変分原理は古典力学系のみならず，電磁気学や素粒子物理学

といった場の理論にも使われている．変分原理を用いれば系をひとつの作用積分によって記述で

きる．変分原理の利点としては，次の 3点があげられる．

1. 作用積分の極小値を求めることが座標系に依存しないことから座標変換をしやすい．

2. 未定定数法などを用いれば，拘束条件を考慮しやすい．

3. 対称性と保存則の関係が明らかになる．

複雑な系の場合，その運動法則が何であるかを知るのが難しいときがある．このとき，2と 3が系

の運動法則を導出するための手がかりになることがある．本論文では流体の変分原理を整備する．

なお，変分原理で運動法則を導出する際に実際に必要なのは停留値を与える条件である．極小値

であれば停留値であるが，その逆は必ずしも成り立たない．しかしながら，多くの場合は作用積

分の停留値を与える解は極小値を与えている．

1.2 研究背景

流体の変分原理について，過去の研究の紹介とその問題点について述べる．

1.2.1 流体の運動と変分原理

流体の運動を解析するには，運動を記述するための座標系を定める必要がある．流体粒子の移

動経路を継続追跡して描かれる曲線を「流跡線」と呼ぶ．流体の運動の記述方法には，流跡線に

沿った物理量の時間変化を記述するラグランジュ描像と，ある固定された点の時間変化を記述す

るオイラー描像がある．

ラグランジュ描像では流体粒子に付随した物理量の変化を見る．流体粒子の初期位置をaとし，

時刻 τでの位置をX(τ,a)とする．定義より初期時刻 tinitでa = X(tinit,a)となる．このとき (τ,a)
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をラグランジアン座標と呼ぶ．流体粒子は流れの中で膨張または収縮する．膨張率は体積要素と

呼ばれ，ヤコビアンで与えられる．

J(τ,a) ≡ ∂(X1, X2, X3)

∂(a1, a2, a3)
(1.1)

ここでXiと aiは，それぞれX と aの成分である．また a = X(tinit,a)より J(tinit,a) = 1であ

る．ラグランジュ座標 (τ,a)から，オイラー座標を得ることができる．

(t,x) = (τ,X(τ,a)) (1.2)

ここでは時間の変数にラグランジアン座標では τ を用い，オイラー座標では tを用いることにす

る．非相対論では t = τ である．流体では J(τ,a) = 0となる特異点はないとし，オイラー座標か

らラグランジュ座標を得ることも常に可能であるとする．

(τ,a) = (t,A(t,x)) (1.3)

ここでAはオイラー座標からラグランジュ座標を与える関数である．

流体の運動を解析するには変数の数と同じ数だけの微分方程式が必要である．例えば，ニュー

トン流体であれば，変数は速度場 v = (v1, v2, v3)，質量密度 ρ，圧力P となり，方程式は，ナビエ

ストークス方程式，質量保存則，状態方程式となる．状態方程式には，圧力が質量密度のみに依

存とするバロトロピック性の仮定がよく使われる．他の方法として，圧力 P の代わりに比エント

ロピー密度 sを変数として使い，単位質量あたりの内部エネルギー ϵを質量密度 ρと比エントロ

ピー sの関数として与え，散逸に関する方程式を与えても良い．圧力 P は質量密度 ρと比エント

ロピー sの関数になり，質量密度 ρと比エントロピー sの方程式が与えられているので方程式系が

閉じる．流体の運動は速度場が求まれば他の物理量の変化が求まるので，流体の運動の解析には

速度場の従う方程式を知ることが重要となる．変分原理を用いれば，流体の運動は「実現される

速度場は拘束条件の下で作用積分を極小にするように定まる」と記述でき，これから速度場の従

う方程式を得ることが期待できる．しかしながら，流体の変分原理にはいくつか問題点が知られ

ており，変分原理を流体に適用するには，これらの問題について議論する必要がある．続く三小

節で流体運動に対する変分原理に関する問題点を述べる．
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1.2.2 完全流体の変分原理

一成分系の流体の運動は速度場 v ≡ (v1, v2, v3)，質量密度 ρ，比エントロピー sの時間変化に

よって記述される．流体では局所平衡が成立し，単位質量あたりの内部エネルギー密度 ϵは ρと s

との関数となる．ラグランジアン密度を運動エネルギーと内部エネルギーの差で与える．

L(ρ,v, s) ≡ ρ

{
1

2
v2 − ϵ(ρ, s)

}
(1.4)

流体では質量保存則が成立し，完全流体場合は更に断熱条件が成立する．したがって，質量密度 ρ

と比エントロピー sの時間発展は速度場 vに依存する．変分原理において，質量保存則と断熱条

件は拘束条件とみなせる．また，ラグランジュ座標では，速度場と流体粒子の位置Xには，

∂τX − v = 0 (1.5)

の関係があるので，これもまた拘束条件としてみなす．作用積分を (1.4)の時間空間積分で与え，

これらの拘束条件の下で作用積分の極小値を与える条件から流体の運動が求まる．詳細は 3.2節で

説明する．このようにラグランジュ座標では，完全流体の運動を変分原理によって導出すること

ができる [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]．

一方，オイラー座標では，作用積分が v，ρ，sに対して極小値をとる条件から流体の運動方程

式を求める．しかしながら，この計算で得られる速度場は，エントロピーが一様であるときには

渦度がないものになる．そこで，この難点をさけるために，クレプシュポテンシャル [11, 12]と呼

ばれる補助場を導入し，その保存則を拘束条件としたときに，作用積分が極小値をとることが行

われてきた [2, 3, 4]．しかしながら，この補助場が何を意味するのかが明確ではなく，近年に至る

までその物理的な意味が議論されてきた [7, 8, 9]．なお，これらの詳細は 3.3節と 3.4節で改めて

説明する．

1.2.3 散逸のある系の変分原理

散逸のある流体では断熱条件は成立しておらず，比エントロピーの時間発展は移流や熱流，散

逸などによって決まる．最初に散逸のある系の簡単な例として，一次元の減衰調和振動子の運動

について考える．減衰振動子の位置をXとし，速度を Ẋとする．振動子に働く摩擦力を−γẊと
する．ここで γは摩擦係数であり正である．摩擦による散逸がない場合，振動子の運動方程式は

mẌ + kX = 0 (1.6)

となる．ここで Ẍは加速度を表す．減衰調和振動子の運動方程式は (1.6)の右辺に摩擦力−γẊを
付け加えたものになる．

mẌ + kX = −γẊ (1.7)
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(1.7)の左辺は散逸のない部分を表し，これは変分原理から導ける．摩擦による単位時間あたりの散

逸を散逸関数Θ(Ẋ)で書くことにする．減衰調和振動子の場合は散逸関数はΘ(Ẋ) ≡ γẊ2(t)とな

る．ここで γは摩擦係数である．摩擦力は散逸関数Θ(Ẋ)の 1/2を Ẋについて微分して得られる．

−γẊ = − ∂

∂Ẋ

(
1

2
Θ(Ẋ)

)
(1.8)

これはレイリーの方法と呼ばれる [13, 14]．しかしながら，(1.8)が成立するのは (1.7)の右辺にあ

る摩擦力が線形であるときだけである [15, 16]．また，レイリーの方法は (1.7)の右辺と左辺を別々

に導出する方法であり，(1.7)全体を一つの作用積分から変分原理を用いて導出する方法ではない．

限られた場合にはレイリーの方法を拡張して一つの作用積分から散逸系の運動方程式を導出する

ことができる [16, 17]．これはオンサーガーの変分原理と呼ばれる．空気中を落下して空気抵抗に

よる摩擦力と重力がつりあって終端速度にある物体はこの例に当てはまる．空気中を落下する物

体の運動方程式はmẌ +mg + γẊ = 0となる．ここでm，g，X はそれぞれ質量，重力加速度，

地表からの高さである．終端速度では加速度 Ẍがゼロになるので運動方程式は

mg + γẊ = 0 (1.9)

となる．これをオンサーガーの変分原理を使って求める．作用積分を∫ tfin

tinit

dt

(
mgẊ +

1

2
γẊ2

)
(1.10)

で与える．速度 Ẋに関する停留値条件を求めると (1.9)を得る．このように慣性項mẌが無視で

き，ポテンシャルエネルギーが位置変数Xについて線形である場合はオンサーガーの変分原理が

使え，散逸のある系で線形現象論を考慮した巨視的な方程式を得ることができる [18, 19]．

高分子溶液といった複雑な内部構造を持った複雑流体では速度場に関する巨視的な方程式を矛

盾なく導くことが難しい．これを見通しよく導出する方法として，レイリーの方法やオンサーガー

の変分原理が用いられてきた [20, 21, 22, 23, 24]．しかしながら，レイリーの方法は厳密には変分

原理ではなく，オンサーガーの変分原理は慣性項を導出できない [25]．

1.2.4 ハミルトン形式

流体の変分原理に関連して様々なハミルトン形式が提案されてきた．例えば，等エントロピー

下で非圧縮完全流体のハミルトン形式 [26]，これに圧縮を考慮した場合として非常に複雑なポアソ

ン括弧 [27]，さらには渦度を考慮してクレプシュポテンシャルを用いたハミルトン形式 [28, 29, 30]

などがある．これら完全流体のハミルトン形式 [26, 27, 28, 29, 30]はすべて非正準なハミルトン形

式になる．Yoshida(2008,2009)[8]が指摘するように，非正準なハミルトン形式では完全流体の運

動はヘリシティのようなカシミア不変量による拘束を受ける．ヘリシティがバロトロピックかつ

等エントロピー下での完全流体でしか保存しないことを考慮すると，非正準なハミルトン形式は

完全流体の運動を一般的には記述しない．また，著者の知る限り散逸のある流体のハミルトン形

式についての議論はない．
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1.3 研究目的

上に述べたように，流体の運動に対する変分原理には

1. オイラー描像による完全流体の記述で導入されるクレプシュポテンシャルの意味付け

2. 散逸項を含む運動方程式の一つの変分原理による導出

3. ハミルトン形式の整備

といった課題がある．これらの課題をそれぞれ第 3，4及び 5章で解決する．

1.4 本論文の構成

第 1章では研究背景および目的を記した．第 2章では調和振動子の例にして変分原理の導入を

行う．第 3章では完全流体の変分原理について議論する．第 4章では散逸のある系の変分原理に

ついて議論する．第 5章ではハミルトン形式を導出し，対称性と保存則の関係について議論する．

第 6章ではまとめを述べる．付録では，テンソル，物質時間微分，拡散による散逸がある二成分

溶液の変分原理，相対論的完全流体の変分原理について議論する．
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第2章 変分原理

調和振動子の例を用いて拘束条件の下での変分原理について説明をする．

2.1 エネルギー保存則とラグランジアン

変分原理の導入として，一次元の調和振動子の運動を考える．振動子の質量をm(> 0)とし，つ

りあいの位置からの変位をXとし，バネ定数を k(> 0)とする．調和振動子の運動方程式は (1.6)

となる．(1.6)に速度 Ẋを掛けると次の恒等式を得る．(
mẌ + kX

)
Ẋ =

d

dt

(
1

2
mẊ2 +

1

2
kX2

)
(2.1)

(2.1)の右辺の

Etotal(X, Ẋ) ≡ 1

2
mẊ2 +

1

2
kX2 (2.2)

をエネルギー関数と呼ぶ．これよりXが (1.6)を満たすときは，エネルギー関数は定数になる．つ

まりエネルギー保存則が成立する．調和振動子の例では，運動方程式とエネルギー関数との関係

が (2.1)で表されたが，これは次のように一般化することができる．時間に陽に依存しない関数を

L(X, Ẋ)とおく．この全微分は

dL

dt
=

∂L

∂X

dX

dt
+
∂L

∂Ẋ

dẊ

dt

=
∂L

∂X
Ẋ − d

dt

(
∂L

∂Ẋ

)
Ẋ +

d

dt

(
∂L

∂Ẋ
Ẋ

)
(2.3)

となり，次の恒等式を得る．(
∂L

∂X
− d

dt

∂L

∂Ẋ

)
Ẋ +

d

dt

(
∂L

∂Ẋ
Ẋ − L

)
= 0 (2.4)

ここで (2.1)と (2.4)を比較すると，右辺第一項の括弧内は運動方程式とみなせ，右辺第二項の括

弧内はエネルギーとみなすことができる．そこで，エネルギーEtotal(X, Ẋ)が与えられたときに，

関数 L(X, Ẋ)を

Etotal(X, Ẋ) =
∂L

∂Ẋ
Ẋ − L (2.5)
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を満たすように定める．したがって，Xが”オイラーラグランジュ方程式”

∂L

∂X
− d

dt

∂L

∂Ẋ
= 0 (2.6)

を満たすときは，恒等式 (2.4)よりエネルギー関数Etotal(X, Ẋ)が保存される．

d

dt
Etotal(X, Ẋ) = 0 (2.7)

2.2 最小作用の原理

2.1節では，エネルギー Etotalからラグランジアン Lを構成し，オイラーラグランジュ方程式

(2.6)が満たされるときには，エネルギーEtotalが保存されることを確かめた．しかしながら，恒

等式 (2.4)が示すのは，エネルギー保存則 (2.7)が成立するときに，(
∂L

∂X
− d

dt

∂L

∂Ẋ

)
Ẋ = 0 (2.8)

となることであり，オイラーラグランジュ方程式 (2.6)となることではない．(2.8)は運動していな

い解 Ẋ = 0を含む．1.1節で述べた「実現される運動は，作用積分の値を極小にするものである」

という変分原理を要請すれば，Ẋ = 0といった解をさけることができ，オイラーラグランジュ方

程式 (2.6)を得ることができる．したがって，変分原理により，エネルギー保存則 (2.7)から (2.5)

を満たすように構成されたラグランジアンを用いて実現される運動を一意に求めることができる．

調和振動子の例でこれを確かめる．ラグランジアン Lを運動エネルギーとポテンシャルエネル

ギーの差で与える．

L(X, Ẋ) ≡ 1

2
mẊ2 − 1

2
kX2 (2.9)

初期時刻と終端時刻をそれぞれ tinitと tfinとして，作用積分は (2.9)の時間積分で与えられる．

I[X] =

∫ tfin

tinit

dt L(X, Ẋ) (2.10)

変分原理では，振動子の位置Xと時間 tからなる時空上でのいろいろな軌道X(t)+ δX(t)を考え，

(2.10)の極小値を与えるものを実際の運動の軌道とする．ここで δは変分を表す．なお，軌道の出

発点X(tinit)と終点X(tfin)は固定されていることに注意する．

δX(tinit) = δX(tfin) = 0 (2.11)

境界条件 (2.11)を満たす任意の変位 δX(t)に対して，

I[X + δX] = I[X] +

∫ tfin

tinit

dt

{(
∂L

∂X
− d

dt

∂L

∂Ẋ

)
δX + o[δX2]

}
(2.12)
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が成立する．ここで o[δX2]は δX について二次以上の項を表す．(2.12)より，作用積分 (2.10)が

極値をもつときは ∫ tfin

tinit

dt

(
∂L

∂X
− d

dt

∂L

∂Ẋ

)
δX = 0 (2.13)

が成立する．これは I[X + δX] ≥ I[X]が成立するための必要条件となる．変位 δXは任意なので

(2.13)からオイラーラグランジュ方程式 (2.6)を得る．調和振動子の場合には，オイラーラグラン

ジュ方程式 (2.6)は (2.9)より (1.6)となる．

なお，オイラーラグランジュ方程式 (2.6)を満たすラグランジアンは一意に定まらない．これを

証明する．L(X, Ẋ)を軌道X(t)について (2.13)を満たすラグランジアンとし，新たなラグランジ

アンを L′(X, Ẋ) ≡ L(X, Ẋ) + dM(X)/dtとする．この時，δ
∫ tfin
tinit

dt L(X, Ẋ) = 0が成立し，

δ

∫ tfin

tinit

dt L′ = δ

∫ tfin

tinit

dt
dM

dt

= δM(X(tfin))− δM(X(tinit)) (2.14)

となる．時間両端では (2.11)より δM(X(tfin)) = δM(X(tinit)) = 0となり，(2.14)はゼロになる．

これより，L(X, Ẋ)に dM/dtを付け加えても，オイラーラグランジュ方程式の解には影響しない

ことが分かる．したがって，ラグランジアンとしては (2.5)を満たす数式的に一番単純な物を一つ

選べば，解を求めるには十分である．

調和振動子では，全エネルギーは運動エネルギーmẊ2/2とポテンシャルエネルギー kX2/2の

和となり，エネルギー保存則は

1

2
mẊ2 +

1

2
kX2 =一定値 (2.15)

となる．このとき，調和振動子のラグランジアンを (2.9)で与えると，これは確かに (2.5)を満た

し，オイラーラグランジュ方程式 (2.6)は (1.6)となることが分かる．ラグランジアンは一意でな

く，例えば，(2.9)に ẊXの項を付け加えても同じ結論を得る．しかしながら，項を増やすことの

利点はなく，ラグランジアンとしてはやはり (2.9)を用いるのが簡便である．

2.3 多変数の変分原理

これまでに議論した変分原理を多次元に拡張する．例として，二次元平面内の調和振動子を考

える．質点の位置Xのデカルト座標成分を (X1, X2)と書くと，運動エネルギーとポテンシャルエ

ネルギーはそれぞれm
(
Ẋ2

1 + Ẋ2
2

)
/2と k (X2

1 +X2
2 ) /2になり，ラグランジアンは

1

2
m(Ẋ2

1 + Ẋ2
2 )−

1

2
k(X2

1 +X2
2 ) (2.16)

となる．このラグランジアンを (2.9)と同様に Lと書く．作用積分は∫ tfin

tinit

dt L(X, Ẋ) (2.17)
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となる．この作用積分も (2.11)と同様に I と書く．以下に混乱のない限り，変数や式が異なって

いても，ラグランジアンや作用積分をそれぞれ Lと Iで書くことにする．境界条件

δX(tinit) = δX(tfin) = 0 (2.18)

の下で軌道 (X1(t), X2(t))が作用積分 (2.17)の極小値を与えるとき

δI =

∫ tfin

tinit

dt
∑
i=1,2

(
∂L

∂Xi

− d

dt

∂L

∂Ẋi

)
δXi = 0 (2.19)

が成り立つ．変位 δX1(t)と δX2(t)は任意で独立なので，i = 1, 2として

∂L

∂Xi

− d

dt

∂L

∂Ẋi

= 0 (2.20)

が得られ，運動方程式は

mẌi + kXi = 0 (2.21)

となる．ここで注意するべきことは位置を表す座標としてXiのみならず，一般化座標 qj = qj(Xi)

においても，オイラーラグランジュ方程式の形は

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0 (2.22)

となり (2.20)と変わらない．なぜなら，作用積分の値は変数の表し方に依存しなく，ある軌道が

作用積分の極小値を与えるときは，作用積分の変分 δIがゼロになる性質は変数のとり方に依存し

ないからである．一方，運動方程式 (2.21)の方は座標系に依存する．ここで qj はXiの関数であ

り，Ẋiの関数でないことに注意する．もし，qj = qj(Xi, Ẋi)ならば (2.22)は成立しない．Xiと Ẋi

が混ざるより一般的な変換については，5.2節で考える．

例えば，極座標系として，動径 r =
√
X2

1 +X2
2 と偏角 θ = tan−1(X2/X1)を使うと，ラグラン

ジアンは
1

2
m

{
ṙ2 + (rθ̇)2

}
− 1

2
kr2 (2.23)

となる．この変分問題を解くと

mr̈ = − d

dr

{
r2 +

(mr2θ)2

2mr2

}
,
d

dt
(mr2θ) = 0. (2.24)

を得る．運動方程式 (2.21)と (2.24)を比較すると分かるように，直交座標系と極座標系では運動

方程式の形は異なる．しかしながら，オイラーラグランジュ方程式としては同じ形をしている．
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2.4 拘束条件

本節では拘束条件がある場合の変分原理について議論する．

2.4.1 ホロノミックな拘束

例として，二次元平面内を動くの調和振動子を考える．ラグランジアンと作用積分はそれぞれ

(2.16)と (2.17)となる．ここでX1とX2は振動子の位置を表す．拘束条件を

U(X1, X2) = 0 (2.25)

で与える．(2.25)より，局所的にはX1の値はX2の値から定まり，逆も然りである．このような

拘束条件をホロノミックな拘束条件と呼ぶ．(2.25)より δX1と δX2は独立ではなく

∂U

∂X1

δX1 +
∂U

∂X2

δX2 = 0 (2.26)

の関係がある．(2.26)にΛをかけても一般性を失わない．

Λ
∂U

∂X1

δX1 + Λ
∂U

∂X2

δX2 = 0 (2.27)

そこでΛを次を満たすように定める．

∂L

∂X1

− d

dt

∂L

∂Ẋ1

− Λ
∂U

∂X1

= 0 (2.28)

(2.28)を (2.27)に代入すると(
∂L

∂X1

− d

dt

∂L

∂Ẋ1

)
δX1 + Λ

∂U

∂X2

δX2 = 0 (2.29)

となり，(2.29)を (2.19)に代入すると∫ tfin

tinit

dt

(
∂L

∂X2

− d

dt

∂L

∂Ẋ2

− Λ
∂U

∂X2

)
δX2 = 0 (2.30)

を得る．変位 δX2は任意より，

∂L

∂X2

− d

dt

∂L

∂Ẋ2

− Λ
∂U

∂X2

= 0 (2.31)

となり，拘束条件 (2.25)のもとで作用積分の (2.17)の停留値を満たす軌道 (X1(t), X2(t))は，(2.25)，

(2.28)，(2.31)を満たす．これは，独立変数としてX1, X2,Λをとり，作用積分を

Ĩ[X1, X2,Λ] ≡ I[X1, X2]−
∫ tfin

tinit

dt ΛU(X1, X2) (2.32)
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で与えた時の停留値条件を求めたときに得られる解と同じである．このようにしてホロノミックな

拘束条件の下での停留値条件を求める方法をラグランジュ未定乗数法，または未定乗数法と呼ぶ．

ホロノミックな拘束条件のもとでの運動の例として，軌道が円周上に固定された調和振動子を

運動を考えよう．拘束条件は，

X2
1 +X2

2 = r2 (2.33)

となる．ここで rは半径を表し定数である．作用積分は∫ tfin

tinit

dt

{
1

2
m(Ẋ2

1 + Ẋ2
2 )−

1

2
k(X2

1 +X2
2 ) + Λ(X2

1 +X2
2 − r2)

}
(2.34)

となる．(2.34)の停留値条件を求めると (2.33)と

mẌi − (k + Λ)Xi = 0 (i = 1, 2) (2.35)

を得る．解は ωを任意の定数として次で与えられる．

X1 = r cosωt (2.36)

X2 = r sinωt (2.37)

Λ = −mω2 − k (2.38)

調和振動子の例にみるように，物理系の運動を知るには，注目した物理量とその時間発展方程

式が必要である．運動を記述するのに必要最小限の物理量の数を自由度と呼ぶ．軌道が円周上に

固定された調和振動子の位置を表すのに最初二つの座標 (X1, X2)を用いたが，振動子は常に円周

上 (2.33)にあり，振動子の位置を知るには局所的にはX1かX2のどちらかが分かれば十分である．

これにみるように，状態を表す変数間にホロノミックな拘束条件が存在するときは，ある時刻の

物理量の一つが同時刻の他の物理量から決まるので，自由度が一つ少なくなる．

次に拘束条件が

U ′(X1, Ẋ1, X2, Ẋ2) = 0 (2.39)

で与えられた場合について考える．(2.39)より，任意の時間間隔 [tinit, tfin]で δ
∫ tfin
tinit

dt U ′ = 0が成

立し， ∑
i=1,2

∫ tfin

tinit

dt

(
∂U ′

∂Xi

− d

dt

∂U ′

∂Ẋi

)
δXi +

[
∂U ′

∂Ẋi

δXi

]t=tfin

t=tinit

= 0 (2.40)

を得る．(2.39)は (2.25)の形に書き換え可能であるとき，(2.39)は可積分であるという．もし，(2.39)

が可積分であるのならば，X1とX2の値の関係はそれぞれの同時刻の値にだけに限られるので，

δX1(tinit) = δX1(tfin) = 0を満たす任意のX1(t)に対して，X2の軌道が必ず δX2(tinit) = δX2(tfin) =

0を満たし，(2.40)の左辺第二項はゼロになり，

∑
i=1,2

∫ tfin

tinit

dt

(
∂U ′

∂Xi

− d

dt

∂U ′

∂Ẋi

)
δXi = 0 (2.41)
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を得る．したがって，(2.41)は (2.26)の代わりに用いることができるので，未定乗数法を拘束条

件 (2.39)に対して用いることができる．(2.39)が可積分である例として，

U ′ ≡ dU

dt
=

∂U

∂X1

Ẋ1 +
∂U

∂X2

Ẋ2 (2.42)

の時を考える．(2.42)については未定乗数法を使うことができる．つまり，(2.28)，(2.31)，(2.42)

を得るのに (2.32)の代わりに

I[X1, X2, λ] =

∫ tfin

tinit

dt

(
L+ λ

dU

dt

)
(2.43)

を用いることができる．(2.43)をの右辺第二項を部分積分して，(2.32)と比較すると，dλ/dt = Λ

の関係があることが分かる．λの値は積分定数の分だけ不定性があるが，この不定性は (2.26)と

書けたホロノミックな拘束条件を (2.42)の形で取り込んだことに由来する．一方，(2.39)が可積

分でないときは，非ホロノミックな拘束条件と呼ばれる．これは次節にて議論する．

2.4.2 非ホロノミックな拘束条件

変数X1とX2に関する拘束条件が (2.25)の形で与えることができないとき，この拘束条件を非

ホロノミックな拘束条件と呼ぶ．一輪車の運動は非ホロノミックな拘束条件を課せられる例であ

る．一輪車をX1X2平面上に垂直に立てる．一輪車の位置を (X1, X2)とし，車輪の向きをX1軸

からの角度を θとする．一輪車が滑らないと仮定すると，角度 θと一輪車の速度 (Ẋ1, Ẋ2)には

tan θ =
Ẋ2

Ẋ1

(2.44)

の関係がある．(2.44)は

Ẋ1 sin θ − Ẋ2 cos θ = 0 (2.45)

と書き換えられる．(2.45)がホロノミックな拘束条件であれば，

U(X1, X2, θ) = 0 (2.46)

の形で与えることができ，一つの変数は他の二変数から決まることになる．しかしながら，これ

は不可能である．なぜなら，一輪車のある時刻 tでの θの値はX1とX2の時間微分に依存し，決

して，同時刻のX1とX2の値から定まらないからである．

数学的には背理法を用いて (2.45)が決して (2.46)の形にならないことを示せる．(2.46)を時間

微分すると，

Ẋ1
∂U

∂X1

+ Ẋ2
∂U

∂X2

+ θ̇
∂U

∂θ
= 0 (2.47)
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となる．これを (2.46)と比較すると，∂U/∂X1 = sin θ，∂U/∂X2 = − cos θ，∂U/∂θ = 0を得る．

したがって，

cos θ =
∂

∂θ

∂U

∂X1

=
∂

∂X1

∂U

∂θ
= 0 (2.48)

− sin θ =
∂

∂θ

∂U

∂X2

=
∂

∂X2

∂U

∂θ
= 0 (2.49)

となるが，これは矛盾である [33]．別な非ホロノミックな拘束条件の例では，散逸系のエントロ

ピーに関する拘束条件がある．散逸系ではエントロピーは系に履歴に依存し，決して同時刻の他

の物理量からは定まらない．

一輪車の車輪の角度や散逸系でのエントロピーの例のように，非ホロノミックな拘束条件は系

の状態を知るのに必要な物理量の数を減らさない．つまり，非ホロノミックな拘束条件は物理変

数間に拘束条件を与えるけれど，自由度は減らないことが分かる．

2.4.1節でみたように，未定乗数法を用いてホロノミックな拘束条件は作用積分のなかに取り込む

ことができる．また，(2.40)でみたように拘束条件に物理量の時間微分が含まれるときは時間両端

での変数を固定する条件が必要であった．これは拘束条件がホロノミックであることと同義である．

一方，変数X1とX2の間に非ホロノミックな拘束条件が課せられた場合は δX1(tinit) = δX1(tfin) = 0

を満たす任意のX1(t)に対して，δX2(tinit) = δX2(tfin) = 0が満たされるとは必ずしも言えない．

したがって，非ホロノミックな拘束条件を未定乗数法を用いて作用積分のなかに繰り込むことが

できない [33, 34]．非ホロノミックな拘束条件が与えられた時の変分原理については，散逸系の変

分原理の話に関連するので 4.1節で議論する．

2.4.3 制御変数による拘束

簡単のため，再び一次元の拘束条件のない場合の変分原理について議論する．変分原理による

と，実現される軌道は作用積分

I[q] ≡
∫ tfin

tinit

dt L(q, q̇) (2.50)

を極小にする．今，新たな変数 uを導入し，

dq

dt
= F (q, u) (2.51)

の関係があるとする．変数 qの軌道は変数 uによって決まるので，uを入力と呼ぶことにする．境

界条件

δq(tinit) = δq(tfin) = 0 (2.52)

を満たす任意の軌道に対して，(2.51)を満たす uが常に存在するとする．ラグランジアン Lが q

と q̇の関数で与えられたとすると，(2.51)を用いて，L(q, q̇) = L(q, F (q, u))となる．そこで，ラ
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グランジアンを qと uの関数としてL(q, u)と書く．拘束条件 (2.51)と境界条件 (2.52)との下で作

用積分

I[q, u] ≡
∫ tfin

tinit

dt L(q, u) (2.53)

の停留値条件を考える．これは，拘束条件 (2.51)が dq/dt = uとすれば，境界条件 (2.52)の下で

作用積分 (2.50)の停留値条件を求めるのと同等である．また，(2.51)は qと uの関係が dq/dt = u

に限らないことから，その拡張としてみなせる．

作用積分 (2.53)の変分を計算すると∫ tfin

tinit

dt

(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂u
δu

)
= 0 (2.54)

となる．pを任意の変数としたときに，(2.51)から∫ tfin

tinit

dt δ {p(q̇ − F )} =

∫ tfin

tinit

dt

{
p

(
−∂F
∂q

δq + δq̇ − ∂F

∂u
δu

)
+ (q̇ − F )δp

}
=

∫ tfin

tinit

dt

{
−
(
p
∂F

∂q
+
dp

dt

)
δq −

(
p
∂F

∂u

)
δu

}
= 0 (2.55)

をえる．一行目右辺の第二項は (2.51)よりゼロとなる．二行目では境界条件 (2.52)を用いて部分

積分を行った．ここで pを
∂L

∂u
− p

∂F

∂u
= 0 (2.56)

満たすものとする．(2.55)と (2.56)より，(2.54)は

∂L

∂q
−
(
p
∂F

∂q
+
dp

dt

)
= 0 (2.57)

と書ける．したがって，軌道は (2.51)，(2.56)，(2.57)より求まる．これは

Ĩ[q, u, p] ≡ I[q, u] +

∫ tfin

tinit

dt p(q̇ − F ) (2.58)

の停留値条件を求めたときと同様の解になる．

2.2節で議論した調和振動子をこの形式で議論する．位置の時間微分 Ẋと振動子の速度 vには，

Ẋ − v = 0 (2.59)

の関係があり，速度場 vは調和振動子の位置Xを定める入力としてみなせる．(2.59)の下で，

I[X, v] ≡
∫ tfin

tinit

dt

(
1

2
mv2 − 1

2
kX2

)
(2.60)
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の停留値条件を求める．未定乗数法を用いると，解くべき作用積分は

I[X, v, p] ≡
∫ tfin

tinit

dt

{
1

2
mv2 − 1

2
kq2 + p(Ẋ − v)

}
(2.61)

となる．この停留値条件を求めると (2.59)と

mv − p = 0 (2.62)

ṗ = −kX (2.63)

を得る．この連立方程式を解くと，振動子の運動方程式 (1.6)を得る．つまり，一次元の調和振動

子の運動を求める変分原理は，入力 vによって支配された変数Xがある時に，境界条件 (2.52)の

下で作用積分 (2.60)を最小にする入力 vを求める最適制御の問題に読みかえることができる．

2.4.2節で議論したように，非ホロノミックな拘束条件では自由度は減らないが，ホロノミック

な拘束条件と同様に運動に制限を与えている．例えば，非ホロノミックな拘束条件 (2.45)より，時

刻 tでの θの値を Ẋ1と Ẋ2の値から定まる．したがって，Ẋ1と Ẋ2の値を与える制御変数 (u, v)

とすれば，X1とX2の値はもちろんのこと，θの値も定まる．このように非ホロノミックな拘束

条件は系の時間発展を定める制御変数の数を減らす．つまり，系の自由度はホロノミックな拘束

条件の数だけ減り，系の時間発展を記述するのに必要な制御変数の数はそれから非ホロノミック

な拘束条件の数を引いたものになる．流体においても，変数間の拘束条件がホロノミックや非ホ

ロノミックに与えられたりする．これによって，系の自由度と系の運動を決める変数が何である

かが分かる．このことについては必要に応じて議論していく．
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第3章 完全流体の変分原理

完全流体の運動方程式を変分原理を用いて導出する方法について議論する．

3.1 拘束条件

流体の運動を記述するには，速度場の従う時間発展方程式を知ることが肝要である．速度場が

求まれば，質量保存則により質量密度の時間発展が分かる．また，流体では小領域で熱力学的に平

衡状態にある局所平衡が成立し，比エントロピーの時間発展は完全流体であれば断熱条件によっ

て求まる．

ラグランジュ描像では，(1.5)より速度場の時間発展が定まると初期時刻に位置 aにあった流体

粒子の位置Xが定まる．また，質量保存則は次で与えられる．

ρJ − ρinit = 0 (3.1)

ここで ρinitは質量密度 ρの初期値であり，Jは膨張率を表すヤコビアン (1.1)である．(3.1)より質

量密度 ρ(t,a)はその間の流体粒子の位置X のみで定まる．完全流体では，更に断熱条件が成立

する．

s− sinit = 0 (3.2)

ここで sinitは比エントロピー sの初期値である．(3.2)より s(t,a)は定数であることが分かる．(3.1)

と (3.2)より，初期時刻の質量密度 ρinitと比エントロピー sinitが与えられたときに流体粒子の位置

Xが求まれば，質量密度 ρと比エントロピー sが定まる．

2.4.1節では拘束条件の中で変数間の関係が履歴依存しないものをホロノミックな拘束条件と呼

んだ．これは拘束条件が変数の時間微分を含まない積分形の関数 (2.25)で与えられることを意味

する．したがって，(3.1)と (3.2)も同様にホロノミックな拘束条件である．

次に，内部エネルギーは質量密度と比エントロピーの関数となることを示す．ϵを単位質量あた

りの内部エネルギーとする．単位体積あたりの内部エネルギーは ρϵJ で与えられ，これはエント

ロピー ρsJ と体積要素 J の関数となる．したがって，熱力学第一法則は

δ(ρϵJ) = Tδ(ρsJ)− PδJ (3.3)

となる．ここで T は温度でありP は圧力である．流体中では質量保存則 (3.1)より δ(ρJ) = Jδρ+
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ρδJ = 0となる．したがって，δJ = −ρ−1Jδρ = ρJδρ−1が成り立ち，(3.3)は

δϵ = −Pδρ−1 + Tδs

= Pρ2δρ+ Tδs (3.4)

となる [1]．(3.4)より次を得る．

P ≡ −
(

∂ϵ

∂ρ−1

)
s

= ρ2
(
∂ϵ

∂ρ

)
s

(3.5)

T ≡
(
∂ϵ

∂s

)
ρ

(3.6)

ここで下添え字 sと ρはそれぞれの偏微分で固定される変数を示す．エンタルピー hを

h ≡ ϵ+
P

ρ
(3.7)

で定義する．(3.4)と (3.7)より

δh =
δP

ρ
+ Tδs (3.8)

を得る．

3.2 ラグランジュ座標での変分原理

完全流体では質量保存則 (3.1)と断熱条件 (3.2)が成立し，速度場 vと流体粒子の位置X には

(1.5)の関係がある．また，完全流体ではエネルギー保存則が成立する．∫
V

d3x

{
ρ

(
1

2
v2 + ϵ(ρ, s)

)}
=一定値 (3.9)

本節では拘束条件 (1.5)，(3.1)，(3.2)の下で，(3.9)を満たす完全流体の速度場 vを変分原理を用

いて求める．ラグランジアン密度を運動エネルギー密度 ρv2/2と内部エネルギー密度 ρϵ(ρ, s)の

差，つまり (1.4)で与える．ラグランジアンをこのようにして与えれば良い理由については，この

節の最後で議論する．作用積分 Iは

I[ρ, s,v] ≡
∫ tfin

tinit

dt

∫
V

d3x L(ρ, s,v) (3.10)

となる．ここで tinitと tfinはそれぞれ初期時刻と終端時刻であり，V は完全流体が占める空間であ

る．流跡線の時間両端は固定されているとする．

δXi(tinit,a) = δXi(tfin,a) = 0 (i = 1, 2, 3) (3.11)
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速度場vは (1.5)より流体粒子の位置Xを定める入力とみなせる．これ以降，ローマ字の添字は特

記以外は 1，2，3を意味し，繰り返される添字は足し合わせるとする．質量保存則 (3.1)と断熱条

件 (3.2)は 3.1節で述べたようにホロノミックな拘束条件となる．したがって，これらの拘束条件

(1.5)，(3.1)，(3.2)は未定乗数法を使って，次のように作用積分のなかに繰り込むことができる．∫ tfin

tinit

dτ

∫
V

d3a {JL(ρ, s,v) +γ · (∂τX − v) +K(ρJ − ρinit)+ΛρJ(s− sinit)} (3.12)

ここでKとΛは未定乗数である．(3.12)の停留値条件をK，Λ，ρ，s，Xiについて解くと，(3.1)

の (3.2)と次を得る．

K = −1

2
v2 + h (3.13)

Λ = T (3.14)

γ = ρJv (3.15)

∂

∂τ
γi = − ∂

∂aj

{
ρ

(
1

2
v2 − ϵ+K

)
j̃ij

}
(3.16)

ここで j̃ijは J の (i, j)-余因子である．

j̃ij ≡
∂J

∂(∂Xi/∂aj)
(3.17)

また，j̃ijについて次が成立する．
∂

∂aj
j̃ij = 0 (3.18)

(3.13)と (3.14)より未定乗数KとΛは物理量に関係している．(3.16)の変分を計算する際に部分

積分を行うが，このときに表面積分は (3.11)よりゼロになる．(3.13)–(3.16)と (3.18)より，ラグ

ランジアン座標におけるオイラー方程式を得る．

ρJ
∂2Xi

∂τ 2
= − ∂P

∂aj
j̃ij (3.19)

これは次節で議論するオイラー座標でのオイラー方程式 (3.30)と同じものである．(3.19)にJ−1(t,x)

を掛けて，∂2Xi/∂τ
2と J−1(∂J/∂(∂Xi/∂aj))をそれぞれ (∂t + v · ∇)viと ∂aj/∂xiで置き換えると

これは示せる [1]．(3.11)は流跡線の時間両端を固定する条件を表す．(3.19)は τ に関して二次の

微分方程式である．その解は 2つの積分定数を持ち，その値は端点固定の条件から決まる．

以上の議論により，ラグランジアンを (1.4)で与え，拘束条件 (1.5)，(3.1)，(3.2)の下での変分

問題を解くことによって，オイラー方程式 (3.19)を得た．この導出したオイラー方程式 (3.19)と

拘束条件 (1.5)，(3.1)，(3.2)を用いて，再び，エネルギー保存則 (3.9)を得ることができる．した

がって，ラグランジアンを (1.4)で与えることは，エネルギー保存則 (3.9)と矛盾しないことが分

かる．
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3.3 オイラー座標での変分原理の問題点

オイラー座標では質量密度 ρ，比エントロピー s，速度場 vを場所x = (x1, x2, x3)と時刻 tの関

数となる．また，境界面 ∂V での流体の流出入はないとする．

nivi(t,x) = 0, x ∈ ∂V (3.20)

ここでnは ∂V の外向きの法線ベクトルである．質量保存則と断熱条件は (3.1)と (3.2)に代わり

それぞれ

∂tρ+∇ · (ρv) = 0 (3.21)

と

Dts = 0 (3.22)

となる．ここでDt ≡ ∂t + v · ∇ はラグランジュ微分である．初期時刻 tinitと終端時刻 tfinで質量

密度とエントロピーを固定する．

δρ(t,xinit) = δρ(t,xfin) = 0 (3.23)

δs(t,xinit) = δs(t,xfin) = 0 (3.24)

これらの条件 (3.20)–(3.24)の下での作用 (3.10)の停留値条件を未定乗数法を用いて求める．κと

λを未定乗数とすると作用は次で与えられる．

IE[ρ, s,v, κ, λ]≡
∫ tfin

tinit

dt

∫
V

d3x

{
L(ρ, s,v)−κ

(
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv)

)
−λρ

(
∂s

∂t
+v · ∇s

)}
(3.25)

κ，λ，v，ρ，sについて (3.25)の停留値条件を求めると，(3.21)と (3.22)と次を得る．

v = −∇κ+ λ∇s (3.26)

Dtκ = −1

2
v2 + h (3.27)

Dtλ = T (3.28)

(3.26)の両辺に ∂t +∇(v· )− v ×∇× を作用させ，(3.21)と (3.22)を用いると

∂tv + v(∇ · v)−∇× (v × v) = −∇Dtκ+ (Dtλ)∇s (3.29)

を得る．ここでDtと∇(v· )− v ×∇× はそれぞれスカラー量と共変ベクトル (微分一形式)に関

するリー微分である [41]．リー微分の詳細は付録 Bで説明する．(3.27)と (3.28)を (3.29)に代入

すると，オイラー方程式が得られる．

∂

∂t
v +

1

2
∇v2 − v × (∇× v) = −∇P

ρ
(3.30)

(3.26)の回転より，渦度は

ω ≡ ∇× v = ∇λ×∇s (3.31)

となる．しかしながら，一様エントロピー流では∇s = 0なので，ω = 0となり，つまり渦度は必

ずゼロとなる．一様エントロピーでも渦度があることが考えられるので，この方法では何か欠点

がある．これが第 1章で述べたオイラー座標での変分法の問題点である．

21



3.4 クレプシュポテンシャル

ここで，オイラー座標の変分原理で渦度のある速度場を導出する方法についての先行研究の説

明をする．等エントロピーでも渦度を導く変分原理として，作用積分 (3.25)に補助スカラー場 β

とAに関する項をつけ加えることが提案された [2] ．

IE[ρ, s,v, κ, λ]−
∫ tfin

tinit

dtdx3 βDtA (3.32)

vに関する停留値条件を求めると

v = −∇κ+ λ∇s+ β

ρ
∇A (3.33)

が得られる．等エントロピー下では，速度場は

v = −∇κ+
β

ρ
∇A (3.34)

となる．渦度は

ω = ∇β

ρ
×∇A (3.35)

となる．補助場 βとAはクレプシュポテンシャルと呼ばれる [11, 12]．これは，Clebsch(1859)[11]

が渦度が (3.35)で与えられた時に，完全流体の速度場が (3.34)になることを示したことから，そ

う呼ばれている．速度場 vが (3.34)で与えられたときは v × ω = 0となる．しかしながら，一般

には，v × ω ̸= 0なので (3.34)は任意の速度場を表さない．

Lin(1963)[3]はクレプシュポテンシャルが流体粒子の初期位置に関係ある変数と考え，その数を

増やし，次の速度場の方程式を導いた．

v = −∇κ+ λ∇s+
3∑

i=1

βi
ρ
∇Ai (3.36)

Selinger & Whitham(1968)[4]は，Lin(1963)[3]の定式化には数学的には不十分なところがあるこ

とを指摘し，(3.36)を冗長であると考えた [4]．Schutz(1970,1971)[5]はクレプシュポテンシャルを

用いた定式化を相対論に拡張したが，クレプシュポテンシャルが必要であることに不満を持って

いた．このような議論があるにもかかわらず，これらのオイラー座標の変分原理 [2, 3, 5]は，電

磁場，プラズマ，弾性体，相対論的な流体描像を用いた中性子星の解析 [4, 31, 32]などに使われ

てきた．また，クレプシュポテンシャルはラグランジアン座標と関係あることが示唆されてきた

[1, 3, 4, 7, 8, 28, 30]．しかしながらその理由は十分に説明されてこなかった．
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3.5 流跡線の時間両端を固定する条件

本節はFukagawa & Fujitani(2010)[9]で発表した内容である．ある流体粒子の経路に注目すると

流跡線を得ることができる．3.3節での変分法では，初期時刻である流体粒子に注目したときに，

その流体粒子が終端時刻でどこの場所に移るかを指定できなかった．なお，この条件はラグラン

ジュ座標での変分原理では (3.11)によって課せられている．同じようにオイラー座標での変分原

理にも課せられるべきである．時間を含めた 4次元空間上に三つの補助場Ai(t,x) (i = 1, 2, 3)を

与え，Aiが一定となる超平面の交線が流跡線に一致するようにする．

DtAi = ∂tAi + v · ∇Ai = 0 (3.37)

スカラー場であるA1, A2, A3はオイラー座標からラグランジュ座標を与えているとみなせる．境

界条件を

δAi(tinit,x) = δAi(tfin,x) = 0 (i = 1, 2, 3) (3.38)

とすると，これは流跡線の初期位置と終端位置を固定する条件を表す．よって，未定乗数として

β1, β2, β3を導入して，作用積分

IE[ρ, s,v, κ, λ]−
∫ tfin

tinit

dt

∫
V

dx3 βi(∂tAi + v · ∇Ai) (3.39)

の停留値条件を境界条件 (3.38)の下で求めれば，時間両端で流跡線が固定された条件下で (3.25)

を極小にする速度場を得たことになる．Aiの変分を計算すると

∂

∂t
βi +∇(vβi) = ρ

∂

∂t

(
βi
ρ

)
+ ρv · ∇

(
βi
ρ

)
= 0 (3.40)

を得る．ここで (3.21)を用いた．境界条件として (3.23)と (3.24)を用いて，同様に vの変分を計

算すると

v = −∇κ+ λ∇s+ βi
ρ
∇Ai (3.41)

を得る．κ，λ，ρ，sの停留値条件より (3.21)，(3.22)，(3.27)，(3.28)を得る．3.3節と同様にして，(3.41)

の両辺に ∂t +∇(v· )− v ×∇× を作用させ，(3.21)と (3.22)を用いるとオイラー方程式 (3.30)を

得る．(3.41)の回転より，渦度は

ω = ∇λ×∇s+∇
(
βi
ρ

)
×∇Ai (3.42)

となり，一様エントロピー (∇s = 0)の条件下でも∇(βi/ρ) × ∇Aiの項があるために渦度はゼロ

とは限らない．終端時間での流跡線を固定しなかった場合，つまり (3.38)を課さなかった場合は

βi(tfin,x) = 0となり，これと (3.40)から βi(t,x) = 0を得る．その結果，一様エントロピー下

(∇s = 0)での渦度 (3.42)は (3.31)と同様にゼロになる．
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3.6 積分型拘束条件

本節は 3.5節の内容 [9]を踏まえて，Fukagawa & Fujitani(2012)[10]で発表した内容である．拘

束条件 (3.21)と (3.22)を別な表記で与えることもできる．補助場A1, A2, A3が与えられたときに

(1.3)を用いれば，(3.21)と (3.22)はそれぞれホロノミックな拘束条件として

ρ− ρinit(A(t,x))J−1 = 0 (3.43)

と

s− sinit(A(t,x)) = 0 (3.44)

書ける．ここで J−1は

J−1(t,x) ≡ ∂(A1, A2, A3)

∂(x1, x2, x3)
(3.45)

である．j̃−1
ij を J−1の (i, j)-余因子とすると，(3.17)と (3.18)と同様に

j̃−1
ij ≡ ∂J−1

∂(∂Ai/∂xj)
(3.46)

と
∂

∂xj
j̃−1
ij = 0 (3.47)

が成立する．なお，(3.43)と (3.44)はそれぞれ (3.37)と (3.47)に注意して時間微分すると (3.21)

と (3.22)となる．したがって，(3.39)は∫ tfin

tinit

dt

∫
V

d3x
{
L(ρ, s,v)+βi(∂tAi+v ·∇Ai)+K(ρ− ρinitJ

−1)+Λ(s− sinit)
}

(3.48)

と書きなおすこともできる．(3.48)の変数は ρ，s，v，A，β，K，Λであり，β，K，Λは未定乗数であ

る．(3.48)の停留値条件を求めると，(3.13)，(3.14)，(3.37)，(3.43)，(3.44)と次の

v +
βi
ρ
∇Ai = 0 (3.49)

と
∂

∂t
βi +∇(vβi) = −KJ−1∂ρinit

∂Ai

+
∂

∂xj

{
Kρinit

∂J−1

∂(∂Ai/∂xj)

}
− Λ

∂sinit
∂Ai

(3.50)

を得る．未定乗数法では ρと sは独立変数として扱うが，ρinitと sinitはAの関数として扱われて

いることに注意する．(3.50)の左辺の第一項と第二項は (3.47)より

−KJ−1∂ρinit
∂Ai

+
∂J−1

∂(∂Ai/∂xj)

∂

∂xj
(Kρinit) = ρ

∂K

∂xj

∂xj
∂Ai

(3.51)
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となる．これと (3.44)より (3.50)の左辺は(
ρ
∂K

∂xj
− ρT

∂s

∂xj

)
∂xj
∂Ai

(3.52)

と書け，更に (3.13)と (3.14)より (3.50)は次のように書き換えられる．

∂

∂t
βi +∇(vβi) =

(
−ρ1

2

∂v2

∂xj
+
∂P

∂xj

)
∂xj
∂Ai

(3.53)

(3.49)に ∂t +∇(v· )− v ×∇× を作用させると

∂tv + v(∇ · v)−∇× (v × v) = −Dt

(
βi
ρ

)
∇Ai −

(
βi
ρ

)
∇DtAi (3.54)

を得る．(3.54)の右辺の第二項は (3.37)より消える．(3.53)を (3.54)の第一項に代入するとオイ

ラー方程式 (3.30)を得る．

オイラー座標での変分原理ではクレプシュポテンシャルと呼ばれる補助場が用いられてきたが，

補助場がいくつ必要であるかとか，なぜ補助場が変分原理で必要であるかとかについては，過去

から現在に至るまで様々な議論がなされてきた [1, 3, 4, 7, 8, 28, 30]．

3.5節と 3.6節とで示したことは，オイラー座標での変分原理ではクレプシュポテンシャルが流

跡線を時間両端で固定する条件を与えることである [9]．そもそも，変分原理は軌道の時間両端が

固定された時に，その間の時間発展を求める方法である．これを考慮すると，変分原理を流体に

適用するためには初期時刻に位置Aにあった流体粒子が終端時刻にどこにあるかを指定する必要

がある．オイラー座標では，Aを (t,x)の関数として，現在を基準として初期時刻にあった流体

粒子の場所を指定している．一方，ラグランジュ座標では，初期時刻での位置 aを基準として流

体粒子の位置の変化Xを (τ,a)の関数としてみている．どちらの座標系でも変分原理では流跡線

の時間両端を固定することが重要である．

質量保存則に (3.1)のかわりに (3.21)を用いると，時間両端での質量密度を固定する必要がある．

質量密度 ρと初期時刻の位置Aには (3.1)の関係があり，質量密度 ρはA1，A2，A3の関数となる．

また，(3.45)はゼロにならないとしたので，逆にA3の値を ρ，A1，A2から求めることができる．

したがって，流跡線の端点を固定するには，ρ，A1，A2の初期時刻と終端時刻での値を固定すれ

ば十分である事が分かる．時間両端でA1，A2，A3を固定して，更に質量密度 ρを固定すると過

剰な拘束条件を課すことになり，時間終端での質量密度を (3.1)を満たすように定めないと解は存

在しなくなる．したがって，質量保存則に (3.21)を用いるときは，補助場Aの数を三つから二つ

に減らさなければならない [9]．
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3.7 積分定数

3.3節での変分法は流跡線の時間両端が固定されていないものであった．クレプシュポテンシャ

ルの時間両端に (3.38)を課すことにより流跡線の初期位置と終端位置を固定することができる．一

般に，拘束条件が少なければ少ないほど作用積分の極小値はより小さくなる．したがって，自由

端の方が固定端の時よりも作用積分の極小値は小さい．つまり，渦度のない速度場 (3.26)は流跡

線が自由端であるときの作用 (3.10)の極小値を与える解と理解できる．

ラグランジュ描像では流体粒子の位置X(τ,a)の変化によって流体の運動を記述する．このときに

重要なのは，初期位置X(tinit,a)からの時間変化である．通常，ラグランジュ描像ではX(tinit,a) =

aとするが，X(tinit,a)は本来積分定数の分だけ不定性がある．同様に，オイラー描像におけるク

レプシュポテンシャルA(t,x)の値は流跡線の初期位置を定めるために使われており，A(t,x)に

は積分定数の分だけの不定性がある．クレプシュポテンシャルをラグランジュ座標だとみなせば，

A(tinit,x) = xが成立する．これらの積分定数の不定性は，作用積分とそれによって導出される流

体の運動が位置に陽に依存しないことを意味する．

また，(3.39)と (3.48)とは実質的に同じ解を与える．(3.39)は質量保存則と断熱条件の拘束条件

に微分形である (3.21)と (3.22)を用いており，(3.48)は積分形である (3.1)と (3.2)を用いている．

(3.39)と (3.48)の両者の未定定数には，(3.27)と (3.13)を見比べるとDtK = κが得られ，(3.28)

と (3.14)を見比べるとDtΛ = λが得られる．これより未定乗数の κと λが積分定数の分だけの不

定性があることが分かる．これは (2.42)のところで議論したように，κと λの不定性はホロノミッ

クな拘束条件を微分型で与えたために生じたものである．

ここでは完全流体は容器に閉じ込められたものとしたが，この条件を外して代わりに質量密度

が十分遠方でゼロとなると仮定してもよい．また，ここで議論したことは相対論的な拡張が容易

に可能である [9]．これについては付録Dで述べる．
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第4章 散逸系の変分原理

完全流体の変分原理ではエントロピーは保存量であったので，比エントロピー sに関する式は

(3.2)と (3.44)となり，ホロノミックな拘束条件として与えることができた．しかしながら，散逸

のある系ではエントロピー保存量ではなく履歴に依存する．したがって，散逸のある系ではエン

トロピーに関する条件は非ホロノミックな拘束条件となる．

散逸系の変分原理の簡単な例として減衰振動子について説明し，その次に粘性流体の変分原理

について議論する．本章は Fukagawa & Fujitani(2012)[10]で発表した内容に基づく．

4.1 減衰調和振動子

2.1節と同様に質量mの振動子がばね定数 kのバネに繋がれているとする．時刻 tでの振動子の

位置をX(t)とし，速度を dX(t)/dtとする．散逸のない調和振動子では一度振動したら永久に運

動を続けるが，現実的には摩擦抵抗 fが振動子に働き，振動子のエネルギーは散逸し熱になり，減

衰振動になる．調和振動子が熱浴中にあれば，振動子が散逸したエネルギーは熱浴のエネルギー

Ebathに加わる．したがって，これと振動子の運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの総和は

定数となる．

Etotal ≡
1

2
m

(
dX

dt

)2

+
1

2
kX2 + Ebath =一定値 (4.1)

ラグランジアンを (2.5)を満たすように定める．

L ≡ 1

2
m

(
dX

dt

)2

−
(
1

2
kX2 + Ebath

)
(4.2)

次に作用積分を (4.2)の時間積分で与える．∫ tfin

tinit

dt

{
1

2
m

(
dX

dt

)2

−
(
1

2
kX2 + Ebath

)}
(4.3)

(4.3)の変分を計算すると ∫ tfin

tinit

dt

{(
−md2X

dt2
− kX

)
δX − δEbath

}
= 0 (4.4)
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となる．初期時刻 tinitから終端時刻 tfinの間に振動子が熱浴に散逸したエネルギー∆Ebathは

∆Ebath ≡
∫ tfin

tinit

dt

(
−f dX

dt

)
(4.5)

となり，Xの履歴に依存している．したがって，δXと δEbathは独立ではない．また，EbathはX

の履歴に依存していることからEbathとXの関係はホロノミックな拘束条件で与えることができ

ない．(4.5)より，
dEbath

dt
+ f

dX

dt
= 0 (4.6)

を得る．実現される軌道が (4.6)を満たすことから，次の非ホロノミックな拘束条件を得る．

δEbath + fδX = 0 (4.7)

(4.7)を (4.4)代入すると運動方程式が得られる．

m
d2X

dt2
= −kX + f (4.8)

(2.4)，(4.1)，(4.2)，(4.8)より

dEtotal

dt
=

(
∂L

∂X
− d

dt

∂L

∂Ẋ

)
dX

dt
− dEbath

dt

= −f dX
dt

− dEbath

dt
= 0 (4.9)

を得る．したがって，(4.8)はエネルギー保存則 (4.1)が満たされるときに，確かに (4.6)を満たす．

つまり，非ホロノミックな拘束条件 (4.7)の下で作用積分 (4.3)を極小にする軌道は (4.6)を満たす

ことが分かる．散逸は常に正であるので，(4.6)の左辺第二項は負でなくてはならない．摩擦力 f

が dX/dtに比例するときは，ζを摩擦係数として

f = −ζ dX
dt

(4.10)

となる．これは粘弾性流体におけるバネとダッシュポットを並列に並べたケルビンフォークトモ

デルとみなすことができる．一方，バネとダッシュポットを直列に並べたモデルはマクスウェル

モデルと呼ばれ，これについては 4.4節で議論する．

熱浴のエントロピーをSとすると，熱浴のエネルギーEbathはエントロピーSの関数であり，次

が成立する．

dEbath

dt
= T

dS

dt
(4.11)

δEbath = TδS (4.12)

28



ここで T は T ≡ dEbath/dSで定義される熱浴の温度である．

一般に，散逸は物理量の経路に依存するが，変数の決め方，つまり一般座標 qのとり方には依

存しない．したがって (4.5)の右辺は線積分となり，一般座標 qを用いた場合は∫ tfin

tinit

dt

(
−f ′dq

dt

)
(4.13)

と書ける．なお，q = q(X)となるとき，

dq

dt
=

dq

dX

dX

dt
(4.14)

の関係があるので，(4.5)の右辺と (4.13)を見比べれば，f = f ′dq/dXとなることが分かる．ここ

で改めて f ′を f と定めて (4.11)を用いれば (4.6)は

T
dS

dt
+ f

dq

dt
= 0 (4.15)

となり，(4.12)を用いれば，(4.7)は

TδS + fδq = 0 (4.16)

となる．

本節で示した方法は，次のように一般化することができる．非ホロノミックな拘束条件

f1δq1 + f2δq2 = 0 (4.17)

が与えられたとき，2.4.1節と同様の手続きより，Λを変数，i = 1, 2として(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
= −Λfi (4.18)

を得る．この式の両辺に q̇iを掛けてその和を足し，恒等式 (2.4)及びラグランジアンが (2.5)を満

たすように定められたことを考慮する．

d

dt
Etotal = −Λfiq̇i (4.19)

を得る．ここで全エネルギーは保存するので dEtotal/dt = 0となり，(4.19)の左辺はゼロになり，

得られる軌道は確かに

f1q̇1 + f2q̇2 = 0 (4.20)

を満たす．したがって，変分原理から導出した軌道が (4.20)を満たすためには拘束条件 (4.17)を

課せばよいことが分かる [34]．
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4.2 粘性流体

粘性流体の運動を変分原理によって求める．運動している流体は系全体としては熱力学的な平

衡状態にないが局所平衡状態にあり，比エントロピー sに対して次の時間発展方程式を満たす．

ρTDts−Θ+∇ · J q = 0 (4.21)

ここでΘは単位体積あたりの発熱量を表す散逸関数であり，J qは単位面あたりに流れ込む熱流で

ある．単純のため，外部への熱流はないとする．(3.20)の代わりに境界面 ∂V では流れがないと

する．

v(t,x) = 0, x ∈ ∂V (4.22)

したがって，境界面では摩擦による散逸はない．単位体積あたりに発生する熱量は

Θ ≡ σij
∂vj
∂xi

(4.23)

となる．ここで σijは粘性応力テンソルである．(4.21)の空間積分を計算すると，部分積分により

第二項は ∫
V

d3x Θ =

∫
V

d3x

(
−∂σij
∂xi

vj

)
+

∫
∂V

dx̂i (σijvj) (4.24)

となる．ここで
∫
∂V
dx̂iは表面積分を表す．(4.22)より (4.24)の左辺第二項が消える．系全体を断

熱壁で覆った場合では境界での熱流はゼロになるのでガウスの発散定理により (4.21)の第三項は

消え， ∫
V

d3x {ρT (∂ts+ v · ∇s) + f · v} = 0 (4.25)

を得る．ここで f ≡ ∇ · σT は散逸力であり，T は転置を表す．ラグランジュ座標では∫
V

d3a

{
J

(
ρT

∂s

∂τ
+ f · ∂X

∂τ

)}
= 0 (4.26)

と書ける．(4.16)と同様にして，非ホロノミックな拘束条件を得る．∫
V

d3a {J (ρTδs+ f · δX)} = 0 (4.27)

粘性流体ではこの拘束を断熱条件 (3.2)に変えて使う．完全流体の作用積分 (3.12)から断熱条件の

項を抜くと，粘性流体の作用積分を得る．∫ tfin

tinit

dτ

∫
V

d3a {JL(ρ, s,v) + γ · (∂τX − v) +K(ρJ − ρinit)} (4.28)

(4.28)の変数は γ，K，ρ，s，v，Xとなる．(4.3)から (4.8)を導出したように，非ホロノミック

な拘束条件 (4.27)の下での作用 (4.28)の停留値条件を求めると (1.5)，(3.1)，(3.13)， (3.15)と

∂γi
∂τ

= − ∂

∂aj

{
ρ

(
1

2
v2 − ϵ+K

)}
∂J

∂(∂Xi/∂aj)
+ Jfi (4.29)
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を得る．(3.13)と (3.15)を (4.29)に代入すると，速度場は次の方程式を満たすことが分かる．

ρ
∂vi
∂τ

= − ∂P

∂Xi

+ fi (4.30)

次にオイラー座標の場合について説明する．(3.37)より

vj = −∂xj
∂Ai

∂Ai

∂t
(4.31)

を得る．これはx(A(t,x), t) = xの時間微分からも導出可能である．(4.31)を (4.25)に代入し，時

間微分 ∂/∂tを変分 δにすることで非ホロノミックな拘束条件を得る．∫
V

d3x ρTδs− ∂xj
∂Ai

(
ρT

∂s

∂xj
+ fj

)
· δAi = 0 (4.32)

粘性流体の作用積分を完全流体の作用積分 (3.48)から断熱条件の項を除いたもので与える．∫ tfin

tinit

dt

∫
V

d3x
{
L(ρ, s,v) + βi(∂tAi + v · ∇Ai) +K(ρ− ρinitJ

−1)
}

(4.33)

(4.33)の変数は ρ，v，A，s，β，K であり，この作用積分の停留値条件を非ホロノミックな拘束条件

(4.32)の下で解くと，(3.1)，(3.13)，(3.38)，(3.49)と

∂

∂t
βi +∇(vβi) =

(
ρ
∂K

∂xj
− ρT

∂s

∂xj
− fj

)
∂xj
∂Ai

=

(
−1

2
ρ
∂v2

∂xj
+
∂P

∂xj
− fj

)
∂xj
∂Ai

(4.34)

を得る．(3.38)，(3.49)，(4.34)から

ρ

{
∂

∂t
v +

1

2
∇v2 − v × (∇× v)

}
= −∇P + f (4.35)

を得る．議論を簡便にするため境界面で流体が外部にする仕事はないものとしたが，仕事がある

としても上記の結論は変わらない．流体が外部にする仕事W は

W ≡
∫
∂V

dx̂i (Tijvj) =

∫
V

d3x ∂i(Tijvj) (4.36)

となる．ここで Tij ≡ pδij − σijはストレステンソルを表す．(4.36)より，

δW =

∫
V

d3x ∂i

(
Tij

∂xj
∂Ak

δAk

)
(4.37)

を得る．外部にする仕事も考慮して変分問題を解くと (4.24)の表面積分の項と打ち消しあう．し

たがって，変分原理によって導出される (4.35)は変更を受けない．
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本節ではラグランジアン (1.4)と拘束条件である (3.1)と (4.21)から，変分原理を用いて (4.30)

または (4.35)を得た．散逸のある流体の比エントロピー sに関する拘束条件 (4.21)は，非ホロノ

ミックな拘束条件となっている．したがって，自由度は比エントロピー sと流体粒子の位置Xを

合わせた 4となる．また，散逸と非散逸ともに流体の運動は速度場 vによって決まるので，制御

変数の数は 3である．

変分原理によって導出した (4.30)または (4.35)では f = ∇ · σT の具体的な形を与えていない．

したがって，(4.30)または (4.35)は運動量のつりあいを表し，これらを運動量のつりあいの式と

呼ぶことにする．流体では散逸が粘性によって起こるという散逸の基本的な性質が同じであって

も，粘性応力テンソル σは流体を構成する物質により異なる．変分原理は散逸の仕組みが与えら

れたときに，その運動を導出するための一般的な枠組みを与えるものであり，流体の運動を記述

する運動方程式を得るためには，散逸関数に含まれる粘性応力テンソル σをモデルや物質によっ

て具体的に定める必要がある．

4.3 線形現象論

線形現象論を用いると以下のように粘性応力テンソル σがより具体的に定まる [43]．流体が運

動しているとき散逸関数Θは ∂vj/∂xiの関数である．また，エントロピー増大法則により系全体

で散逸関数Θの値は常に正である．したがって，散逸関数Θは低次では ∂vj/∂xiの二次の関数に

なり，粘性応力テンソル σijは変形速度テンソル ∂vj/∂xiの一次の関数となる．流体が等方的であ

るとき，粘性応力テンソル σijは

σij ≡ ζδij∇ · v + η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

− 2

3
δij∇ · v

)
(4.38)

となる．ここで ζと ηはそれぞれ体積粘性率とずり粘性率であり，δijはクロネッカーのデルタで

ある．(4.38)のように ∂vj/∂xiと粘性応力テンソル σijの関係を与える方程式を構成方程式という．

構成方程式が (4.38)で与えられた流体をニュートン流体と呼び，このとき，摩擦力 f ≡ ∇ ·σT は

f =
(η
3
+ ζ

)
∇(∇ · v) + η△v (4.39)

となる [18, 19]．また，粘性応力テンソル σijが対称テンソルであるとき，散逸関数 (4.23)は

Θ ≡ σijeij (4.40)

と書ける．ここで eijは変形速度テンソルである．

eij ≡ (∂jvi + ∂ivj)/2 (4.41)
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4.4 粘弾性流体

粘弾性流体の変分原理について議論する．粘弾性の運動方程式を導出する試みとしては，レイ

リーの方法を使ったものがある [24]．1.2.3節で述べたようにレイリーの方法では慣性項と散逸項

を別々に扱うので，弾性と散逸の関係を記述することが難しい．一方，4.2節での変分原理を粘弾

性流体に適用すれば，このような分離は起こらず，弾性と散逸の関係も変分原理を使って導出で

きる．Eijを弾性部分の変形テンソル，σ̌ijを粘性部分の応力テンソルとする．なお，σ̌ijは対称テ

ンソルであるとする．単位質量あたりの内部エネルギー ϵeは ρ，s，Eijの関数である．これより

次を得る．

dϵe = −Pdρ−1 + Tds+ ρ−1κijdEij (4.42)

ここで κijは弾性係数である．粘性部分の変形速度テンソルを次で定義する．

ěij ≡ eij − (∂t + v · ∇)Eij (4.43)

散逸関数 (4.40)の右辺を σ̌ij ěijに変えると (4.21)より次を得る．∫
V

d3x {ρT (∂ts+ v · ∇s) + (∂kσ̌jk + σ̌kl∂jEkl) vj + σ̌ij∂tEij} = 0 (4.44)

4.2節と同じように計算すると，次の非ホロノミックな拘束条件を得る．∫
V

d3x

{
ρTδs− ∂xj

∂Ai

(
ρT

∂s

∂xj
+
∂σ̌jk
∂xk

+ σ̌kl
∂Ekl

∂xj

)
· δAi + σ̌ijδEij

}
= 0 (4.45)

ラグランジアン密度は

Le(ρ,v, s, Eij) ≡ ρ

{
1

2
v2 − ϵe(ρ, s, Eij)

}
(4.46)

となり，(4.33)のLをLeに変えると，粘弾性流体の作用を得る．δAiについての変分を計算する

と (3.50)を得たのと同様に (4.45)を用いて

∂

∂t
βi = −∇ · (βiv) +

(
ρ
∂K

∂xj
− ρT

∂s

∂xj
− ∂σ̌jk
∂xk

− σ̌kl
∂Ekl

∂xj

)
∂xj
∂Ai

(4.47)

を得る．ここでエンタルピーが (3.7)で与えられ，(4.42)より

∇h =
∇P
ρ

+ T∇s+ ρ−1κij∇Eij (4.48)

となる．(3.13)と (4.48)より (4.47)は

∂

∂t
βi == −∇ · (βiv) +

(
−1

2
ρ
∂v2

∂xj
+
∂P

∂xj
− ∂σ̌jk
∂xk

)
∂xj
∂Ai

(4.49)
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となる．後は 4.2節と同様に計算すると，運動量のつりあいの式として (4.35)の f ≡ ∇ · σT を

∇ · σ̌T で置き換えたものを得る．また，δEijの変分を計算すると粘性部分の応力テンソル σ̌ijと弾

性係数 κijが等しいことが分かる．

σ̌ij = κij (4.50)

線形現象論の範囲では σ̌ijは ěijに，κijはEijに線形である．このとき，(4.50)より弾性部分の変

形テンソルEijが粘性部分の変形速度テンソル ěij ≡ eij − (∂t + v · ∇)Eijと線形の関係にあること

が分かる．これはマクスウェルモデルの粘弾性流体になる [36, 37]．このように線形現象論を用い

て σ̌ij と κij が具体的に定まれば，(4.50)より弾性部分の変形テンソルEij の運動方程式が具体的

に定まる．

(4.43)の右辺第二項は弾性部分の変形テンソルEijがどのように流跡線に沿って変化するかを表

している．このような時間変化を考える場合は，物理量が共変か反変か，または混合テンソルな

のかを考慮しなくてはならない．変形速度テンソルが混合テンソルで与えられる場合は (4.42)の

最終項は ρ−1κjidE
i
jと書くべきである．もし，(4.43)内の ěij，eij，Eijがそれぞれ混合テンソル ěij，

eij，E
i
j であるのならば，これらに二階の反変対称テンソルである計量テンソル gij を掛けること

により，反変テンソルである Eij を得ることができる．反変テンソルである Eij の物質時間微分

は upper convected time derivativeで書かれる．それゆえに，ここで考えたモデルは線形現象内で

の upper convected Maxwell typeと同じである [21]．なお，歪みテンソルの物質時間微分につい

ては，付録B.4で説明する．本節ではオイラー座標で議論をしたが，ラグランジアン座標でも 4.2

節にあるようにすれば同様に計算できる．
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4.5 高分子溶液

高分子溶液の変分原理について議論する．高分子溶液の運動方程式を変分原理から導出する方

法としては，オンサーガーの変分原理を使ったものがある [17, 20, 21, 23]．しかしながら，オン

サーガーの変分原理では慣性項の導出はできない．本節では 4.2節での変分原理が高分子溶液にも

適用できることを示し，慣性項のある高分子溶液の運動方程式が導けることを示す．なお，単純

のため，高分子の持つ弾性と流体全体としての摩擦は無視した．また，相互拡散についての考察

は本節とは別に付録Cにて議論する．

溶質 aと溶媒 bの質量密度をそれぞれ ρaと ρbとする．質量密度の合計を ρ ≡ ρa + ρbとして，

溶質 aの質量分率をψ ≡ ρa/ρとする．化学ポテンシャルを単質量あたりのギブスエネルギーと定

め，µを成分 bの化学ポテンシャルから成分 aの化学ポテンシャルを引いたものだと定義する．単

位質量あたりの内部エネルギーは ρa，ρb ，sの関数 ϵ(ρa, ρb, s)である．したがって，次を得る．

dϵ =
P

ρ2
dρ+ µdψ + Tds (4.51)

これは

dρ = dρa + dρb (4.52)

と

dψ =
1− ψ

ρ
dρa −

ψ

ρ
dρb (4.53)

を使って，dρa，dρb，dsをつかて書き換えることができる．成分 aと bの速度場をそれぞれ vaと

vbとし，ラグランジュ座標をそれぞれAaとAbとし，(3.45)と (4.31)に対応して，

J−1
c =

∂(Ac1, Ac2, Ac3)

∂(x1, x2, x3)
(4.54)

と

vcj = −∂xcj
∂Aci

∂Aci

∂t
(4.55)

を得る．ここで cは aまたは bである．質量平均速度場は v ≡ ψva + (1− ψ)vbとなり，ラグラン

ジアン密度は

Lps(ρa, ρb, s,va,vb) ≡
1

2
ρv2 − ρϵ(ρa, ρb, s) (4.56)

とる．単純のため，高分子の弾性を無視する．もちろん，前節のようにすれば考慮することは可

能である．散逸に関する式は

ρT (∂t + v · ∇) s+ ξ · (va − vb) +∇ · Jq = 0 (4.57)

となる．ここで ξは成分 aと bの間の摩擦力である．なお，ここでは相互拡散 [21]を無視してお

り，これについては付録Cにて議論する．(4.45)を導いた時と同様の方法を使って，∫
V

d3x ρTδs =
∑
c=a,b

∫
V

d3x
∂xcj
∂Aci

(
ρcT

∂s

∂xj
+ ξcj

)
δAci (4.58)
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を得る．ここで cは aまたは bであり，ξaと ξbはξa = −ξb = ξをみたすように定めた．4.2節と

同様にして，作用積分を次で与える．∫ tfin

tinit

dt

∫
V

d3x

[
Lps +

∑
c=a,b

{
βci(∂tAci + vc · ∇Aci +Kc(ρc − ρc initJ

−1
c )

}]
(4.59)

(4.59)の変数は ρc，s，vc，Ac，βc，Kcであり，ρc initは初期時刻でのそれぞれの成分の質量密度

である．非ホロノミックな拘束条件 (4.58)を課して，停留値条件を求めると

ρcv + βci∇Aci = 0 (4.60)

∂

∂t
βci = −∇ · (βcivc) +

(
ρc
∂Kc

∂xj
− ρcT

∂s

∂xj
− ξcj

)
∂xcj
∂Aci

(4.61)

Kc =

(
1

2
v2 − vc · v

)
+ ϵ+

P

ρ
+ µc

(
1− ρc

ρ

)
(4.62)

ここで µaと µbは µa = −µb = µをみたす．4.2節と同様に計算して，それぞれの成分の運動量の

つりあいの式を得る．

ρc

{
∂

∂t
v +

1

2
∇v2 − vc × (∇× v))

}
= −ρc

ρ
∇P +

ρaρb
ρ

∇µc + ξc (4.63)

それぞれ a成分と bの成分の運動のつりあいの式 (4.63)を合計すると (3.30)を得る．これは全体

の運動のつりあいの式になっている．なお，圧力 P は (4.51)より，(3.5)で与えられる．ただし偏

微分の際に，さらにψも固定することになる．オイラー座標での計算を示したが，4.2節のように

ラグランジュ座標で行うこともできる．本節では，混合によるエントロピーの増加を考慮しなかっ

たが，これを考慮した二成分溶液の変分原理については，付録Cで議論する．
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4.6 変分原理と非平衡熱力学

非平衡系を扱う枠組みとしては非平衡熱力学がある．流体にこれを適用すると，エネルギー保

存則 (3.9)，質量保存 (3.21)及び運動量のつりあいの式 (4.35)から，熱力学第一法則 (3.3)を用い

てエントロピー生成に関する式 (4.21)を得る．つまり，非平衡熱力学では，予めエネルギー保存

則 (3.9)と運動量のつりあいの式 (4.35)が分かっている必要があり，更に散逸に関して等方性と線

形性を仮定することにより運動方程式を導出する [38]．

本章で述べた変分原理では，完全流体の時と同じラグランジアン密度から出発し，質量保存等

のホロノミックな拘束条件と散逸のしかたを規定する非ホロノミックな拘束条件を決め，運動量

のつりあいの式を導きだす．これに，例えば線形の構成方程式を補完すれば，速度場の時間発展

方程式がとじた形で得られる．

高分子溶液や液晶といったソフトマター分野で議論される複雑な内部構造をもった流体では，速

度場の時間発展を矛盾なく記述することが難しいことがある．その場合でも上記の拘束条件は得

ることは比較的容易であることがしばしばであり，いろいろ限界はあるものの，従来の変分原理

を用いて，見通しよく時間発展方程式を導けることが知られている．本章で整備した変分原理を

使えば，そのような限界を超えてさらに見通しよく時間発展方程式を導ける．
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第5章 ハミルトン形式

流体のハミルトン形式について議論する．最初に 5.1節で制御理論の観点からハミルトン形式を

導出し，流体にこれを適用する．次に 5.2節で対称性と保存則の関係について議論する．

5.1 制御理論の観点からのハミルトン形式

システムの状態を変数 qで表し，初期時刻と終端時刻での状態を指定する．この初期時刻と終

端時刻での条件 (2.52)は，制御理論では横断条件と呼ばれている．状態 qは入力 uで制御され，そ

の時間発展が (2.51)に従うとする．評価関数Lを状態 q，入力 u，変数 Sの関数であるとする．変

数 Sは散逸系ではエントロピーを表す．評価を次で定義する．∫ tfin

tinit

dt L(q, u, S) (5.1)

拘束条件を (2.51)と (4.16)とする．ここで T を T ≡ −∂L/∂Sとする．これらの拘束条件の下で評
価 (5.1)を最小にする最適制御 u∗を求める．(2.51)に関して未定乗数法を用いる．未定乗数を pと

すれば，q，u，S，pの汎関数として次を得る．∫ tfin

tinit

dt

{
L(q, u, S) + p

(
dq

dt
− F (q, u)

)}
(5.2)

制御理論においては，未定乗数項 pは余状態と呼ばれている．q, p, Sが与えられたもとで，(5.2)

を極小にする入力を u♯(q, p, S)とする．H̃ ≡ −L(q, u, S) + pF (q, u)とすると u = u♯(q, p, S)で

∂H̃/∂u = 0となる．ハミルトニアンを

H(q, p, S) ≡ H̃(q, u♯(q, p, S), p, S) (5.3)

で定める． u♯(q, p, S)を (5.2)に代入すると q，p，Sの汎関数として次を得る．∫ tfin

tinit

dt

{
−H(q, p, S) + p

dq

dt

}
(5.4)

多くの場合では ∂2L/(∂S∂u) = 0とでき，u♯は qと pの関数となる．この時，

∂H

∂S
= −∂L

∂S
= T (5.5)
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が成り立つ．(2.52)，(4.16)，(5.5)の下で (5.4)の停留値を与える条件から，修正されたハミルト

ン方程式として，(4.15)，

dq

dt
=

∂H

∂p
(5.6)

dp

dt
= −∂H

∂q
+ f (5.7)

を得る．(5.6)と (5.7)を満たす q, p, S を u♯(q, p, S)代入すれば最適入力 u∗を得ることができる．

(5.6)と (5.7)より dH/dt = 0を得る．これは散逸系では，エネルギー保存則を意味する．また，散

逸がない系では f = 0より，(5.6)と (5.7)は正準方程式になる．

次に 4.2節で議論した粘性流体に，このハミルトン形式を適用する．オイラー座標では，状態，

余状態，エントロピー，入力はそれぞれA,β, s,vとなる．(2.51)に対応して，状態方程式は (3.37)

で与えられる．H̃に対応する関数は

H̃(A,v,β, s) ≡ −ρ
{
1

2
v2 − ϵ(ρ, s)

}
+ βiv · ∇Ai (5.8)

となる．ここでは，未定乗数Kを導入する代わりに，ρを (3.43)よりAと ∂jAiの関数とみなし

ている．v♯(A,β, s)を u♯に対応する入力とすると，ハミルトニアンは，運動エネルギー密度と内

部エネルギー密度の和として与えられる．

H(A,β, s) ≡ ρ

{
1

2
v♯2 + ϵ(ρ, s)

}
(5.9)

ここで v♯は (3.49)を満たす．流体では場を扱うので，ハミルトン方程式を導出する際には，例え

ば (5.6)の ∂/∂qを
δ

δAi

≡ ∂

∂Ai

− ∂

∂xj

∂

∂(∂jAi)
(5.10)

に変える必要がある．例えば，粘性流体の修正されたハミルトン方程式は (4.21)と

∂Ai

∂t
=

δH
δβi

(5.11)

∂βi
∂t

= − δH
δAi

+ fi (5.12)

になる．ここで (5.11)と (5.12)は vを v♯に変えてそれぞれ (3.37)と (4.34)で与えられる．ラグラ

ンジュ座標では v♯は (3.15)を満たし，(5.11)と (5.12)はそれぞれ (1.5)と (3.16)の vを v♯に変え

て得られる．また，完全流体の場合は f = 0となり，比エントロピー sはAの関数になる．した

がって，完全流体の運動方程式は (3.37)と (3.50)になる．なお，vは (3.49)を満たすものとする．

このとき，完全流体の運動方程式は

∂Ai

∂t
=

δH
δβi

(5.13)

∂βi
∂t

= − δH
δAi

(5.14)

39



の (5.13)形で書け，文献 [6, 8]で提案されたものと同等なハミルトンの正準方程式となる [9]．な

お，運動方程式が (5.13)と (5.14)の形で書けるとき，運動方程式を正準なハミルトン形式と呼ぶ．

本研究では速度場を制御とみなすことで速度場に対して共役な量を定める必要がなくなった．完

全流体の場合については，それは正準方程式になった．速度場に対して共役な量を形式的に導出

した場合，(5.13)と (5.14)の形にならず，正準方程式を得ることができない [26, 27, 28, 29, 30]．

完全流体運動方程式が正準方程式にならないような定式化はヘリシティ保存則などのカシミア不

変量による余分な保存則が課せられることが指摘されている [8]．完全流体でヘリシティが保存さ

れるのは，圧力が密度のみの関数であるバロトロピック流体やエントロピーが一様である等エン

トロピー流体に限られる．このように完全流体においては，余分な拘束条件を課して正準方程式

を得られない定式化は，その分記述できる流体の運動は限られたものにする．

境界に摩擦があるときは，ハミルトニアンに境界面で流体がした仕事W を加えたものをハミル

トニアンとして再定義する．

H ≡ W +

∫
V

d3x H (5.15)

(4.36)で論じた理由から，再び修正されたハミルトン方程式として，(4.21)，(5.11)，(5.12)を得

る．本節で示したハミルトン形式は，ポントリャーギンの最適制御理論 [39, 40]をエントロピーを

含むように拡張したものである．この観点に立つと速度場は系への入力とみなすことができ，実

現される速度場は拘束条件の下で評価関数を極小にする「最適入力」とみなせる．
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5.2 対称性

5.1節でのハミルトン形式におけるネーターの定理について議論する．ある系が修正したハミル

トン方程式 (4.15)，(5.6)，(5.7)で記述されるとする．ここで変数の組 (q, p, S)を (q0, p0, S0)と書

き，ハミルトニアンH(q, p, S)をH0(q0, p0, S0)と書くことにする．変数の組を (q0, p0, S0)を別の

変数の組 (qα, pα, Sα)に変換することを考える．実現される軌道 (q0(t), p0(t), S0(t))からこの変換に

よって得られる軌道を (qα(t), pα(t), Sα(t))とする．新しいハミルトニアンをHα(qα, pα, Sα)と書く

ことにする．変数変換 (q0, p0, S0) → (qα, pα, Sα)が正準変換であるとは，変数の組 (q0, p0, S0)に対

しても修正したハミルトン方程式 (4.15)，(5.6)，(5.7)が成立することである．系に対称性がある

とは，正準変換をしたときにHα(q, p, S) = H0(q, p, S)が成立することであると定める．変数変換

(q0, p0, S0) → (qα, pα, Sα)により (5.4)をある関数 Ḡを用いて∫ tfin

tinit

dt

{
−Hα(qα, pα, Sα) + pα

dqα
dt

+
dḠ

dt

}
(5.16)

の形に変形することができれば

δ

∫ tfin

tinit

dt {pαq̇α −Hα(qα, pα, Sα)} = 0 (5.17)

より，(qα, pα, Sα)が修正したハミルトン方程式 (4.15)，(5.6)，(5.7)を満たすことが分かる．逆に

変数変換 (q0, p0, S0) → (qα, pα, Sα)が正準変換であるのならば，(5.4)は (5.16)の形にできる．

これを背理法で示す．正準変換によって (5.4)が (5.16)以外の形で書けたとする．∫ tfin

tinit

dt

{
−Hα(qα, pα, Sα) + pα

dqα
dt

+
dḠ

dt
−M

}
(5.18)

ここでM は非可積分の関数であり，dḠ/dtの中に繰り込むことができないとする．(5.18)より

δ

∫ tfin

tinit

dt {pαq̇α −Hα(qα, pα, Sα)} = δ

∫ tfin

tinit

dt M ̸= 0 (5.19)

となり (5.17)が成立しない．したがって，(qα, pα, Sα)は修正したハミルトン方程式 (4.15)，(5.6)，

(5.7)を満たさない．これは変数変換 (q0, p0, S0) → (qα, pα, Sα)が正準変換であることと矛盾する．

(5.4)と (5.16)は比例していれば良く，必ずしも等しい必要はないが，(5.4)と (5.16)は等しいと

しても一般性を失うことはない．もとの (5.4)を定数倍し，これを改めて (5.4)とすれば，(5.4)と

(5.16)は等しくなる．

次に連続な変数αによって定まる正準変換 (q0, p0, S0) → (qα, pα, Sα)が与えられた場合について

考える．Ḡを q0pα + αGと置く．ここでG(q0, pαS0, t)は母関数と呼ばれる．上記の議論より∫ tfin

tinit

dt {p0q̇0 −H0(q0, p0, S0)}

=

∫ tfin

tinit

dt

{
pαq̇α −Hα(qα, pα, Sα) +

d

dt
(q0pα + αG)

}
(5.20)
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を得る．連続な変数 αが十分小さい時は (4.15)と (2.52)を使うと (5.20)より

δq ≡ qα − q0 = α
∂G

∂p0
(5.21)

δp ≡ pα − p0 = α

(
−∂G
∂q0

+
f

T

∂G

∂S0

)
(5.22)

Hα(qα, pα, Sα)−H0(q0, p0, S0) = α
∂G

∂t
(5.23)

を得る．ここで，δS ≡ Sα−S0は (4.16)から定まるとし，GはG(q0, p0, S0, t)を表す．(5.5)，(5.6)，

(5.7)から

Hα(qα, pα, Sα) = Hα(q0, p0, S0) +
∂H

∂q
δq +

∂H

∂p
δp+

∂H

∂S
δS

= Hα(q0, p0, S0) +

(
−dp
dt

+ f

)
δq +

dq

dt
δp+ TδS (5.24)

を得る．ここで (4.16)より，

Hα(qα, pα, Sα) = Hα(q0, p0, S0)−
dp

dt
δq +

dq

dt
δp (5.25)

となり，(5.21)と (5.22)を用いると

Hα(qα, pα, Sα) = Hα(q0, p0, S0)− α

(
dp

dt

∂G

∂p
+
dq

dt

∂G

∂q
+
dS

dt

∂G

∂S

)
(5.26)

を得る．(5.26)を (5.23)に代入すると

Hα(q0, p0, S0)−H0(q0, p0, S0) = α
dG

dt
(5.27)

となる．したがって，母関数Gによって生成される正準変換の下でHが不変，すなわちHα = H0

であるならば，母関数Gが保存量となることが分かる．つまり，系に対称性があるならば，それ

ぞれの対称性に応じた保存則が存在する．逆に保存則があれば，正準変換を (5.21)と (5.22)で定

めることにより，Hα = H0を得る．つまり対称性が存在する．(4.15)，(5.6)，(5.7)からH自身は

無限小時間並進の母関数になる．
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5.3 流体の対称性

流体の対称性について議論する．5.1節で議論したように，流体のハミルトニアン密度は (5.9)

よりH(A,β, s)で与えられる．変数A，β，sはそれぞれ状態，余状態，比エントロピーであり，

それぞれ (t,x)の関数である．系全体のハミルトニアンは (5.15)となる．(5.27)と同様にして，

G(A, ∂iAj,β, s, t
′)を母関数とする．ここで t′ = tとする．Gの時間微分は

∂G
∂t

=
∂Ai

∂t

∂G
∂Ai

+
∂∇Ai

∂t
· ∂G
∂∇Ai

+
∂βi
∂t

∂G
∂βi

+
∂s

∂t

∂G
∂s

+
∂G
∂t′

(5.28)

となる．ここで ∂G/∂t′の偏微分の際にはA，∂iAj，β，sが固定されていることに注意する．(5.28)の

右辺の第一項と第二項は

∂Ai

∂t

∂G
∂Ai

+
∂∇Ai

∂t
· ∂G
∂∇Ai

=
∂Ai

∂t

∂G
∂Ai

− ∂Ai

∂t
∇ ·

(
∂G
∂∇Ai

)
+∇ · JG

=
∂Ai

∂t

δG
δAi

+∇ · JG (5.29)

と変形することができる．ここで JGは次で定義した．

(JG)i ≡
∂Aj

∂t

∂G
∂(∂iAj)

(5.30)

したがって，(5.28)は

∂G
∂t

=
∂Ai

∂t

δG
δA

+
∂βi
∂t

∂G
∂βi

+
∂s

∂t

∂G
∂s

+
∂G
∂t′

+∇ · JG (5.31)

となる．(5.22)，(5.21)，(5.23)を得たのと同様にして次を得る．

δAi = α
∂G
∂βi

(5.32)

δβi = α

(
− δG
δAi

+
fi
T

∂G
∂s

)
(5.33)

Hα(Aα,βα, sα)−H0(A0,β0, s0) = α

{
∂G
∂t′

+
∂

∂xi

(
(JG)i + Tij

∂xj
∂Ak

∂G
∂βk

)}
(5.34)

ここで δs = sα − s0は (4.32)をみたし，δW が (4.37)を満たすことを考慮した．(5.27)を得たのと

同様にして∫
V

d3x {Hα(A0,β0, s0)−H0(A0,β0, s0)} =

∫
V

d3x

[
α

{
∂G
∂t

+
∂

∂xi

(
(JG)i + Tij

∂xj
∂Ak

∂G
∂βk

)}]
(5.35)

を得る．したがって，ハミルトニアン密度Hが Gによる正準変換に対して不変であるのならば次
の保存則が成立する．

∂G
∂t

+
∂

∂xi

(
(JG)i + Tij

∂xj
∂Ak

∂G
∂βk

)
= 0 (5.36)

逆に保存則があればハミルトニアンを不変にする正準変換が存在する．
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5.4 時間空間対称性

流体の運動は時間や位置に陽に依存しない．したがって，時間並進対称性，空間並進対称性，空

間回転対称性が成立する．

最初に時間並進対称性について議論する．流体は断熱壁に囲まれ外界と熱のやり取りはないも

のとする．このとき系全体のハミルトニアンは (5.15)で与えられる，これは時間に陽によらない．

したがって，系全体のハミルトニアンは時間並進対称性を持つ．このとき，時間並進対称性の母関

数 Gはハミルトニアン密度Hそのものになることを示す．Hは (5.9)で与えられ，(5.32)と (5.33)

はそれぞれ (3.37)と (4.34)なる．次に (5.34)の右辺がゼロになることを示す．(5.30)より

(JH)i ≡ ∂Aj

∂t

∂H
∂(∂iAj)

= −vk
∂Aj

∂xk

∂H
∂(∂iAj)

(5.37)

を得る．ハミルトニアンHは内部エネルギー密度と運動エネルギー密度の和である．内部エネル
ギー密度 ρϵは ρと sの関数であり，

∂(ρϵ)

∂(∂iAj)
=

∂ρ

∂(∂iAj)

∂(ρϵ)

∂ρ

= ρinitj̃
−1
ij

(
ϵ+

P

ρ

)
(5.38)

となる．ここで (3.43)と (3.46)を用いた．一方，運動エネルギー密度 ρv♯2/2の速度場 v♯が (3.49)

を満たすことから

∂

∂(∂iAj)

(
1

2
ρv♯2

)
=

∂

∂(∂iAj)

{
(ρv♯)2

2ρ

}
= −1

2
v♯2 ∂ρ

∂(∂iAj)
− v♯l

∂(βk∂lAk)

∂(∂iAj)
(5.39)

となる．(5.39)の左辺第一項は (3.43)と (3.46)を考慮すると

−1

2
v♯2 ∂ρ

∂(∂iAj)
= −1

2
v♯ρinitj̃

−1
ij (5.40)

となり，(5.39)の左辺第二項は

−v♯l
∂(βk∂lAk)

∂(∂iAj)
= −v♯l δilδjkβk = −v♯iβj (5.41)

となる．したがって，(5.39)は

∂

∂(∂iAj)

(
1

2
ρv♯2

)
= −1

2
v♯ρinitj̃

−1
ij − v♯iβj (5.42)
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となり，(5.37)，(5.38)，(5.42)より

JH = −ρ
(
1

2
v♯2 + ϵ+

P

ρ

)
· v♯ (5.43)

を得る．一方，ハミルトニアンについて

∂H
∂βk

=
∂

∂βk

{
(ρv♯)2

2ρ

}
= v♯l

∂Ak

∂xl

が成立し，

Tij
∂xj
∂Ak

∂H
∂βk

= Tijδjlvl = Tijvj (5.44)

となる．(5.43)と (5.44)を (5.36)に代入すればエネルギー保存則が得られる．∫
dx3

[
∂

∂t

{
ρ

(
ϵ+

1

2
v♯2

)}
+∇ ·

{
ρ

(
ϵ+

1

2
v♯2

)
v♯ + T · v♯

}]
= 0 (5.45)

ここで Tij ≡ pδij − σijはストレステンソルである．

次に空間並進対称性について議論する．(4.35)を (5.28)の形に書き換えると

∂

∂t
(ρv♯i) +

∂

∂xj
(ρv♯iv

♯
j + Tij) = 0 (5.46)

となる．したがって，運動量 ρv♯ = −βi∇Aiは保存量となる．また，G = −βi∂jAiとすれば，(5.32)

と (5.33)より

δAi = −α∇Ai (5.47)

δβi ≡ −α∇βi (5.48)

が得られ，運動量が空間並進対称性の母関数であることがわかり，(5.36)は (5.46)となる．最後に

空間回転対称性について議論する．(5.46)より角運動量 l ≡ ρx× v♯ = −x× βi∇Aiの時間発展は

∂li
∂t

+
∂

∂xl

(
liv

♯
l − ϵijkxjTkl

)
− ϵijkTkj = 0 (5.49)

となる．ここで ϵijkはそれぞれの添字に対して反対称なレビ・チビタ記号である．粘性テンソル

が対称テンソル σij = σjiであるとき，ストレステンソル Tij = Tjiは対称テンソルになり，角運動

量 lは保存量となる．また，(5.32)と (5.33)より

δAi = −α(x×∇Ai) (5.50)

δβi ≡ −α(x×∇βi) (5.51)

が角運動量 lは空間回転対称性の母関数であることが分かる．
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第6章 まとめと展望

本論文では 1.3節に掲げた三つの課題を解決した．以下に要点をくりかえす．1.2.2節で述べた

ようにオイラー座標での完全流体の変分原理はうまく定式化されていなかった．任意の速度場を

表すためには，クレプシュポテンシャルと呼ばれる補助場が必要であったが，その物理的な意味

が明瞭でなかった．第 3章では完全流体の変分原理を議論した．変分原理によると，初期状態と

終状態が与えられたときに，その間の状態推移は作用積分を極小にするように定まる．ラグラン

ジュ描像の変分原理は流跡線の時間両端を固定した下での極小値を与える必要条件を与える．本

論文では，オイラー描像の変分原理で同様に流跡線の時間両端を固定するためには，クレプシュ

ポテンシャルが必要であることを示した [9]．

1.2.3節で述べたように，散逸のある系の変分原理としてレイリーの方法やオンサーガーの変分

原理が使われている．しかしながら，これらの方法は導出できる運動方程式に制限がある．レイ

リーの方法では散逸関数が二次形式で与えられている必要があり，オンサーガーの変分原理は慣

性項の導出ができないという問題がある．第 4章では，これらを解決する方法として，エントロ

ピーに関する条件が非ホロノミックな拘束条件であることに注目し，非ホロノミックな拘束条件の

下での停留値条件を解くことを提案した．例えば，実現される軌道が (4.21)を満たす場合は拘束

条件として (4.32)を課し，この拘束条件の下で作用積分 (4.33)が極小になる条件を求めれば，運

動量保存の式として (4.35)を得ることができる．これにより，非散逸系の変分原理の自然な拡張

として散逸系の変分原理を得ることができた．この変分原理は様々な流体に対して適用可能と考

えられる．本論文では，ニュートン流体と粘弾性流体と高分子溶液の運動について議論した [10]．

なお，混合によるエントロピー増加が無視できない場合は付録Cで議論している．

1.2.4節で述べたように，従来の完全流体のハミルトン形式は非常複雑であったり，流体の運動

を一般的に記述しないなどの問題があった．また，散逸のある流体のハミルトン形式の議論は著

者の知る限りなかった．流体の運動を解析には速度場を求めることが重要であり，速度場が分かれ

ば流跡線を求めることができ，これが分かれば，拘束条件により質量密度とエントロピーなどの

他の物理量の時間発展が分かる．つまり，速度場は状態の時間発展を定める入力とみなせる．第 5

章では，制御理論の観点から速度場を入力とみなすことで，完全流体に対する正準なハミルトン

形式を導き，散逸流体に対してもハミルトン形式を導いた．この時，ハミルトニアンは運動エネ

ルギーと内部エネルギーの和 (5.9)となり，ハミルトン方程式は流体粒子の位置に関するものにな

る．オイラー座標であれば，(3.37)と (4.34)となり，ラグランジュ座標であれば，(1.5)と (3.16)

となる．また，5.2節では，対称性と保存則の関係を議論した [10]．

このように本論文では，完全流体の変分原理と同じ枠組みで，拘束条件を変えることで，ニュー

トン流体，粘弾性流体，高分子溶液といった散逸流体の変分原理を議論できることを示した．ソ
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フトマター分野で議論される複雑な内部構造をもった流体では，速度場の時間発展を矛盾なく記

述することが難しいことがある．その場合でも，散逸のしかたや拘束条件から従来の変分原理を

用いて，見通しよく時間発展方程式を導けることが知られている．ここで，整備した変分原理を

使えば，さらに見通しよく，さらに広い範囲の複雑流体の運動に対して，線形の範囲を超えて速

度場の時間発展方程式を導けることが今後期待される．
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付 録A テンソル

本論文ではラグランジュ描像とオイラー描像の変分原理について議論した．物理現象は本来座

標系によらない．テンソルを用いると，座標系に依存しない形式で理論を記述することができる．

A.1 共変テンソルと反変テンソル

空間の座標を座標系 (x1, x2, x3)で与える．近接する二点 x ≡ (x1, x2, x3)と x + dx ≡ (x1 +

dx1, x2+ dx2, x3+ dx3)の距離について考えよう．ベクトル dx ≡ (dx1, dx2, dx3)は二点間の差異を

表す．座標系 (x1, x2, x3)から座標系 (y1, y2, y3)への変換を考える．yi = yi(x)としたときに，dyi
の変換規則は

dyi =
∂yi
∂xj

dxj (A.1)

となる．このような変換規則に従うベクトルを反変ベクトルと呼ぶ．次に近接する二点間の距離

を考える．距離は計量テンソル gijを用いて表すことができる．

ds2 = gijdxidxj (A.2)

二点間の距離はスカラー量であり座標系に依存しない．座標系 (y1, y2, y3)での計量テンソルの成

分を ḡklとすると

ds2 = gijdxidxj = ḡkldykdyl (A.3)

の関係が成り立つことが分かる．したがって，計量テンソルの成分の変換規則は

ḡkl =
∂xi
∂yk

∂xj
∂yl

gij (A.4)

となる．(A.4)のように座標変換規則が (A.1)と反対なものを共変テンソルと呼ぶ．また，(A.2)の

値は dxiと dxj の順番を交換しても変わらないので，計量テンソルは対称テンソル gij = gjiであ

ることが分かる．次に共変の計量テンソル gijの逆行列を gjkを考える．

gijg
jk = 1 (A.5)

(A.4)と (A.5)より gjkの変換規則は

ḡjk =
∂yj
∂xl

∂yk
∂xm

glm (A.6)

となり，ḡjkは反変テンソルであることが分かる．以下に共変となるものの成分の添字は下付きに，

反変となるものの添字は上付きに書く．
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A.2 体積要素

流体では微小領域にある物理量を考える．座標系 (x1, x2, x3)で定義された積分∫
D

√
det gijd

3x (A.7)

を考える．ここでDは任意の小さい空間領域である．(A.4)より

√
det gij =

√
det

(
∂yk
∂xi

∂yl
∂xj

ḡkl

)
=

√
det ḡkl

∣∣∣∣det ∂yk∂xl

∣∣∣∣
=

√
det ḡkl

∣∣∣∣ ∂(y1, y2, y3)∂(x1, x2, x3)

∣∣∣∣ (A.8)

となり，一方， ∫
D

d3x =

∫
D

∣∣∣∣∂(x1, x2, x3)∂(y1, y2, y3)

∣∣∣∣ d3y (A.9)

となるので，(A.7)は別座標 (y1, y2, y3)では∫
D

√
det gijd

3x =

∫
D

√
det ḡijd

3y (A.10)

と書ける．つまり，任意の座標系でも形が変わらない．(A.10)では積分領域は本質的でなく，(A.8)

と (A.9)の座標変換だけが重要である．

これを微分形式を用いて議論しよう．ウェッジ積dx1∧dx2∧dx3を添え字の交代に関して反対称性を
もつテンソルとして定義する．例えば，添字の1と2を交代するとdx1∧dx2∧dx3 = −dx2∧dx1∧dx3
となる．この反対称性と (A.1)より dx1 ∧ dx2 ∧ dx3の座標変換は

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =
∂(x1, x2, x3)

∂(y1, y2, y3)
dy1 ∧ dy2 ∧ dy3 (A.11)

となる．これより微分形式が重積分を拡張した概念であることが分かる．次に体積要素 ∗1を次で
定義する．

∗1 ≡ √
gdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 (A.12)

ここで
√
gは

√
det gijである．ここで座標変換が

∂(x1, x2, x3)

∂(y1, y2, y3)
> 0

を満たすものとすると，(A.7)は体積要素 ∗1を用いて
∫
D
∗1と書ける．空間領域Dにある全質量

は質量密度 ρに (A.12)を乗じて，それを積分したものになる．∫
D

ρ ∗ 1 (A.13)
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A.3 速度場

座標系 (x1, x2, x3)で速度場が vi∂/∂xiで与えられたとする．速度場の座標系 (x1, x2, x3)から座

標系 (y1, y2, y3)への変換は

v̄j
∂

∂yj
= vi

∂yj
∂xi

∂

∂yj
= vi

∂

∂xi
(A.14)

となり，これは反変ベクトルになっている．これに共変の計量テンソル gijを作用させると

vidxi ≡ gijv
jdxi (A.15)

を得る．このようにして与えられた速度場は (A.1)より共変ベクトルになる．また，(A.15)の形

で与えられるベクトルを微分一形式と呼ぶ．完全流体の作用は (3.39)で与えられた．流体の運動

エネルギー密度が一般には
1

2
ρgijv

ivj
√
g (A.16)

となることを考慮すると，反変ベクトルである速度場 vi∂/∂xiの成分 viに関して変分をとって得

られる速度場 (3.41)は微分一形式になることが分かる．

A.4 渦度

速度場の回転を計算すると，それは渦度と呼ばれる．微分一形式で与えられた速度場 (A.15)に

対する外微分 dを

d(vidxi) =
∂vi
∂xj

dxj ∧ dxi (A.17)

で定義する．(A.17)は(
∂v2
∂x1

− ∂v1
∂x2

)
dx1 ∧ dx2 +

(
∂v3
∂x2

− ∂v2
∂x3

)
dx2 ∧ dx3 +

(
∂v1
∂x3

− ∂v3
∂x1

)
dx3 ∧ dx1 (A.18)

となり，これは渦度場を表す．(A.18)の形で与えられるベクトルを微分二形式と呼ぶ．

外微分 dは微分m形式 αから微分m+ 1形式 dαを与える演算として一般化することができる．

この時，外微分 dは βと γを微分 n形式として，次を満たすものと定める．

d(β + γ) = dβ + dγ (A.19)

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)mα ∧ dβ (A.20)

ddα = 0 (A.21)
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付 録B 物質時間微分

流体粒子は流跡線に沿って移動するので，流体粒子に付随する物理量の時間変化を見るために

は流跡線に沿った時間微分を考える必要がある．これは物質時間微分と呼ばれている．ラグラン

ジュ座標での時間微分 ∂/∂τ は物質時間微分になっている．また，オイラー座標での物質時間微分

は数学的には，四次元時空での流跡線によって生成される４次元ベクトル場に対するリー微分に

なっており，以下にそれを示す [41]．

B.1 スカラー関数の物質時間微分

四次元時空の座標を x̃ ≡ (x0, x1, x2, x3)で与える．ここで x0は時間を表し x ≡ (x1, x2, x3)は空

間の固定された点を表す．四次元時空での速度場を ṽ ≡ (1,v)と与える．以下で ṽ ≡ (1,v)は反変

ベクトルである．速度場 ṽから生成される流跡線は四次元時空上の点 x̃ ≡ (x0,x)を微小時間∆t

後に別の点 x̃′ ≡ ϕ∆t(x̃)に移す写像 ϕ∆t : x̃ → x̃′を与える．

x̃′ ≡ ϕ∆t(x̃) = x̃+ ṽ∆t = (x0 +∆t,x+ v∆t) (B.1)

微小時間∆tは写像 ϕ∆tを定める媒介変数とみなせる．

流体では比エントロピー sがスカラー値の物理量となる．ある流体粒子に注目してその比エン

トロピーの時間変化について考える．x̃にあった流体粒子は∆t後に ϕ∆t(x̃)にある．s(ϕ∆t(x̃))は

s(ϕ∆t(x̃)) = s(x̃) + ∆t
3∑

i=0

vi
∂s(x̃)

∂xi
(B.2)

と書ける．比較するものは s(x̃)と s(ϕ∆t(x̃))なので，スカラー量である比エントロピーの物質時

間微分Lṽは次のようになる．

Lṽs(x̃) ≡ ds(ϕ∆t(x̃))

dt

=
3∑

i=0

vi
∂s(x̃)

∂xi

=
∂s(x̃)

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂s(x̃)

∂xi
(B.3)
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B.2 反変ベクトル場の物質時間微分

次に反変ベクトル場の物質時間微分を考える．四次元時空上の点 x̃にある反変ベクトル場を

w̃(x̃) ≡
3∑

j=0

wi(x̃)
∂

∂xi
(B.4)

と書く．係数wiはスカラーなので (B.2)と同様に

wi(ϕ∆t(x̃)) = wi(x̃) + ∆t
3∑

j=0

vj
∂wi(x̃)

∂xj
(B.5)

となる．一方，方向ベクトル ∂/∂x′iは (B.1)を用いて

∂

∂x′
i

=
3∑

j=0

∂xj
∂x′i

∂

∂xj

=
3∑

j=0

(
δij −∆t

∂vj

∂xi

)
∂

∂xj
(B.6)

となる．したがって，

3∑
i=0

(
wi(x̃′)

∂

∂x′i
− wi(x)

∂

∂xi

)

=
3∑

i=0

3∑
j=0

3∑
k=0

{(
wj(x̃) + ∆tvi

∂wj(x̃)

∂xi

)(
δjk −∆t

∂vk

∂xj

)
− wk(x̃)

}
∂

∂xk

≈ ∆t
3∑

j=0

3∑
k=0

(
vj
∂wk

∂xj
− wj ∂v

k

∂xj

)
∂

∂xk
(B.7)

となり，ベクトル場の物質時間微分は次で与えられる．

Lṽw̃ =
3∑

i=0

3∑
j=0

(
vj
∂wi

∂xj
− wj ∂v

i

∂xj

)
∂

∂xi
(B.8)

ここで ṽ ≡ (1,v)であることと，w̃ = (0,w)であることを仮定すると，(B.8)は

Lṽw̃ =
3∑

i=1

3∑
j=1

{
∂wi

∂t
+

(
vj
∂wi

∂xj
− wj ∂v

i

∂xj

)}
∂

∂xi
(B.9)

となり，これは反変ベクトル場 w̃ = (0,w)の流跡線に沿っての時間微分を与える．流体の速度

場を反変ベクトル vi∂/∂xiで与えたとき，v
i∂/∂xi自身の物質時間微分は (B.9)の w̃ = (0,w)を

(0,v)に置き換えたものになる．

3∑
i=1

3∑
j=1

{
∂vi

∂t
+

(
vj
∂vi

∂xj
− vj

∂vi

∂xj

)}
∂

∂xi
(B.10)

52



B.3 微分形式の物質時間微分

次に微分一形式の物質時間微分を考える．四次元時空上の点 x̃ ≡ (x0,x)にある微分一形式を

w̃(x̃) ≡
3∑

j=0

wi(x̃)dxi

と書く．方向微分は

dx′i =
3∑

j=0

∂x′i
∂xj

dxj

=
3∑

j=0

(
δij +∆t

∂vi

∂xj

)
dxj (B.11)

となり，

wi(x̃
′)dxi =

3∑
i=0

3∑
j=0

3∑
k=0

(
wj(x̃) + ∆tvi

∂wj

∂xi

)(
δjk +∆t

∂vj

∂xk

)
dxk

≈
3∑

j=0

3∑
k=0

{
wk(x̃) + ∆t

(
vj
∂wk

∂xj
+ wj

∂vj

∂xk

)}
dxk (B.12)

となる．したがって，微分一形式の物質時間微分は

Lṽw̃ =
3∑

i=0

3∑
j=0

(
vj
∂wi

∂xj
+ wj

∂vj

∂xi

)
dxi (B.13)

となる．ここで ṽ ≡ (1,v)であることと w̃ = (0,w)であることを仮定すると，(B.13)は

Lṽw̃ =
3∑

i=1

3∑
j=1

{
∂wi

∂t
+

(
vj
∂wi

∂xj
+ wj

∂vj

∂xi

)}
dxi (B.14)

となり，これは微分一形式 w̃ = (0,w)の物質時間微分となる．(A.15)より，流体では反変ベクト

ル場で速度場 vi∂/∂xiが与えられたときに計量テンソル gijを用いて，速度場を微分一形式 vidxi =

gijv
jdxiで書くことができる．これを (B.14)に代入すれば，

3∑
i=1

3∑
j=1

{
∂vi
∂t

+

(
vj
∂vi
∂xj

+ vj
∂vj

∂xi

)}
dxi (B.15)

を得る．速度場を反変ベクトル vi∂/∂xiで与えたときは物質時間微分は (B.10)となり，微分一形

式 vidxiで与えたときは (B.15)となる．しかしながら，vi∂/∂xiと vidxiは (A.15)により計量テン

ソル gijによって全単射の関係にあるので，(B.10)と (B.15)は実質的に同じものである．
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(B.13)は内部積と外微分を用いて，

Lṽw̃ = (dιṽ + ιṽd) w̃ (B.16)

と書くことができる．ここで内部積 ιvは以下の計算規則によって定められる．ベクトル場を ṽ ≡∑3
i=0 v

i∂/∂xiとし，微分一形式 w̃ ≡
∑3

i=0widxiの内部積を次で定義する．

ιṽw̃ ≡
3∑

i=0

viwi (B.17)

より高次の微分形式については内部積を以下のように帰納的に定める．微分一形式 ũと微分 k形

式 w̃から微分 k + 1次形式 ũ ∧ w̃を生成し，これに対する内部積を次で与える．

ιṽ(ũ ∧ w̃) = (ιṽũ) ∧ w̃ − ũ ∧ (ιṽw̃) (B.18)

(B.17)より

d(ιṽω̃) =
∂(viwi)

∂xj
dxj (B.19)

(ιṽdω̃) = ιṽ

(
∂wi

∂xj
dxj ∧ dxi

)
= −∂wi

∂xj
vjdxi +

∂wi

∂xj
vidxj (B.20)

を得る．これより (B.13)が (B.16)となることが分かる．また，高次の微分形式の物質時間微分も

(B.16)と書くことができる．速度場が ṽ ≡ (1,v)であることを考慮すると，微分一形式 w̃ = (0,w)

に対して (B.16)は

Lṽ = ∂t + Lv (B.21)

と書くことができる．(B.21)の右辺第二項のLvは三次元空間で定義されたリー微分である．(B.21)

はより高次の微分形式を物質時間微分するときにも当てはまる．流体では，(A.18)より渦度場は

微分二形式である．渦度場の物質時間微分は (B.16)より dω = ddv = 0を考慮すると

∂ω

∂t
+ dιvω (B.22)

となり，これはベクトル解析では
∂ω

∂t
−∇× (v × ω) (B.23)

と書ける．(A.13)より質量密度は微分三形式で与えられる．したがって，質量密度ρ∗1 = ρ
√
gdx1∧

dx2 ∧ dx3の物質時間微分は，d(ρ ∗ 1) = 0であることを考慮すると

∂(ρ ∗ 1)
∂t

+ dιv(ρ ∗ 1) (B.24)
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となる．これは座標系 (x0, x1, x2, x3)で表すと

∂(ρ
√
g)

∂t
+
∂(ρ

√
gvi)

∂xi
(B.25)

となる．また，(B.8)と (B.13)よりリー微分はテンソルについても以下のように定義できる [42]．

LṽT
i1,i2···in
j1,j2···jm =

∂

∂t
T i1,i2···in
j1,j2···jm + vk

∂

∂xk
T i1,i2···in
j1,j2···jm

−T k,i2···in
j1,j2···jm

∂vi1

∂xk
− T i1,k···in

j1,j2···jm
∂vi2

∂xk
− · · · − T i1,i2···k

j1,j2···jm
∂vin

∂xk

+T i1,i2···in
k,j2···jm

∂vk

∂xj1
+ T i1,i2···in

j1,k···jm
∂vk

∂xj2
+ · · ·+ T i1,i2···in

j1,j2···k
∂vk

∂xjm
(B.26)

なお，(B.25)と (B.26)で繰り返す添字は 1から 3までの和を取る．
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B.4 歪みテンソルの物質時間微分

流れがあるとき流体粒子の形は変形する．この変形を歪みと呼ぶ．歪みは変形前後における物

質空間の計量テンソルの差で表すことができる．連続体において，x̃ ≡ (x0,x)にある物質は速度

場 vによって運ばれ，時刻 x0 +∆tでは

x̃′ ≡ ϕ∆t(x̃)

= x̃+ ṽ(x̃)∆t

= (x0 +∆t,x+ v(x̃)∆t) (B.27)

にある．ここで (B.27)は (B.1)の再掲である．同様に x̃ + dx ≡ (x0,x + dx)にある物質は時刻

x0 +∆tでは

x̃′ + dx̃′ ≡ ϕ∆t(x̃+ dx)

= x̃+ dx+ ṽ(x̃+ dx)∆t

= (x0 +∆t,x+ dx+ v(x̃+ dx)∆t) (B.28)

にある．このとき，

vi(x̃+ dx) = vi(x̃) +
∂vi
∂xj

dxj (B.29)

の関係があるので，x̃′ + dx′の空間成分 (i = 1, 2, 3)は

xi + dxi + vi(x̃+ dx)∆t = xi + dxi +

(
vi(x̃) +

∂vi
∂xj

dxj

)
∆t (B.30)

となる．したがって，dx̃′ = ϕ∆t(x̃+ dx)− ϕ∆t(x̃)の空間成分 (i = 1, 2, 3)は

dx′
i =

(
δij +

∂vi
∂xj

∆t

)
dxj (B.31)

となる．反変計量テンソルについても

gij(x
′) = gij(x̃+ ṽ(x̃)∆t)

= gij(x) +
∂gij
∂xk

vk∆t (B.32)

となるので，時刻 x0 +∆tでの距離は

ds2(x′) ≡ gij(x
′)dx′idx

′
j

=

(
gij(x) +

∂gij
∂xk

vk∆t

)(
δil +

∂vi
∂xl

∆t

)(
δjm +

∂vj
∂xm

∆t

)
dxldxm

≈
(
glm + gim

∂vi
∂xl

∆t+ glj
∂vj
∂xm

∆t+
∂glm
∂xk

vk∆t

)
dxldxm (B.33)
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となる．二階の反変テンソルEijを

Eij ≡
∂gij
∂xk

vk + gkj
∂vk

∂xi
+ gik

∂vk

∂xj
(B.34)

で定義すると，二点間の距離の変化は ds2(x′)− ds2(x) ≈ Eijdxidxjとなる．したがって，Eijは

歪みを表していることが分かる．Eijを共変歪みテンソルと呼ぶ．ここで，Γn
kmを

∂gij
∂uk

= gljΓ
l
ik + gilΓ

l
jk (B.35)

を満たすものとし，共変微分∇jを

∇kT
i1,i2···in
j1,j2···jm =

∂

∂xk
T i1,i2···in
j1,j2···jm

+T l,i2···in
j1,j2···jmΓ

i1
lk + T i1,l···in

j1,j2···jmΓ
i2
lk + · · ·+ T i1,i2···l

j1,j2···jmΓ
in
lk

−T i1,i2···in
l,j2···jm Γl

j1k
− T i1,i2···in

j1,l···jm Γl
j2k

− · · · − T i1,i2···in
j1,j2···l Γl

jmk (B.36)

で定義する．(B.35)は共変微分 (B.36)を使って

∇kgij = 0 (B.37)

と書き換えることができる．同様に歪みテンソル (B.34)は

Eij = (gljΓ
l
ik + gilΓ

l
jk)v

k + gkj
∂vk

∂xi
+ gik

∂vk

∂xj

= (gljΓ
l
ik + gilΓ

l
jk)v

k + glj
∂vl

∂xi
+ gil

∂vl

∂xj

= glj

(
∂vl

∂xi
+ vkΓl

ik

)
+ gil

(
∂vl

∂xj
+ vkΓl

jk

)
= glj∇iv

l + gil∇jv
l

= ∇ivj +∇jvi (B.38)

となる．ここで vj ≡ gkjv
kは余ベクトルである．計算の上では Γi

jkは (B.35)を満たしていれば何

でもよい．もし，Γn
km = Γn

mkを要請すると，計量 gから一意に定めることができる．

Γi
jk =

1

2
gil(∂jgli + ∂iglj − ∂lgij) (B.39)

これをレビ・チビタ接続と呼ぶ．デカルト座標 gij = δijでは歪みテンソル (B.38)は

Eij ≡
(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
(B.40)
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となる．また，(B.33)を二次の項まで考慮すると，デカルト座標 gij = δijでは歪みテンソルは

Ẽij ≡
(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

+ δkl
∂uk
∂xi

∂ul
∂xj

)
(B.41)

となり，これはグリーンの歪みテンソルと呼ばれている．なお，二階の共変テンソルとして与え

られた歪みテンソルEijは反変の計量テンソル gijを用いて，混合テンソルEi
j = gikEkjや二階の

反変テンソルEij = gikEj
k = gikgjlEklに書くことができる．(B.26)を用いれば，二階の共変歪み

テンソルEijに対するリー微分は

LṽEij =
3∑

i=0

(
vk
∂Eij

∂xk
+ Ekj

∂vk

∂xi
+ Eik

∂vk

∂xj

)

=
∂Eij

∂t
+

3∑
i=1

(
vk
∂Eij

∂xk
+ Ekj

∂vk

∂xi
+ Eik

∂vk

∂xj

)
(B.42)

となる．二行目への計算では ṽ ≡ (1,v)であることとE00 = 0であることを使った．これは upper

convected time derivativeと呼ばれている．同様に混合テンソルであるEi
k = gijEjkのリー微分は

LṽE
i
j =

∂Eij

∂t
+

3∑
i=1

(
vk
∂Eij

∂xk

)
(B.43)

となり，反変テンソルであるEil = gklEi
k = gijgklEjkのリー微分は

LṽE
ij =

∂Eij

∂t
+

3∑
i=1

(
vk
∂Eij

∂xk
− Ekj ∂v

i

∂xk
− Eik ∂v

j

∂xk

)
(B.44)

となる．(B.44)は lower convected time derivativeと呼ばれる．歪みテンソルは計量テンソルを通

じて，共変，混合，反変テンソルになるので，(B.42)–(B.44)は実質的には同じものである．
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B.5 ベクトル解析

(B.3)，(B.8)，(B.13)，(B.14)，(B.42)–(B.44)にみるように，オイラー座標での物資時間微分は，

一般にリー微分を用いて (B.21)と書ける．ベクトル解析の記号を使うと，(B.21)はスカラー場に

対しては

∂t + v · ∇ (B.45)

となる．これより，ラグランジュ微分Dt ≡ ∂t + v · ∇ はスカラー場に対する物質時間微分である

ことが分かる．B.3節より，(B.21)は余接ベクトル場（微分一形式），軸性ベクトル場（微分二形

式），体積要素（微分三形式）に対して，それぞれ

∂t +∇(v· )− v ×∇× (B.46)

∂t −∇× (v× ) + v(∇· ) (B.47)

∂t +∇ · (v ) (B.48)

となる．テンソルについては (B.42)–(B.44)で与えられる．そして，(B.21)は外微分 dと交換可能

である．

dLṽw̃ = d (dιṽ + ιṽd) w̃

= dιṽdw̃

= (dιṽ + ιṽd) dw̃

= Lṽdw̃ (B.49)

ここで dd = 0を用いた．(B.49)は物質時間微分 (B.21)が発散∇· や回転∇× と交換可能である
ことを意味する．質量密度 ρと単位体積あたりのエントロピー sはスカラー場，つまり微分ゼロ

形式であり，体積要素 ∗1は微分三形式である [41]．また，(B.46)より，オイラー方程式は，微分

一形式で与えられた速度場に関する物質時間微分によって得られた式だと分かる．
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付 録C 拡散による散逸がある二成分溶液

4.5節では相互拡散による散逸が無視できる場合の高分子溶液の変分原理について議論した．こ

こでは拡散の効果を考慮した二成分溶液の変分原理について議論する．4.5節と同様に成分 aと成

分 bの質量密度をそれぞれ ρaと ρbとする．質量密度の合計を ρ ≡ ρa + ρbとして，成分 aの質量

分率を ψ ≡ ρa/ρとする．成分 aと bの質量保存則は

∂tρc +∇ · (ρcv + jc) = 0 (C.1)

となる．ここで cは aまたは bであり，vは混合流体の速度場であり，jcは拡散流速である．拡散

流速は ja = −jbを満たすとする．(C.1)は，(3.21)と

ρDtψ +∇ · ja = 0 (C.2)

に書き換えることができる．ラグランジアン密度を (4.56)と同様に運動エネルギーと内部エネル

ギーの差で与える．

Ld(ρ, ψ, s,v) ≡
1

2
ρv2 − ρϵ(ρ, ψ, s) (C.3)

µを a成分の化学ポテンシャルから b成分のそれを引いた量だと定義する．拡散による効果を考慮

し，散逸に関する式を次であたえる．

ρT (∂t + v · ∇) s−Θ+∇ · (Jq + µja) = 0 (C.4)

ここで∇· (Jq +µja)は熱流Jqと拡散流速 jaによるエントロピーの流出入を表す [43]．簡単の為，

散逸によるエントロピーの生成は拡散流速のみによって引き起こされるとする．したがって，散

逸関数は

Θ = νDtψ (C.5)

で与えることができる．これは散逸が流跡線に沿って質量分率 ψの変化によって引き起こされる

ことと，(4.13)で議論したように散逸が線積分となることから言える．(4.45)を導いた時と同様に

して，(C.4)から ∫
V

d3x

{
ρTδs− ∂xj

∂Ai

(
ρT

∂s

∂xj
− ν

∂ψ

∂xj

)
δAi − νδψ

}
(C.6)

を得る．作用積分は 4.2節と同様に与える．変数は β，K，ρ，s，v，A，ψとなる．∫ tfin

tsinit

dt

∫
V

d3x
[
Ld + βi(∂tAi + v · ∇Ai) +K(ρ− ρinitJ

−1)
]

(C.7)
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非ホロノミックな拘束条件 (C.6)を課して，(3.38)の下で停留値条件を解くと (3.1)，(3.13)，(3.49)

と次を得る．

∂

∂t
βi = −∇ · (βiv) +

{
ρ
∂K

∂xj
−
(
ρT

∂s

∂xj
− ν

∂ψ

∂xj

)}
∂xj
∂Ai

(C.8)

ρµ+ ν = 0 (C.9)

4.2節と同様に計算して，(3.13)，(3.49)，(C.8)より (3.30)を得る．また，(C.2)と (C.9)から，散

逸関数 (4.23)が

Θ = −ρµDtψ = µ∇ · ja (C.10)

となり，(C.11)は非平衡熱力学では良く知られた式 [35]となる．

ρT (∂t + v · ∇) s+ ja · ∇µ+∇ · Jq = 0 (C.11)

本節ではオイラー座標での計算を示したが，ラグランジュ座標で行うこともできる．

4.5節で説明した拡散のない高分子溶液の変部原理では拡散がないとしたので，それぞれの成分

の流跡線の終端時間の位置を指定することができた．したがって，成分 aと成分 bに対して，それ

ぞれの流跡線に関する条件 (4.55)が課すことが可能となった．(4.55)を変分原理で用いるには，そ

れぞれの成分について時間両端で流跡線を固定する条件が必要であることに注意する．一方，拡

散があるときは混合流体の流跡線の時間両端を固定することはできるが，成分 aと成分 bの流跡

線の時間両端をそれぞれ独立に固定することはできない．したがって，拡散があるときは流跡線

に関する条件は混合流体の速度場に関するものだけである．4.2節の最後で議論したように，流体

の運動を定めるには散逸関数の形をモデルによって具体的に定める必要がある．境界面での熱流

がないときは，エントロピー増大則より (C.11)の左辺第二項は負となる．

ja · ∇µ ≤ 0 (C.12)

変分原理と線形現象論を用いれば，巨視的に決定できない散逸の仕方を決定することができる．こ

れは 4.4節で粘弾性流体を議論した際に，(4.50)より粘性部分の応力テンソル σ̌ijが弾性係数 κijが

等しいことを δEijの変分からを示し，更に線形性を仮定することでマクスウェルモデルの粘弾性

流体の運動方程式を得たことと同様である．以下に線形現象論を仮定することで，拡散方程式が

導出されることを示す．(C.12)より，線形性を仮定すれば拡散流速 jaは化学ポテンシャルの勾配

∇µに比例することが分かる．
ja = −D

T
∇µ (C.13)

ここでD(> 0)は定数である．(C.13)を (C.2)に代入すると

ρDtψ −∇ ·
(
D

T
∇µ

)
= 0 (C.14)

を得る．µは ρ，s，ψの関数であり，例えば希薄溶液では µ0を ρと sの関数として

µ(ρ, s, ψ) = µ0(ρ, s) + kBT lnψ (C.15)
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と書ける [43]．ρ，sが一様であるときは，

D

T
∇µ =

DkB
ψ

∇ψ (C.16)

となる．したがって，v = 0の時，(C.14)は拡散方程式になる．

∂ρa
∂t

−∇ ·
(
DkB
ρa

∇ρa
)

= 0 (C.17)

62



付 録D 相対論的完全流体

完全流体の変分原理の相対論的拡張を考える．四次元空間内の領域をΩとおく．次に ρと sを

それぞれ物質についての共動慣性系での粒子数密度と比エントロピーとする．四元速度場をuと

する．計量テンソル g( , )は他の物質の質量によって与えられたものとする．光速を 1とする．四

元速度場uの規格化条件は次となる．

g(u,u) + 1 = 0 (D.1)

座標系を (x0, x1, x2, x3)で与えると，計量テンソルを gijと書くことができ，(D.1)は

giju
iuj + 1 = 0 (D.2)

となる．体積要素は ∗1 =
√
−gdx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3となる．ここで

√
−gは

√
− det gij である．

拘束条件 (3.21)，(3.22)，(3.37)は次のように書き換えられる．

Lu(ρ ∗ 1) = 0, Lus = 0, LuAi = 0 (D.3)

(D.3)は座標系 (x0, x1, x2, x3)では

∂i(ρu
i
√
−g) = 0 (D.4)

ui∂is = 0 (D.5)

ui∂iAj = 0 (D.6)

となる．ここで ρ，s，Aiはスカラー値の関数である．共動慣性系での単位質量あたりの内部エネ

ルギー ϵは ρと sの関数となり，ラグランジアン密度は次のようになる．

L(ρ, s) = −ρϵ (D.7)

共動慣性系での圧力 P と温度 T をそれぞれ (3.5)と (3.6)で定義する．また，非相対論と同様にエ

ンタルピー hを (3.7)で定義する．非相対論での作用積分 (3.39)は，相対論では次のように修正さ

れる．

I(ρ, s,A,κ, λ,β,u, γ) =

∫
Ω

{
∗1L(ρ, s) + ργ ∗ 1 {g(u,u) + 1}

−κLu(ρ ∗ 1)−ρ ∗ 1λLus−
2∑

i=1

ρ ∗ 1β̃iLuAi

}
(D.8)
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ここで γ，κ，λ，β̃iは未定乗数項である．また，計算を簡便にするために，クレプシュポテンシャ

ルの未定定数項に粒子数密度 ρ ∗ 1を乗じた．(D.8)の停留値条件を解くことで，ラグランジアン

密度 (D.7)の時間空間積分を (D.1)と (D.3)の下で極小値を与える条件を求めることができる．境

界条件として (3.20)と (3.38) を課す．作用積分の停留値条件より次を得る．

−h+ Luκ = 0 (D.9)

−T + Luλ = 0 (D.10)

Luβ̃i = 0 (D.11)

2γg(u, ) + dκ− λds−
2∑

i=1

β̃idAi = 0 (D.12)

(D.1)，(D.3)，(D.9)–(D.12)より 2γ = hとなり，四元速度に関して次の式を得る．

hg(u, ) + dκ− λds−
2∑

i=1

βidAi = 0 (D.13)

これのリー微分を計算すると相対論的オイラー方程式を得る．

Lu {hg(u, )}+ dp/ρ = 0 (D.14)

次にハミルトン形式を考える．vを次のように定義する．

v ≡
(
u1
u0
,
u2
u0
,
u3
u0

)
(D.15)

(D.1)より u0 = 1/
√
1− v2となる．座標系 (x0, x1, x2, x3)での粒子数密度は ρ̄ ≡ ρu0となる．ラグ

ランジアン密度 (D.7)はL(ρ̄
√
1− v2, s)となり，拘束条件 (D.4)–(D.6)は

∂

∂t
ρ̄
√
−g +∇ · (ρ̄

√
−gv) = 0 (D.16)

∂

∂t
s+ v · ∇s = 0 (D.17)

∂

∂t
Ai + v · ∇Ai = 0 (D.18)

となる．(3.21)，(3.22)，(3.37)に見るように，(D.16)–(D.18)の形は非相対論での完全流体の拘束

条件と同じである．したがって，(5.1)節での議論がそのまま成り立つ．(D.16)と (D.17)は

ρ̄− ρ̄initJ
−1 = 0 (D.19)

s− sinit = 0 (D.20)

と積分形で書ける．非相対論のときと同様に ρ̄initと sinitはAの関数であり，J−1は (3.45)である．
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次にハミルトン形式について議論する．作用積分を∫ tfin

tinit

dt

∫
V

d3x {L(ρ̄, s,v)+βi(∂tAi+v ·∇Ai)} (D.21)

で与える．ここで βi ≡ β̃iρu0である．ρ̄と sに (D.19)と (D.20)代入して，(D.21)の停留値条件を

解けば，非相対論の時と同様にオイラー方程式 (D.14)を得ることができる．5.8に対応して，

H̃(A,v,β, s) ≡ L(ρ̄
√
1− v2, s) + βiv · ∇Ai (D.22)

を得る．(D.21)の vに関する変分を解いたものを v♯(A,β)と定め，これを (D.22)に代入したもの

をハミルトニアンとする．

H(A,β, s) ≡ H̃(A,v♯,β, s) (D.23)

このとき，正準方程式は次となる．

dA

dt
=

∂H
∂β

(D.24)

dβ

dt
= −∂H

∂A
(D.25)

散逸系についても同様の拡張は可能と考えられるが，これは今後の課題である．
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