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1

第 1章

序論

Fermi 粒子系超流動の研究は、単体電子系や化合物電子系の超伝導、超流動 3He 等、

様々な物質で行われている。単体や比較的簡単な組成の化合物に見られる、いわゆる

BCS(Bardeen-Cooper-Schrieffer) 超伝導体は平均場的な BCS 理論によって良く説明さ

れる一方で [1–3]、強相関物質として知られる銅酸化物超伝導体では 100 Kを超える超伝

導転移温度や、いわゆる擬ギャップ現象をはじめとする様々な新奇物性が見つかってい

る [4, 5]。理論上、これら Fermi粒子系超流動は、Fermi粒子間相互作用の強さに関する

性質である BCS-BEC クロスオーバーによって統一的に理解されるものと期待されてい

る [6–14]。これに対し、2004年には、冷却 Fermi原子気体の超流動および BCS-BECク

ロスオーバーがアルカリ金属 Fermi 原子 40K [15] と 6Li [16–18] の気体それぞれにおい

て実現し、その物性が盛んに議論されている。

冷却原子気体は、真空引きされた容器内に磁場やレーザー光を用いてトラップさ

れ [19–21]、温度 ∼ 102 nKまで冷却された原子気体を実験対象とする [22]。特に、アル

カリ金属原子の気体は、原子間の相互作用を外部磁場の効果によって制御できたり、レー

ザーの定在波の導入によって結晶格子に類似した格子構造または低次元性を導入したりす

ることができるなど、高い操作性を持つ [23–26]。そのため、原子種による個別の性質の

みならず、Fermi気体、Bose気体の普遍的な性質の実験的な検証が期待されている。近

年では、冷却 Fermi原子気体の物性を測定する技術が開発され、Fermi粒子系の超流動お

よび BCS-BECクロスオーバーにおける物性が明らかになりつつある。

本章では、まず、1.1節でアルカリ金属 Fermi原子気体における実験手法について述べ

る。次に、1.2節で Fermi原子気体において実現した BCS-BECクロスオーバーと本論文

の主題である擬ギャップ現象について述べる。1.3節で本研究の目的を述べる。
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1.1 冷却アルカリ金属 Fermi原子気体における実験手法

アルカリ金属原子は高温の原子源から供給され、Zeeman減速器のレーザー光によって

減速、磁場とレーザー光を用いた磁気光学トラップによって、ある原子状態の原子が選択

的に捕獲される。原子気体はレーザー光によって冷却され、気体の温度は ∼ 102 µKに達

する。この熱平衡状態の原子気体に対し、高い運動エネルギーを持つ原子をトラップから

解放する。そして、再度気体を熱平衡させて高エネルギーの原子を解放する過程を繰り返

す蒸発冷却によって、気体は ∼ 102 nKまで冷却される。

Fermi原子の蒸発冷却を行う際には、Pauliの排他律によって、同じ原子状態にある原

子間相互作用は、低温で著しく抑制されることに注意しなければならない。この問題は、

半数程度の原子を電磁波によって他の原子状態に遷移させて２成分系として冷却、あるい

は、Fermi原子と共に Bose原子をトラップし、これら２原子間の相互作用を利用して共

同的な冷却を行うことによって回避される [24]。

Regal と Jin によるアルカリ金属 Fermi 原子 40K 気体の Feshbach 共鳴を利用した原

子間相互作用の操作性を示した実験では、前者の方法が用いられた [26, 27]。この実験で

は、レーザー場のみによって光学的に捕獲する光学トラップが利用され、原子数 ∼ 105

個、T ∼ 0.1TF(TF は Fermi温度)が達成された。近年では、以上の方法によって生成さ

れた Fermi原子気体の物理量の測定技術が開発され、盛んに議論されている。

本節では、アルカリ金属 Fermi原子気体の光学トラップと Feshbach共鳴を利用した原

子間相互作用の操作性、および、物理量の測定方法について述べる。

1.1.1 アルカリ金属 Fermi原子気体の光学トラップ

アルカリ金属 Fermi 原子気体は、レーザー光によって光学的にトラップすることがで

きる [19–21]。レーザー光による電場

E0(r, t) = êE0(r)e−iωt + C.C., (1.1)

による原子のエネルギー変調を考える。ここで、êは電場方向の単位ベクトル、E0(r)は

電場の振幅、ω は周波数である。簡単のため、原子の基底状態 |g〉と励起状態 |e〉の２準
位系を考える。レーザー場中の原子は、電気双極子近似の範囲で、

∆E = −1
2
α(ω)E0(r)2, (1.2)

のエネルギー変調を受ける。

α(ω) =
2|〈e|d · ê|g〉|2h̄ω0

(h̄ω0)2 − (h̄ω)2
, (1.3)
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図 1.1 レーザー光による光学トラップの概念図 [20]。赤はレーザー光、黄はレーザー

光によってトラップされた原子気体を表す。(1.2)式と (1.3)式に示すように、ω < ω0

に赤方変調したレーザーをレンズで集光することにより、レンズの焦点付近に引力のト

ラップポテンシャルを生じさせることができる。

は動的原子分極率、dは電気双極子演算子である。また、|g〉のエネルギーを基準にした
|e〉のエネルギーを h̄ω0 と置いた。

(1.2)式と (1.3)式より、ω < ω0 のレーザー光に対して∆E < 0となるから、レーザー

光は強度の２乗に比例した引力ポテンシャルとして原子に作用する。そのため、図 1.1に

示す概念図のように、レーザー光をレンズを用いて集光することによって、焦点付近に原

子をトラップすることができる。この機構では、トラップポテンシャル V (r)は調和ポテ

ンシャル

V (r) =
1
2
m(ω2

xx2 + ω2
yy2 + ω2

zz2), (1.4)

で近似でき、トラップ周波数 ωx、ωy、ωz は 2π × 101 Hz～2π × 102 Hz程度である。

光学トラップは、レーザー場のみによって原子気体を捕獲する。そのため、磁場を

Feshbach共鳴による原子間相互作用の制御に用いることできるという利点がある。

1.1.2 Feshbach共鳴による原子間相互作用の可変性

Feshbach共鳴は異なる超微細構造間の２原子の散乱過程において、束縛状態が混成す

る現象であり、これによって、２原子間の有効的な相互作用は影響を受け、共鳴点付近で

大きく変化する [8, 23, 24]。ここでは、アルカリ金属 Fermi原子 40Kの Feshbach共鳴を

例に、磁場を用いた原子間相互作用の制御性について概説する。

まず、40Kにおける束縛状態の形成について述べる。40Kでは、電子系のスピン ↑, ↓に
対応して、原子のスピン状態

|1〉 = |F = 9/2, Fz = −9/2〉,
|2〉 = |F = 9/2, Fz = −7/2〉,



4 第 1章 序論

図 1.2 Feshbach共鳴における開チャンネル (open channel)と閉チャンネル (closed

channel)の概念図 [24]。開チャンネルに対し閉チャンネルのエネルギーを外部磁場に

よって制御することができる。開チャンネルにおける入射エネルギーと閉チャンネル

の共有結合的な束縛状態のエネルギーが一致するときが、Feshbach共鳴点である。

が用いられる。これら２状態間の相互作用は、近距離の電子間斥力と、遠距離の van der

Waals引力によって形成される Lennard-Jones型となる (図 1.2赤線)。これに加え、異

なる原子スピン間には超微細相互作用

Hh = JI · s, (1.5)

が存在する。ここで、I、s はそれぞれ原子核と電子のスピンであり、40K の場合、

(I, s) = (4, 1/2)で F = 9/2, 7/2である。

|1〉と |2〉の原子が十分に離れているとき、強磁場の影響で２原子の最外殻電子はスピ
ン三重項状態の開チャンネル (open channel)である。図 1.2に示すとおり、スピン一重

項状態の閉チャンネル (closed channel)では、孤立した２原子状態は磁場の影響で高エネ

ルギーであるが、原子間隔が小さいときには共有結合的な束縛状態が開チャンネルのエネ

ルギー近傍に存在する。このため、これら２状態の原子が衝突するとき、開チャンネル内

の散乱に加えて、Hh による最外殻電子スピンと核スピンの交換によって、閉チャンネル
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の２体束縛状態 |b〉へ遷移する過程が混成する。つまり、|1〉と |2〉が衝突すると、開チャ
ンネル内の散乱

|1〉|2〉 → |1〉|2〉,

に加え、２次摂動の範囲で

|1〉|2〉 → |b〉 → |1〉|2〉,

という過程が生じる。

これら２過程を考慮すると、|1〉と |2〉の間の有効相互作用 Veff は、

Veff = −U − g2

2ν
, (1.6)

と書ける。ここで、−U は図 1.2赤線のポテンシャルによる有効相互作用であり、ν は図

1.2中の入射エネルギー (incident energy)を基準にした束縛状態 |b〉(bound state)のエ

ネルギー、g は |1〉|2〉 → |b〉の遷移振幅である。
ν は超微細構造間による原子スピン間エネルギーに依存するから、外部磁場 B によっ

て変化させることができる。図 1.2緑線で示された |1〉と |2〉の低エネルギー散乱エネル
ギーと |b〉の束縛状態エネルギー差が 0になるとき、ν = 0であり、このときの磁場を B0

と書くと、

Veff = −U − g2

α(B −B0)
, (1.7)

を得る。ここで、α は比例定数である。したがって、|1〉 と |2〉 間の相互作用は外部磁場
B によって操作することができる。なお、|1〉と |2〉の間の散乱長 aは、

a(B) = abg

(
1− γ

B −B0

)
, (1.8)

の形で書ける。ここで、abg は U による散乱長である。

図 1.3 に 40K 気体における |1〉 と |2〉 間の散乱長 a の磁場依存性を示す。B < 209 G

の領域において |1〉と |2〉間の相互作用は引力であり、aは B0 = 202 G付近で大きく変

化する。図 1.4 に示すように、このような変化は測定された散乱断面積 σ にも現れてい

る。(1.8)式における各パラメータの測定値は

B0 = 202 G,

γ = 7.8 G,

abg = 174a0,

である [28]。
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図 1.3 40Kの |9/2,−9/2〉状態と |9/2,−7/2〉状態の間の Feshbach共鳴点付近にお

ける散乱断面積の磁場依存性。Bohr半径 a0 で無次元化された散乱長 aの磁場依存性

((1.8)式) [26]a = 0となる磁場を境に高磁場側が斥力領域、低磁場側が引力領域であ

る。共鳴点 B0 = 202 G をにおいて a は発散する。B > B0 が弱結合領域、B < B0

が強結合領域である。

図 1.4 40Kの |9/2,−9/2〉状態と |9/2,−7/2〉状態の間の Feshbach共鳴点付近にお

ける散乱断面積の磁場依存性。測定された散乱断面積の磁場依存性 [26, 28]。

なお、6Li気体の場合、

|1〉 = |F = 1/2, Fz = 1/2〉,
|2〉 = |F = 1/2, Fz = −1/2〉,

の２成分がよく用いられ、

B0 = 834 G,
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γ = −300 G,

abg = −1405a0,

が得られている [29]。

1.1.3 photoemissionスペクトルの測定

冷却原子気体における光電子分光型測定は 2008 年に JILA グループの Stewart らに

よって確立された [30]。図 1.5に光電子分光測定と冷却原子系における測定の模式図を示

す。固体電子系の場合、試料にエネルギー hν の光を入射し、光電効果によって試料外に

飛び出した電子のエネルギーと運動量 (Ek, k)を測定する。伝導電子に対する仕事関数を

φと置くとき、Einsteinの方程式

hν = φ + Ek, (1.9)

が成り立つ。放出された電子の運動量は入射光と検出器の角度から知ることができるか

ら、(1.9)式と合わせて、検出器が捕らえる電子の強度分布から固体中の電子の分散関係

と寿命を知ることができる。

s波で相互作用する冷却 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバーでは、Feshbach

共鳴によって強く相互作用している、電子系のスピン ↑、↓に対応する、２種の原子状態
|1〉、|2〉に注目する。このうち、いずれか一方 (ここでは |2〉とする)をこれらの状態との

相互作用を持たない状態 |3〉へと遷移させる。このとき、それぞれ孤立して静止した |2〉
と |3〉のエネルギー差が仕事関数 φに対応する。孤立した |2〉の静止エネルギーを基準と
すると、|3〉の原子のエネルギーは分散関係

Ek =
(h̄k)2

2m
+ φ, (1.10)

に従う。|3〉 にある原子の運動量は time of flight 法によって知ることができる。原子気

体をトラップから解放することによって、気体は自由膨張を始め、時刻 t経過後の原子の

位置 r は

r =
h̄k

m
t, (1.11)

で与えられる。ここで、mは原子質量である。このように、|3〉の time of flight後の原

子分布を撮影することによって、|2〉のスペクトルを測定することができる。
40K気体における測定では、原子のスピン状態

|1〉 = |F = 9/2, Fz = −9/2〉,
|2〉 = |F = 9/2, Fz = −7/2〉,
|3〉 = |F = 9/2, Fz = −5/2〉,
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図 1.5 光電子分光型測定 (photoemission spectroscopy) の模式図 [30]。(a) 試料に

電磁波を照射し、励起された粒子のスペクトルを測定する。(b)冷却原子気体において

は、電磁波によって注目する原子状態を相互作用の無視できる別の状態へ遷移させる。

孤立した２準位間のエネルギー差が仕事関数 φに対応する。

の３状態が用いられている [30–33]。|2〉と |3〉の間の仕事関数は
φ = h× 47 MHz, (1.12)

であり、波長 6 mの電波領域である。これに対し、気体の半径は ∼ 102 µmであるため、

スペクトルの位置分解は簡単ではない。現在のところ、photoemissionスペクトルは気体

全体の平均値として得られている。

1.1.4 気体の熱力学の測定

気体の photoemission スペクトルが局所的には得られていない一方で、一部の熱力学

量は詳細な位置依存性が測定されている。その一例として、気体の圧力測定について述

べる。

図 1.6に気体の圧力測定の模式図を示す。スクリーンに射影された原子数密度から、気

体の局所的な圧力 P (r) を測定することができる [34–36]。測定データを解析する上で、

気体の局所的な化学ポテンシャルを

µ(r) = µ− V (r) = µ− 1
2
m(ω2

xx2 + ω2
yy2 + ω2

zz2), (1.13)

とみなす局所密度近似 (LDA: local density approximation, Thomas-Fermi 近似) を用

いる [37]。Gibbs-Duhem方程式より、局所的な圧力 P (r)、原子数密度 n(r)、LDA化学

ポテンシャル µ(r)、エントロピー密度 s(r)の間には

dP (r) = n(r)dµ(r) + s(r)dT, (1.14)
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図 1.6 圧力測定の模式図 [35]。気体側面から電磁波を照射し、背面のカメラチップに

よって吸収イメージを撮影する。チップ上の各点 (z, x) における像から y 軸方向に積

分された原子数が得られ、これを x 軸方向に積分することによって、(1.17) 式より z

軸上の気体の圧力を測定することができる。

が成り立つ。トラップ気体内では温度は一定だから、

dP (r) = n(r)dµ(r), (1.15)

を得る。実験と対応して、z 成分を固定して x,y 成分を積分する場合、

dµ(r) = −Mωxωy

2π
dxdy, (1.16)

と書けるから、

P (0, 0, z) = −Mωxωy

8π

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dyn(r), (1.17)

として、圧力が原子の密度分布より求められる。

1.2 冷却 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバーと擬

ギャップ現象

Fermi原子 40K気体および 6Li気体における超流動と BCS-BECクロスオーバーの実

現以降、様々な物理量の測定が行われ、本現象の研究が精力的に行われている。本節で
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は、冷却 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバーと、そこで発現すると期待されて

いる擬ギャップ現象について述べる。

1.2.1 BCS-BECクロスオーバーと冷却 Fermi原子気体における実現

BCS-BEC クロスオーバーは、引力 Fermi 粒子系の相互作用依存性に関する性質であ

り、引力相互作用が弱い極限における自由 Fermi 粒子系から、相互作用が強い極限おけ

る Bose分子系へと連続的に移り変わっていく現象である [6–8, 11, 12]。絶対零度におけ

る系の基底状態は Fermi原子対による超流動状態であり、相互作用が弱い弱結合 BCS領

域においては電子系超伝導を記述する BCS(Bardeen-Cooper-Schrieffer)基底状態 [1–3]、

相互作用が強い強結合 BEC領域においては Bose分子の Bose-Einstein凝縮 (BEC) [37]

が実現する。これら２つの極限は、相互作用の強さを変化させることによって連続的に

つながり、途中で相転移を伴わない [7]。図 1.7の BCS-BECクロスオーバーの概念図に

示す通り、基底状態のクロスオーバーと同様に、超流動転移温度 Tc 等 [11]、有限温度に

おける振る舞いも弱結合領域から強結合領域へクロスオーバーする。弱結合 BCS領域で

は、BCS理論に従い、Tc は相互作用の増大に伴って指数的に増大する。ところが、それ

に伴って熱的に励起された原子の揺らぎが顕著になり、Tc は BCS 平均場理論によって

与えられる値 T ∗ より小さくなる。相互作用がより強くなり、２体問題の範囲で Bose分

子が形成される相互作用の強さ (kFas)−1 = 0より強結合側になると、Tc は自由 Bose系

の BEC転移温度 Tc = 0.218TF へと漸近する (ここで、EF を Fermiエネルギーとして、

TF = EF/kB は Fermi温度である)。

冷却 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバーは、1.1.2節で述べた Feshbach共鳴

を利用した可変な原子間相互作用を用いて、2004 年に 40K と 6Li の Fermi 原子気体に

おいて実現した [10, 13–16, 23–26]。図 1.8 は、40K 気体において測定された超流動粒子

数 N0 の温度および相互作用を操作するための外部磁場依存性である [15]。∆B = 0が、

図 1.7における (kFas)−1 = 0、∆B > 0が相互作用の弱い領域、∆B < 0が相互作用の

強い領域に対応する。青色と水色の境界線は超流動粒子数が 0 から有限になる温度、す

なわち、超流動転移温度 Tc を示している。∆B = 0.4 付近から ∆B を小さくし、強結

合側へいくと、Tc は急激に増大し、∆B = 0を境に一定値をとる。また、超流動粒子数

の相互作用依存性も、∆B > 0 の領域から ∆B < 0 の領域へと連続的に変化しており、

BCS-BECクロスオーバーの特徴を捉えている。6Li気体においても同様の結果が得られ

ている [16]。

図 1.7 において、T ∗ と Tc に挟まれた領域は強い相互作用に起因する超流動揺らぎに

よって超流動転移が抑制されている領域であり、自由 Fermi 気体的な描像から離れてい

るものと考えられている。この領域においては、銅酸化物超伝導体の低ドープ領域に見ら
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図 1.7 Fermi 粒子系の BCS-BEC クロスオーバーの概念図 [9]。(kFas)
−1 は原子間

相互作用の強さを表すパラメータであり、kF は Fermi 運動量、as は２体 s 波散乱

長、EF は Fermi エネルギーである。(kFas)
−1 → −∞ が引力相互作用の弱い極限、

(kFas)
−1 → ∞が引力相互作用の強い極限に対応する。実線は強結合性を考慮して計

算された超流動転移温度 Tc であり [12]、相互作用が弱い極限では BCS平均場理論に

よる転移温度 T ∗ に、相互作用が強い極限では Bose分子の転移温度 0.218Tc に漸近す

る。T > Tc で、青色、オレンジ色で示された領域はそれぞれ Fermi原子気体的、Bose

分子気体的な領域である。これら２種の領域の中間領域は擬ギャップ (pseudogap)領

域と呼ばれ、Fermi 原子気体において強結合効果が顕著であると期待されている。な

お、(kFas)
−1 = 0は２体問題として分子が形成される相互作用を表し、擬ギャップ領

域と Bose気体を区別する目安の線として示されている。
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図 1.8 Fermi原子 40K気体において測定された超流動粒子数の外部磁場 (相互作用)、

温度依存性 [15, 26]。∆B は、B0 = 202 G を基準にした外部磁場の強さである。青

色領域と水色領域の境界線が超流動粒子数がゼロになる温度、すなわち、Tc を表す。

∆B = 0が図 1.7における (kFas)
−1 = 0に対応する。∆B = 0を境に、∆B > 0が

相互作用の弱い領域、∆B < 0 が 相互作用の強い領域である。Tc は ∆B = 0 付近を

境に相互作用が弱い領域では減少する一方、強い領域では一定値になり、BCS-BECク

ロスオーバーの理論的な概念図図 1.7と一致している。

れる「擬ギャップ (pseudogap)現象」が発現すると期待されている。

1.2.2 銅酸化物超伝導体における擬ギャップ現象

Fermi粒子系超流動における超流動揺らぎの影響は、銅酸化物超伝導体の低ドープ領域

において活発な議論されている [4, 5,38]。図 1.9に (a)BCS超伝導体 (Nb) [5,39]、(b)Bi

系銅酸化物超伝導体の状態密度を示す [5, 40]。Tc = 9 Kの Nbにおいては、絶対零度付

近で超伝導ギャップとギャップ端にコヒーレンスピークが見られる。これらの構造は Tc

付近で消失する。このように、BCS超伝導体の状態密度におけるギャップ構造は超伝導

性と１対１に対応する。銅酸化物超伝導体においても、低温における超伝導ギャップおよ

びギャップ端にコヒーレンスピークは同様に見られる。しかしながら、温度を上げるとコ

ヒーレンスピークは消失するものの、赤線で示された T = 84 K > Tc(= 83 K)において
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図 1.9 (a)Nb(BCS超伝導体) [5, 39]と (b)Bi系銅酸化物超伝導体 [5, 40]における状

態密度の温度依存性。(a) においては、T = 380 mK において超伝導ギャップが見ら

れ、これが Tc = 9 K 付近で消失する。これに対し、(b) においては T > Tc = 83 K

の常伝導相においてもなお、超流動ギャップ様の構造、すなわち、擬ギャップが存在

する。

もなお、超伝導ギャップ様の構造、擬ギャップが残る。

図 1.10に銅酸化物超伝導体の温度とドーピング依存性に関する相図を示す [5, 38]。系

にホールドーピングを行うと、青色で示した超伝導相 (“SC”)が現れる。黄色で示した擬

ギャップ領域 (“PG”) は超伝導相を囲むように現れるため、強相関電子系の超伝導と擬

ギャップ現象との関連性が議論されている。特に、図 1.9(b)の状態密度の温度依存性は、

高温領域の擬ギャップが低温の超伝導ギャップへと連続的に移り変わっていくことを示し

ており、擬ギャップが高温超伝導の前駆現象としての側面を持つものと期待されている。

一方で、銅酸化物超伝導体は超伝導以外にも様々な物性を示す。ドーピングの少ない領

域では反強磁性相 (“AF”) が現れる。また、AF 相と SC 相に挟まれた領域においては、

ドーピングによる乱雑さの影響を強く受ける物質も存在する [4]。このように、銅酸化物

超伝導体における PG領域には様々な物理背景が混在しているため、擬ギャップ現象の起
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図 1.10 銅酸化物超伝導体における１粒子状態の測定から得られた温度とホールドー

ピングに関する相図 [5]。ドーピングを増やすと、伝導電子が少ない領域では反強磁

性 (“AF”)を示し、擬ギャップ構造を持つ常伝導相 (“PG”)、超伝導相 (Tc ∼ 100 K、

“SC”)、PG相、Fermi液体相 (通常の金属電子系)へと移り変わっていく。なお、PG

相と Fermi 液体相の境界は相転移ではなくクロスオーバーである。ドーピングを増や

すことによって伝導ホールが増える一方、電子間相互作用の遮蔽が生じるため、ドーピ

ングの多い領域は有効的な相互作用が弱い領域に対応する。

源を明らかにすることは難しく、現在でも活発な議論が行われている。実際に、強相関に

由来する超伝導揺らぎ由来 [41–47]、反強磁性相由来 [48]、系のランダムネス由来 [4,5,49]

など、様々な擬ギャップ現象のモデルが提案されている。

1.2.3 冷却 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバーにおける擬ギャッ

プ現象の研究

銅酸化物超伝導体が持つ系の複雑さに対し、冷却 Fermi原子気体の BCS-BECクロス

オーバーにおいては超流動揺らぎのみが顕著であり、この系における擬ギャップの研究は

銅酸化物超伝導体における強相関物性を解明する上でも非常に重要である。そのため、近

年、Fermi 原子気体の BCS-BEC クロスオーバーにおける擬ギャップ現象や強結合効果

について様々な物理量の測定が行われ、理論、実験の両面から議論されている [23,24] 。

JILA グループによって測定された冷却 Fermi 原子気体における photoemission スペ

クトルには、擬ギャップ現象を強く示唆する振る舞いが得られている [30,31]。図 1.11(b)

に Fermi 原子気体 40K 気体の (kFas)−1 = 0 の超流動転移温度における photoemission
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図 1.11 Fermi 原子 40K 気体で測定された、(a)(kFas)
−1 = −1(弱結合領域)、

(b)(kFas)
−1 = 0、(c)(kFas)

−1 = 1(強結合領域) [30]。(b) および (c) における白

点は、各 k における低エネルギー側の幅広い構造のピークを示したものである。

スペクトルを示す [30]。黒線で示された自由 Fermi気体の分散

ω + µ =
k2

2m
, (1.18)

と比較して低エネルギー側に幅広いスペクトル構造が見られる。ここで、µは Fermi原子

の化学ポテンシャルであり、ω +µは図 1.11の縦軸に対応する。この幅広い構造を解析す

ることによって、白点で示された Bogoliubov分散型のピーク (いわゆる、back-bending

カーブ)

Ek = −
√(

k2

2m
−A

)2

+ B2, (1.19)

が見出された (A、B はフィッティングパラメータである)。常流動相においてこのよう

な分散が見られたことから、擬ギャップ現象の証拠であると期待されている。なお、図

1.11(a)に示した弱結合領域では自由 Fermi気体的な分散関係が現れ、図 1.11(c)に示し
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図 1.12 擬２次元 Fermi 原子 40K 気体の BCS-BEC クロスオーバー領域における

photoemission スペクトルの実験結果 [32]。擬ギャップ構造を示唆する、相互作用に

依存するダブルピーク構造が見られる。

た強結合領域では Bose分子の束縛状態に対応したエネルギーギャップ構造が確認されて

いる。また、この系に対し対向レーザーによって擬２次元性が導入され、photoemission

スペクトルの測定が行われた [32, 33, 50]。その結果、図 1.12に示すように、ダブルピー

ク構造を持つ擬ギャップ的な振る舞いが観測されている [32]。

これに対し、ENSグループによる気体の圧力測定では、Fermi液体的な振る舞いが報

告されている [34, 35, 51]。図 1.13 に 6Li 気体の (kFas)−1 = 0 における局所圧力 P (r)

のフーガシティの逆数 e−µ(r)/T 依存性を示す。強結合効果によって、気体の圧力は自由

Fermi気体の圧力 P0(r)と比較して増大する。e−µ(r)/T の大きい、高温領域においては、

P (r) はビリアル展開によって良く説明される。µ(r)/T ' 1の領域は Fermi液体の理論

によってフィットできることが報告された [35]。挿入図における直線は Fermi 液体的な

フィッティングであり、P (µ, T )は、

P (µ, T ) =
2

15π2

(
2m

h̄2

)3/2

µ5/2

(
ξ−3/2
n +

5π2

8
ξ−1/2
n

m∗

m

(
kBT

µ

)2
)

, (1.20)

である。挿入図から、有効質量 m∗ = 1.12(3)m、ξn = 0.51(1)が導かれている。低温で

は、Fermi液体的な振る舞いから超流動性を持つと示唆される領域へと変化し、擬ギャッ

プ領域は存在しないと、この実験では主張されている [51]。

理論的にも、Green関数法 [41,44,52–62]やモンテカルロシミュレーション [43,63–65]、

ビリアル展開 [66, 67]などにより、Fermi原子気体の１粒子スペクトルや熱力学の解析が

試みられているものの、40K 気体の photoemission スペクトルと 6Li 気体の熱力学を統
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図 1.13 6Li 気体において測定された圧力 P のフーガシティの逆数 e−µ/T 依存

性 [34, 35]。圧力 P は、同じ温度、化学ポテンシャルを持つ自由 Fermi 気体の圧力

P (0) で規格化されている。挿入図は P を (kBT/µ)2 の関数として書き、Fermi液体的

なフィッティングを施したものである。

一的に説明することには成功していない。自己無撞着 T -行列理論では、熱力学量が盛ん

に解析されており [57, 58]、かつ、Fermi原子の１粒子スペクトルに擬ギャップは生じな

いと主張されているものの [59]、photoemissionスペクトルの解析は行われていない。ま

た、ビリアル展開を用いた議論では、高温領域の熱力学の定量的な説明や photoemission

スペクトルの定性的な説明がなされている一方で、高温において正当化されるこの手法を

Tc 近傍の photoemissionスペクトルに適用することには議論の余地がある。モンテカル

ロシミュレーションによる１粒子状態の解析は、十分なエネルギーおよび運動量の分解能

が得られていない [43, 65]。さらに、BCS-BECクロスオーバーの広い温度、相互作用領

域に対する１粒子状態の解析は簡単ではなく、図 1.7の相図において、擬ギャップ領域が

理論的にどのような物理量によって定義されるかについても、明らかではない。ごく最

近、MITグループによる 6Li気体の比熱や圧縮率、エントロピー等の熱力学量の測定に

よって、Fermi 液体的な振る舞いについて懐疑的な報告も成されている [68]。このよう

に、冷却 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバーにおける擬ギャップ現象の存在そ

のものに関し、理論、実験共に明確な結論は得られていない。そのため、図 1.7に示した

相図における擬ギャップ領域の存在の有無は当該研究領域における解決すべき重要な課題

の１つとなっている。
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1.3 本論文の目的と構成

本論文では、冷却 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバーにおいて、Fermi原子

の強結合性に由来する擬ギャップ現象が実際に存在することを理論的に示し、冷却 Fermi

原子気体における測定結果と比較して検証する。

まず、BCS-BECクロスオーバーを記述する T -行列理論を用い、空間的に一様な Fermi

原子気体の１粒子状態 (状態密度およびスペクトル強度)を解析する。そして、超流動揺

らぎを起源に Fermi 原子の状態密度に擬ギャップが生じることを示す。この結果を利用

し、擬ギャップを考慮した冷却原子気体の BCS-BEC クロスオーバーにおける相図を作

成する。

次に、冷却原子気体における実験と比較するため、トラップポテンシャルの効果を考慮

した解析を行う。トラップされた気体の原子数密度は、トラップポテンシャルの底で最も

大きく、一方で端にいくほど小さくなるため、超流動性や超流動揺らぎもこの空間的な非

一様性の影響を受ける。特に超流動相では、気体中心では超流動性が顕著な一方、その外

側に超流動揺らぎが顕著な擬ギャップ領域が存在し、気体の端付近では多体効果が重要で

はない通常の Fermi 気体的な領域が存在するものと期待される。このような空間的な非

一様性を端的に示すため、擬ギャップ現象を考慮したトラップ系の相図を示す。この相図

を用い、40K気体の photoemission スペクトル [30] や 6Li気体の熱力学 [35]を解析し、

これらが Fermi 原子の強結合効果と擬ギャップ現象によって矛盾無く説明されることを

示す。さらに、本理論を２次元系に拡張し、擬２次元 40K 気体における photoemission

スペクトルの実験結果 [32]を理論的に説明する。

本論文の構成は以下の通りである。

2章では、３次元一様系の BCS-BECクロスオーバーにおける Fermi原子の状態密度お

よびスペクトル強度を解析する。常流動相および超流動相それぞれにおいて、状態密度と

スペクトル強度の相互作用、温度依存性を議論し、擬ギャップ現象を考慮した一様系の相

図を示す。3章では、2章で議論した擬ギャップ現象がトラップ系においても現れること

を局所密度近似を用いて示し、さらに photoemissionスペクトルと気体の圧力の解析を行

う。さらに、40K気体の photoemissionスペクトルの測定結果および 6Li気体の局所圧力

と比較し、これらを定量的に説明することを示す。4章では、2章および 3章の３次元系

で用いた理論を２次元系に適用し、擬２次元 40K気体において測定された photoemission

スペクトルの解析を行う。２次元系においても、定量的なレベルで擬２次元 40K 気体の

photoemissionスペクトルの実験結果 [32]を説明する。

本論文では、系の体積および h̄、kB を 1とする単位系を用いる。



19

第 2章

一様な Fermi原子気体における擬
ギャップ現象

本章では、一様な Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバーにおける Fermi原子の

1 粒子状態について議論する。超流動転移温度近傍で顕著になる超流動揺らぎの効果を

T -行列近似の範囲で考慮する T -行列理論を用いて、Fermi原子の状態密度とスペクトル

強度を解析する。超流動転移温度近傍の状態密度に擬ギャップが生じる一方、低温では超

流動ギャップ構造、高温では強結合効果の影響の少ない、自由 Fermi気体的な構造が現れ

る。この結果を利用し、擬ギャップ現象を考慮した Fermi原子の BCS-BECクロスオー

バーにおける相図を明らかにする。

まず 2.1 節で超流動揺らぎを考慮した、一様な冷却原子気体の BCS-BEC クロスオー

バーにおける強結合モデルについて記述する。次に、2.2節で、超流動転移温度と化学ポ

テンシャルおよび超流動オーダーパラメータの温度、相互作用依存性を示し、T -行列理

論が Fermi 原子気体の BCS-BEC クロスオーバーを記述することを示す。2.3 節では、

Fermi原子の１粒子スペクトルや状態密度を解析し、超流動揺らぎがもたらす影響につい

て議論する。そして、2.4節で、冷却 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバーにおけ

る相図を示す。

本章の内容は、論文 [69]で議論した。

2.1 一様な Fermi原子気体の強結合モデル

本節では、原子状態の異なる２成分間に s波で接触型の引力相互作用がはたらく２成分

Fermi 原子気体のハミルトニアンから出発し、常流動相における BCS-BEC クロスオー

バーを記述する理論について述べる。
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図 2.1 自己エネルギー Σσ(p) ≡ Σpσ(iωn)を表す Feynmannダイアグラム。実線は

G0
σ(p) ≡ G0

pσ(iωn)、破線は −U を表す [41, 60]。

2.1.1 常流動相のハミルトニアンと１粒子 Green関数

BCS-BECクロスオーバーを記述するため、可変な接触型引力相互作用 −U (< 0)を持

つハミルトニアン

H =
∑

p

ξpc
†
pσcpσ − U

∑

p,p′,q

c†p+q/2↑c
†
−p+q/2↓c−p′+q/2↓cp′+q/2↑, (2.1)

から出発する。ここで、σ =↑, ↓ は擬スピンと呼ばれ、異なる２つの原子状態を表
す。また、c†pσ, cpσ は運動量 p、擬スピン σ の Fermi 原子の生成・消滅演算子であ

り、ξp = εp − µ = p2/(2m) − µは Fermi原子の化学ポテンシャル µを基準にしたとき

の運動エネルギーである。

本論文では、BCS-BEC クロスオーバーにおける強結合効果を Green 関数の T -行列

近似によって議論する。運動量 p、擬スピン σ の Fermi原子に対する１粒子 Green関数

Gpσ(iωn)は、

Gpσ(τ) = −〈Tτ (cpσ(τ)c†pσ(0))〉, (2.2)

Gpσ(iωn) =
∫ 1/T

0

dτGpσ(τ)eiωnτ , (2.3)

によって定義される。ここで、〈· · ·〉 は統計平均、Tτ (· · ·)は虚時間順序積を表す。また、
ωn = (2n + 1)πT は Fermi松原周波数である。Gpσ(iωn)を

Gpσ(iωn) =
1

G0
pσ(iωn)−1 − Σpσ(iωn)

, (2.4)

と置く。ここで、

G0
pσ(iωn) =

1
iωn − ξp

, (2.5)
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は非摂動 Green関数、Σpσ(iωn)は相互作用の効果を取り込んだ自己エネルギーである。

相互作用による散乱のうち、超流動転移温度近傍で顕著となる Cooper チャンネルを図

2.1の Feynmannダイアグラムの範囲で考慮すると [41, 60]、

Σpσ(iωn) = T
∑
q,νn

Γq(iνn)G0
q−p,−σ(iνn − iωn)ei(νn−ωn)δ, (2.6)

となる。ここで、νn = 2nπT は Bose松原周波数、δ = +0である。散乱行列 Γq(iνn)は

Γq(iνn) =
−U

1− UΠq(iνn)
, (2.7)

で与えられる。ここで、２体相関関数 Πq(iνn)は

Πq(iνn) = −
∫ 1/T

0

dτeiνnτ 〈Tτ

∑

p,p′
c†p+q/2σ(τ)c†−p+q/2,−σ(τ)

×c−p′+q/2,−σ(0)cp′+q/2σ(0)〉
= T

∑
p,ωn

G0
p+q/2σ(iνn + iωn)G0

−p+q/2,−σ(−iωn)eiωnδ

= −
∑

p

1− f(ξp+q/2)− f(ξ−p+q/2)
iνn − ξp+q/2 − ξ−p+q/2

, (2.8)

である。

2.1.2 超流動性を考慮したハミルトニアンと１粒子 Green関数

超流動相においては、超流動揺らぎの影響に加えて、凝縮体の影響を考慮する必要が

ある。Appendix. Aで導出するように、(2.1)式のハミルトニアンに超流動オーダーパラ

メータ ∆を導入すると、

H =
∑

p

Ψ†p
[
ξpτ3 −∆τ1

]
Ψp − U

∑
q

ρ+(q)ρ−(−q), (2.9)

を得る。ここで、

Ψp =
(

cp↑
c†−p↓

)
, (2.10)

であり、また、τj(j = 1, 2, 3)は Pauli行列、

τ1 =
(

0 1
1 0

)
, τ2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (2.11)

である。また、ρ±(q) = [ρ1(q)± iρ2(q)]/2とおいた。ここで、

ρj(q) =
∑

p

Ψ†p+qτjΨp−q, (2.12)
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図 2.2 超流動相における自己エネルギー Σ̂(p) ≡ Σ̂p(iωn)を表す Feynmannダイア

グラム。実線は Ĝ0(p) ≡ Ĝ0
p(iωn)、破線は −Uδs,−s′ を表す。ここで、δ++ = δ−− =

1, δ+− = δ−+ = 0である。また、Π̂s,s′(q) ≡ Π̂s,s′
q (iνn)と記した。

である。

超流動相においては 2× 2行列の Green関数

Ĝp(τ) ≡ −
(

〈Tτ cp↑(τ)c†p↑(0)〉 〈Tτ cp↑(τ)c−p↓(0)〉
〈Tτ c†−p↓(τ)c†p↑(0)〉 〈Tτ c†−p↓(τ)c−p↓(0)〉

)
, (2.13)

Ĝp(iωn) =
∫ 1/T

0

dτĜp(τ)eiωnτ , (2.14)

を用いて議論する。相互作用を考慮し、Fourier変換された (2.13)式を、

Ĝp(iωn) =
1

Ĝ0
p(iωn)−1 − Σ̂p(iωn)

, (2.15)

と置く。ここで、

Ĝ0
p(iωn) =

1
iωn − ξpτ3 + ∆τ1

, (2.16)

は平均場近似のGreen関数である。図 2.1に対応する、超流動相における自己エネルギー

の Feynmannダイアグラムは図 2.2で与えられ、

Σ̂p(iωn) = −T
∑
q,νn

∑

s,s′=±
Γ̂ss′

q (iνn)τ−sĜ
0
p+q(iωn + iνn)τ−s′e

i(ωn+νn)δ, (2.17)
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となる [70]。ここで、τ± = (τ1 ± iτ2)/2である。2× 2の散乱行列 Γ̂ss′
q (iνn)は

(
Γ̂+−

q (iνn) Γ̂++
q (iνn)

Γ̂−−q (iνn) Γ̂−+
q (iνn)

)
= −U

[
1 + U

(
Π̂−+

q (iνn) Π̂++
q (iνn)

Π̂−−q (iνn) Π̂+−
q (iνn)

)]−1

, (2.18)

であり、2体相関関数 Π̂ss′
q (iνn)は、

Π̂s,s′
q (iνn, r) = −

∫ 1/T

0

dτ〈Tτρs(τ, q)ρs′(0,−q)〉eiνnτ

= T
∑
p,ωn

Tr
[
τsG

0
p+q/2(iωn + iνn)τs′G

0
p−q/2(iωn)

]
ei(ωn+νn)δ,(2.19)

で定義され、Appendix. B.1に示すように、ωn の和をとると、

Π̂++
q (iνn) =

1
4

∑
s=±1

∑
p

s∆2

Ep+q/2Ep−q/2

Ep+q/2 + sEp−q/2

ν2
n + (Ep+q/2 + sEp−q/2)2

×
[
tanh

(
Ep+q/2

2T

)
+ s tanh

(
Ep−q/2

2T

)]
, (2.20)

Π̂+−
q (iνn) =

1
4

∑
s=±1

∑
p

[[
1 + s

ξp+q/2ξp−q/2

Ep+q/2Ep−q/2

]
1

iνn − (Ep+q/2 + sEp−q/2)

+
[
1− ξp+q/2

Ep+q/2

] [
1− s

ξp−q/2

Ep−q/2

]
iνn

ν2
n + (Ep+q/2 + sEp−q/2)2

]

×
[
tanh

(
Ep+q/2

2T

)
+ s tanh

(
Ep−q/2

2T

)]
, (2.21)

および、Π̂−−q (iνn) = Π̂++
q (iνn)、Π̂−+

q (iνn) = Π̂+−
q (−iνn) が得られる。また、Ep =√

ξ2
p + ∆2 は Bogoliubovスペクトルである。

Fermi 原子の状態密度 (DOS : density of states) やスペクトル強度 (SW : spectral

weight)は解析接続された Green関数 Ĝp(iωn → ω + iδ)より計算することができ [71]、

それぞれ
ρ(ω) =

∑
p

Ap(ω), (2.22)

Ap(ω) = − 1
π

ImĜp(iωn → ω+ = ω + iδ)|11, (2.23)

で与えられる。(2.23) 式中、Ĝp(iωn → ω + iδ) 内の解析接続された自己エネルギー

Σ̂p(iωn → ω + iδ)は、Appendix. B.2に示すようにして (2.17)式中の νn の和をとった

後に iωn → ω + iδ と解析接続することによって、

Σ̂p(iωn → ω + iδ)|11 = Σ̂HF
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+
1
π

∑
q,s=±1

∫ ∞

−∞
dz

nB(z) + f(sEp+q)
z − sEp+q + ω+

(
1− s

ξp+q

Ep+q

)
Im

[
Γ+−

q (z+)
]
,

(2.24)

Σ̂p(iωn → ω + iδ)|12 =
1
π

∑
q,s=±1

∫ ∞

−∞
dz

nB(z) + f(sEp+q)
z − sEp+q + ω+

s
∆

Ep+q
Im

[
Γ++

q (z+)
]
,

(2.25)

で与えられる。ここで、z+ = z + iδ であり、

Σ̂HF = −U

2
τ3

∑
p

[
1− ξp

Ep
tanh

(
βEp

2

)]
, (2.26)

である。また、f(x)、nB(x)は、それぞれ、Fermi、Bose分布関数である。

なお、∆ = 0、つまり、常流動相では、

Ĝp(iωn) =
(

Gp↑(iωn) 0
0 −G−p↓(−iωn)

)
, (2.27)

が成り立つ。したがって、超流動相における DOSおよび SWの表式 (2.22)式と (2.23)

式を用いて、常流動相の DOS、SWをそれぞれ計算することができる。

2.2 Fermi原子系の超流動転移温度と化学ポテンシャルおよ

び超流動オーダーパラメータ

冷却原子気体では s波 2体散乱長 as が観測可能な物理量であるため、有効相互作用 U

を as によって表すと便利である。U と as は関係式、

4πas

m
=

−U

1− U
∑pc

p
1

2εp

, (2.28)

によって結ばれる [72, 73]。ここで、pc はカットオフである。

Fermi原子気体の化学ポテンシャル µと超流動オーダーパラメータ ∆は粒子数方程式

と BCSギャップ方程式を連立して解くことによって自己無撞着に決定される。これらの

方程式は、それぞれ、

N = 2T
∑

p

Ĝp(iωn)|11eiωnδ, (2.29)

∆ = −4πas∆
m

∑
p

(
tanh Ep

2T

2Ep
− 1

2εp

)
, (2.30)

次式で与えられる。超流動相では ∆は有限であり、常流動相では ∆ = 0である。特に、

常流動相で、粒子数方程式 (2.29)式は、常流動相における Ĝp(iωn)と Gpσ(iωn)の関係
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図 2.3 Tcと、Tcにおける µの (kFas)
−1依存性の計算値 [60]。εF(= kBTF)は Fermi

エネルギーである。

式 (2.27)式より
N = T

∑
pσ

Gpσ(iωn)eiδωn , (2.31)

となる。

図 2.3に Tc と、Tc における µの as 依存性を示す。弱結合 BCS領域 (kFas)−1 <∼ − 1

のとき、Tc、µc = µ(T = Tc) は、それぞれ、BCS 理論による平均場近似の超流動転移

温度

TMF =
8eγ−2εF

π
e

π
2kFas , (2.32)

および Fermiエネルギーに εF に漸近する [8, 11]。ここで、γ = 0.577 · · ·は Eular定数、

kF =
√

2mεF は Fermi 波数である。一方、強結合 BEC 領域 (kFas)−1 >∼ 1 で、それぞ
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図 2.4 T -行列理論による BCS-BEC クロスオーバーにおける µ と ∆ の温度依存性

の計算結果。本章ではこれらを基に ρ(ω)と Ap(ω)を計算する。

れ、自由 Bose分子の BEC転移温度 [37]

TBEC =
2π

[ζ(3/2)]2/3

N2/3

m
= 0.218TF, (2.33)

(ζ(s)はリーマンのゼータ関数であり、ζ(3/2) = 2.612 · · ·)および１粒子あたりの結合エ
ネルギー Eb の半分

µ = −Eb

2
, (2.34)

Eb = − 1
ma2

s

, (2.35)
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図 2.5 (a)µ および (b)∆ の温度依存性。T -行列理論においては、相互作用が強いと

き、T > Tc でありながら∆が有限となる領域が生じる。

に漸近する [8, 11]。この振る舞いは、T -行列理論による粒子数方程式 (2.29) 式および

(2.31)式が、強結合 BEC極限において Bose分子の粒子数方程式に漸近することに由来

する。この点については、Appendix. Cで常流動相における粒子数方程式 (2.31)式を用

いて説明する。

図 2.4(a)、(b) に、それぞれ、BCS-BEC クロスオーバーにおける µ および ∆ の T、

as 依存性を示す。次節では、これらを基に Fermi原子の１粒子状態を計算し、議論する。

このように T -行列理論による冷却 Fermi 原子気体の BCS-BEC クロスオーバーの解析

では、観測量である温度 T、散乱長 as を基に、µ および ∆ を自己無撞着に決定するこ

とにより、フィッティングパラメータを用いずに物理量を議論することができる。なお、
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図 2.6 (a)Tc および (b)T = 0.1Tc における DOSρ(ω) の相互作用依存性。(a) に示

した数値は (kFas)
−1 である。

(kFas)−1 >∼ − 0.5では、図 2.5に示すように T > Tc においても ∆が有限の領域が存在

するが、これは用いている T -行列近似によるものである [70]。

2.3 冷却 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバーにおけ

る１粒子状態

本節では Fermi原子の状態密度とスペクトル強度を解析し、冷却原子気体の BCS-BEC

クロスオーバーにおいて擬ギャップが現れることを示す。
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2.3.1 絶対零度における超流動ギャップと転移温度における擬ギャップ

図 2.6に Tc と低温 (T = 0.1Tc)における状態密度 ρ(ω)(DOS)の相互作用依存性を示

す。図 2.6(a) からわかるように、Tc における擬ギャップは、(kFas)−1 ∼ −1 から生じ

はじめる。相互作用が大きくなると、揺らぎが強くなることに伴って、擬ギャップは大

きくなる。BEC領域 ((kFas)−1 = 1)では、Bose分子の束縛エネルギーに対応するエネ

ルギーギャップ構造へと変化していく。一方、図 2.6(b) に示した 0.1Tc においては、熱

揺らぎが抑えられ、超流動オーダーパラメータ ∆ に由来する超流動ギャップが生じる。

BCS 領域ではギャップ端にコヒーレンスピークが見られ、BEC 領域においては強結合

性によって消失する。この振る舞いは平均場近似における DOSの表式によって理解でき

る。相互作用の弱い BCS領域側では、µ > 0であり、

ρ(ω) =
m3/2

2
√

2π2
[θ(ω −∆)− θ(−ω −∆)]

[√√
ω2 −∆2 + µ

(
ω√

ω2 −∆2
+ 1

)

+θ(µ2 + ∆2 − ω2)
√
−

√
ω2 −∆2 + µ

(
ω√

ω2 −∆2
− 1

)]
(µ > 0),

(2.36)

で与えられる。ω = 0 を挟み、大きさ 2∆ のエネルギーギャップが生じる。また、

ω/
√

ω2 −∆2 の因子を持つ項が |ω| = ∆ のコヒーレンスピークを生じる。一方、µ < 0

である BEC領域側では、

ρ(ω) =
m3/2

2
√

2π2

[
θ(ω −

√
µ2 + ∆2)− θ(−ω −

√
µ2 + ∆2)

]

×
[

ω√
ω2 −∆2

+ 1
] √√

ω2 −∆2 − |µ| (µ < 0), (2.37)

であり、ギャップの大きさが 2
√

µ2 + ∆2 となる。そのため、ω = ∆の発散点の影響を受

けず、コヒーレンスピークは現れない。

図 2.7に T -行列理論において T = 0.1Tc の DOSに現れる超流動ギャップサイズ ESF

と Tc における擬ギャップサイズ EPG [74]、および、平均場近似による T = 0における

超流動ギャップサイズ EMF の相互作用依存性を示す。各ギャップのサイズは図 2.7の挿

入図に示した方法で決定した。まず、(擬) ギャップ構造によって生じる ω = 0 付近の、

ρ(ω)の極小を与えるエネルギーを ω0 とおく。次に ρ(ω)の ω < 0に現れるピークにおけ

るエネルギーを ω1 とする。そして、[ρ(ω0) + ρ(ω1)]/2における (擬)ギャップのエネル

ギーを 2E とした。また、EMF は (2.36)式に現れるエネルギーギャップ、

EMF =
{

∆MF (µ ≥ 0),√
∆MF

2 + µ2 (µ < 0),
(2.38)
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図 2.7 ESF、EPG および EMF の相互作用依存性。挿入図に EPG、ESF の決定法

を示す。ギャップによって状態密度が最小になるエネルギーを ω0、低エネルギー側

のピークのエネルギーを ω1 とし、これらのエネルギーにおける状態密度の平均値

[ρ(ω0) + ρ(ω1)]/2を求め、ギャップの幅を定義した。

であり、∆MF は平均場近似、

N = 2T
∑

p

Ĝ0
p(iωn, ∆ → ∆MF)|11eiωnδ, (2.39)

∆MF = −4πas∆MF

m

∑
p


 1

2
√

ξ2
p + ∆2

MF

− 1
2εp


 , (2.40)

の T = 0における解である [7, 8]。EMF と比較すると、ESF はクロスオーバー領域で揺

らぎの影響を受け、小さくなるものの、揺らぎが弱くなる BCS領域および BEC領域で

は一致する。一方、EPG は、BCS領域では 0に漸近するが、揺らぎが顕著になるクロス

オーバー領域において急激に増加し、BEC領域で EMF に漸近する。

ESF の EMF からの減少は量子揺らぎに由来する [70]。Bose気体では、この効果は量

子ディプリージョンと呼ばれ、相互作用の影響で T = 0においても非凝縮分子が存在す

る [75]。そのため、T = 0においても強結合効果は存在し、ESF は EMF と比較して小さ

くなっている。
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図 2.8 (kFas)
−1 = −1 における ρ(ω)((a1)-(a4)) と対応する Ap(ω)((b1)-(b4)) の

温度依存性。(a1) と (b1) は T = Tc、(a2) と (b2) は T = 0.98Tc、(a3) と (b3) は

T = 0.9Tc、(a4)と (b4)は T = 0.1Tc である。Ap(ω)は ε−1
F で規格化されている (図

2.9-2.11においても同様である)。

2.3.2 超流動相における１粒子状態

図 2.8に (kFas)−1 = −1における状態密度 ρ(ω)(DOS)とスペクトル強度 Ap(ω)(SW)

の温度依存性を示す。図 2.8(a1)-(a3) に示した ω = 0 付近の温度変化からわかる通り、
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図 2.9 (kFas)
−1 = 0 における ρ(ω)((a1)-(a4)) と対応する Ap(ω)((b1)-(b4)) の温

度依存性。(a1) と (b1) は T = Tc、(a2) と (b2) は T = 0.9Tc、(a3) と (b3) は

T = 0.7Tc、(a4)と (b4)は T = 0.1Tc である。

Tc の DOSに見られる擬ギャップ構造は、Tc 直下で温度変化し、T = 0.9Tc においてコ

ヒーレンスピークを伴う超流動ギャップが現れる。図 2.8(a4)に示した 0.1Tc では、超流

動ギャップ、コヒーレンスピーク共に顕著になる。

図 2.8(b1) に示した Tc における SW は自由 Fermi 気体の場合とほぼ同様で、ω =

p2/(2m) − µに沿ったピークを持つ。図 2.8(b3)に示した T = 0.9Tc においては、∆の
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図 2.10 (kFas)
−1 = 0.8における ρ(ω)((a1)-(a3)) と対応する Ap(ω)((b1)-(b3)) の

温度依存性。(a1) と (b1) は T = Tc、(a2) と (b2) は T = 0.6Tc、(a3) と (b3) は

T = 0.1Tc である。

発達によって

ω = ±Ep = ±
√

ξ2
p + ∆2, (2.41)

の Bogoliubov分散が見られる。図 2.8(b4)に示した T = 0.1Tc においては、エネルギー

ギャップ端の分散が鋭くなり、DOSに顕著なコヒーレンスピークを生じさせる。

クロスオーバー領域においては、DOS と SW の温度依存性はより顕著である。図

2.9(a1)-(a4)に (kFas)−1 = 0の超流動相における DOSの温度依存性を示す。図 2.9(a2)

に示した 0.9Tc の DOSでは、強結合効果によって擬ギャップ効果が残り、∆が有限であ

るにも関わらず ρ(ω = 0) は有限である。さらに温度を下げ、図 2.9(a3) に示した 0.7Tc

では ∆が大きくなるため、ρ(ω = 0)の強度が抑えられる。図 2.9(a4)に示した 0.1Tc に

は超流動ギャップが生じ、ギャップ端にコヒーレンスピークが現れる。温度依存性は SW
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においてより顕著である。図 2.9(b1)-(b4)に、それぞれ、図 2.9(a1)-(a4)に示した DOS

に対応する SWを示す。図 2.9(b1)に示した Tc においては、∆ = 0にも関わらずダブル

ピーク構造が見られ、この構造が DOS に擬ギャップをもたらしている。Tc 付近におい

て温度を下げ ∆ が有限になると、図 2.9(b2) に示した 0.9Tc の SW に見られるように、

ω > 0のピーク構造に変化が現れるものの、ω = 0付近の強度は依然として有限である。

さらに温度を下げ、図 2.9(b3)に示した 0.7Tc では、ω = 0付近の強度は徐々に弱くなっ

て超流動ギャップ構造が生じ、同時にギャップ端の分散も鋭くなる。そして、図 2.9(b4)

に示した 0.1Tc では (2.41) 式で与えられる Bogoliubov 分散による明確な超流動ギャッ

プ構造が現れる。このように、DOSに超流動ギャップが現れることに伴って、SWは擬

ギャップ的な幅広いダブルピーク構造から、超流動ギャップの特徴である鋭い構造へと変

化する。そのため、クロスオーバー領域においては、ρ(ω = 0, T )が Tc における値からど

の程度小さくなったかによって、超流動相における超流動揺らぎの影響を議論することが

可能である。

これに対し図 2.10 に示す強結合 BEC 領域においては、Bose 分子が形成されるため、

図 2.10(a1)、(b1)に示す通り、ω = 0付近には Tc においても DOSと SWにエネルギー

ギャップが生じる。そして、図 2.10(a1)-(a3)に示した DOS、および、図 2.10(b1)-(b3)

に示した SW の ω = 0 付近におけるエネルギーギャップ構造を保ったまま、低温に

おける超流動ギャップ構造へと変化していく。そのため、T <∼ Tc において常にエネル

ギーギャップが存在しており、低エネルギーに Fermi原子の励起は存在しない。一方で、

Bose-Einstein凝縮状態においては、低エネルギーに Bogoliubovフォノンの励起構造を

持つため [76]、気体の振る舞いは Bose分子によって支配される。

2.3.3 常流動相における擬ギャップの温度依存性

図 2.11 に常流動相における状態密度 ρ(ω)(DOS) とスペクトル強度 Ap(ω)(SW) の温

度依存性を示す。図 2.11(a1)に示した弱結合領域 ((kFas)−1 = −1)においては、超流動

揺らぎは比較的弱いため、1.1Tc で DOSにおける凹み、すなわち擬ギャップは消失する。

また、図 2.11(a2)-(a4)に示した SWは、Tc 付近で揺らぎの影響を強く受けないことに対

応して、温度依存性は顕著には生じない。

図 2.11(b1)-(b4) に示したクロスオーバー領域 ((kFas)−1 = 0) では、Tc における擬

ギャップが顕著であるため、DOS や SW の温度依存性においても顕著な影響が見られ

る。Tc の DOS における擬ギャップ構造は、T = 1.3Tc において、凹みが消失する。し

かしながら、ω < 0 の構造はあまり変化せず、擬ギャップの名残が見られる。この振る

舞いは SW において、より顕著である。図 2.11(b3) に示した T = 1.3Tc の SW は、図

2.11(b2)に示した Tc と同様の擬ギャップ的なダブルピーク構造を持つ。このため、DOS
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図 2.11 T > Tc における ρ(ω)((a1)、(b1)、(c1)) と対応する Ap(ω)((a2)-(a4)、

(b2)-(b4)、(c2)-(c4)) の温度依存性。(a1)-(a4) は (kFas)
−1 = −1、(b1)-(b4) は

(kFas)
−1 = 0、(c1)-(c4)は (kFas)

−1 = 0.8である。

における凹みが消失しても、揺らぎの影響は依然として顕著であることが期待される。

図 2.11(b4) に見られる通り、さらに高温では SW におけるダブルピーク構造が弱くな

り、ω = p2/(2m) − µ に対応するシングルピーク構造へと変化していく。したがって、

DOSにおける凹みの有無によって超流動揺らぎを評価することによって BCS-BECクロ

スオーバーの常流動相における擬ギャップ温度の下限を定めることができる。

なお、強結合 BEC 領域においては、Tc の図 2.11(c1) の DOS や図 2.11(c2)-(c4) の
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SWに見られる ω < 0のピーク構造は、高温で消失していく。そのため、揺らぎは系の性

質には大きな影響を及ぼさない。

2.4 一様な冷却 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバー

における相図

以上に議論したように、冷却 Fermi 原子気体の BCS-BEC クロスオーバーにおける

超流動揺らぎの影響は、状態密度 ρ(ω) に現れる擬ギャップ構造によって評価すること

ができる。図 2.12 に一様系冷却原子気体の BCS-BEC クロスオーバーにおける相図を

示す。T ∗ は常流動相における擬ギャップ温度であり、状態密度における擬ギャップ、

つまり、ω = 0 における凹みが生じる温度を表す。T̃ ∗ は超流動相における擬ギャッ

プ温度であり、擬ギャップが超流動ギャップへと変化する温度を表す。本論文では

ρ(ω = 0, T̃ ∗) = 0.5ρ(ω = 0, T = Tc)となる温度とした。また、転移温度における Bose

分子の解離エネルギーを基に、熱解離温度 T = 2|µ(Tc)| (µ < 0)で定める。この温度よ

り強結合側は Bose分子が形成される領域である。なお、これらの温度は相転移を示すも

のではなく、系の振る舞いのクロスオーバーを表す目安の温度である。

図 2.12(b)で、転移温度をまたぐ、これら３つの温度に囲まれた領域は、超流動揺らぎ

が顕著で状態密度に擬ギャップが現れる擬ギャップ領域である (“PG”)。擬ギャップ領域

から温度を上げると、超流動揺らぎは弱くなり、系は強結合揺らぎの影響の少ない、常

流動 Fermi気体的になる (“NF”)。一方、温度を下げると、熱的な揺らぎが押さえられる

一方で超流動性は顕著になるため、平均場的な超流動相 (“SF”) が現れる。Bose 分子の

領域 (“MBEC”および “NB”)では、Fermi原子の１粒子状態は Bose分子の束縛エネル

ギー (Eb = 1
ma2

s
)に対応する大きなエネルギーギャップ構造を持つ。そのため、系の励起

は T > Tc では Bose分子の１粒子励起、T < Tc では Bogoliubovフォノンの集団励起に

よって支配される [37, 70]。

図 2.12(c)に R ≡ ρ(ω = 0, T )/ρ(ω = 0, Tc) = 0.7、0.5、0.3の相互作用依存性を示す。

いずれの Rに対しても、同様の T̃ ∗ を定義することができる。そのため、本節で行った、

ρ(ω = 0) の温度依存性の評価による T̃ ∗ の決定は超流動相における擬ギャップ現象の特

徴を捉えている。



2.4 一様な冷却 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバーにおける相図 37

図 2.12 冷却 Fermi 原子気体の BCS-BEC クロスオーバーにおける相図。(a) 超流

動転移温度と本論文で定めた特徴的な温度: T ∗ は常流動相における擬ギャップ温度

で、ρ(ω)に ω = 0付近の凹みが現れる温度で定義される。T̃ ∗ は超流動相における擬

ギャップ温度で、ρ(ω = 0, T̃ ∗) = 0.5ρ(ω = 0, Tc) となる温度である。T = 2|µ(Tc)|
は Bose 分子が解離する温度の目安で、この線より強結合側は Bose 分子気体的な領

域である。なお、Tc を除き、全てクロスオーバー的な振る舞いの目安となる線であ

り、相転移は伴わない。(b) 相図。PG: 擬ギャップ領域、NF: 強結合効果の影響が小

さい Fermi 気体的な領域、SF: エネルギーギャップを持つ Fermi 超流動領域、NB:

Bose 分子気体的な領域、MBEC: Bose 分子気体の BEC 的な領域。(c)T̃ ∗ を別の

R = ρ(ω = 0, T )/ρ(ω = 0, Tc)によって定めた場合の相互作用依存性。
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トラップされた Fermi原子気体にお
ける擬ギャップ現象と測定量の解析

2章で示した BCS-BECクロスオーバーの相図における擬ギャップ領域、つまり、状態

密度やスペクトル強度に見られる擬ギャップ構造は、photoemissionスペクトルを解析す

ることによって確かめられるものと期待される。しかしながら、現在までのところ、ト

ラップされた Fermi原子気体の位置分解された photoemissionスペクトルは得られてお

らず、トラップポテンシャルによる空間的な非一様性の影響を受けている。そこで本章で

は、トラップポテンシャルの影響を局所密度近似 (LDA: local density approximation、

Thomas-Fermi近似)を用いて T -行列理論をトラップ系へと拡張し、解析する。まず、気

体内の局所的な状態密度の解析を行い、擬ギャップ領域が空間的に非一様に分布すること

を示す。そして、温度、相互作用、気体の位置に対するトラップされた冷却 Fermi 原子

気体の相図を明らかにする。特に、超流動相のある温度域においては、気体中心に超流動

ギャップが顕著な領域、気体端付近の強結合効果が顕著ではない領域、これらに挟まれ

る擬ギャップ領域という、殻構造を生じることを示す。次に、この相図を用いて気体の

photoemissionスペクトルを議論し、40K気体の Tc における測定結果 [30]を定量的な範

囲で説明することを示す。さらに 6Li気体において測定された気体の圧力 [34, 35]の解析

を行い、BCS-BECクロスオーバーにおける強結合理論によって、やはり定量的に説明で

きることを示す。

3.1節で超流動揺らぎとともにトラップの効果を考慮する局所密度近似を導入する。次

に、3.2節で Fermi原子の１粒子状態の相互作用、温度および位置依存性を議論し、空間

の非一様性と擬ギャップ現象について議論する。3.3節では photoemissionスペクトルを

解析し、冷却原子気体における測定結果が理論計算によって定量的に説明されることを示

す。さらに、3.4節で気体の局所圧力を解析し、photoemissionスペクトルと同様に実験

結果を定量的に説明できることを示す。
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本章の内容は、論文 [77]で議論した。

3.1 トラップされた Fermi原子気体と局所密度近似

本節では、2章の議論を局所密度近似 (LDA)を用いてトラップ系に拡張する。まず、ト

ラップされた、原子間相互作用の無い自由 Fermi原子気体を議論し、LDAが系を良く記

述することを示す。そして、LDAを用いて T -行列理論をトラップ系に拡張する。

3.1.1 トラップされた自由 Fermi原子気体と局所密度近似

調和ポテンシャル

V (r) =
1
2
m(ω2

xx2 + ω2
yy2 + ω2

zz2), (3.1)

によってトラップされた自由 Fermi原子の固有エネルギーは

E(nx, ny, nz) =
(

nx +
1
2

)
ωx +

(
ny +

1
2

)
ωy +

(
nz +

1
2

)
ωz, (3.2)

で与えられる。原子状態 ↑, ↓ の自由 Fermi 原子が、それぞれ原子数 N↑(= N↓) だけト

ラップされているとき、Fermiエネルギー εF(À (ωxωyωz)1/3)は、絶対零度における粒

子数方程式

N↑ =
1

ωxωyωz

∫ εF

0

dz1

∫ εF−z1

0

dz2

∫ εF−z1−z2

0

dz3 =
ε3F

6ωxωyωz
, (3.3)

より、
εF = (6N↑ωxωyωz)1/3 = (3Nωxωyωz)1/3, (3.4)

で与えられる。ここで、N(= N↑ + N↓)はトラップ内の全原子数である。

一方、局所密度近似 (LDA)では、ポテンシャルエネルギー V (r)を基準にした Fermi

エネルギー
µ(r) = εF − V (r), (3.5)

によってトラップポテンシャルの効果を考慮し、各点 r では局所的な Fermiエネルギー

µ(r)を持つ自由 Fermi原子気体とみなす。LDAで、自由 Fermi原子気体の絶対零度に

おける粒子数方程式は

N =
∫

drn(r), (3.6)

n(r) = 2
∑

p

f0(εp − µ(r)) =
(2m)3/2

3π2
µ(r)3/2Θ(µ(r)), (3.7)
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で与えられる [78]。ここで、εp = p2/(2m) は r = 0 の静止エネルギーを基準とした

Fermi 原子の運動エネルギーである。また、f0(x) = Θ(−x) は絶対零度における Fermi

分布関数であり、Θ(x)は階段関数である。(3.6)式で、

r → r′ =
(

ωtr

ωx
x′,

ωtr

ωy
y′,

ωtr

ωz
z′

)
, (3.8)

とスケール変換する。ここで、ωtr = (ωxωyωz)1/3 である。すると、調和ポテンシャル

(3.1)式は

V (r) =
1
2
mω2

trr
2, (3.9)

となり、粒子数方程式 (3.6)式より、

N = 4π

∫ RF

0

r′2dr′
(2m)3/2

3π2
µ(r′)3/2 =

ε3F
3ω3

tr

, (3.10)

を得る。ここで、RF は、

εF =
1
2
mω2

trR
2
F, (3.11)

を満たす、LDAによって与えられる自由 Fermi気体の絶対零度における半径である。こ

れより、
εF = (3N)1/3ωtr = (3Nωxωyωz)1/3, (3.12)

となり、調和ポテンシャルにおける自由 Fermi原子の固有エネルギーから得られた Fermi

エネルギーの表式 (3.4)式と一致する。このように、トラップされた、原子間相互作用の

無い自由 Fermi 原子気体は、調和トラップ V (r) の効果を局所的な原子数密度 n(r) が、

Fermiエネルギー µ(r)を持つ一様 Fermi気体の表式 (3.7)式によって与えられると仮定

することによって議論することができる。

r のスケール変換 (3.8)式によって、粒子数方程式 (3.6)式中の r 積分は球対称な r′ 積

分に置き換えることができる。このように、LDAの範囲では (3.9)式で示した、球対称な

表式を用いて良い。

3.1.2 T -行列理論と局所密度近似によるトラップされた Fermi原子気体の

定式化

自由 Fermi原子気体における局所密度近似 (LDA)を [61, 62, 79, 80]、T -行列理論に適

用し、トラップ系へと拡張する。LDAでは、粒子数方程式は、

N =
∫

drn(r), (3.13)



42 第 3章 トラップされた Fermi原子気体における擬ギャップ現象と測定量の解析

で与えられ、原子数密度 n(r)は、2章で用いた T -行列近似を用いて議論すると、

n(r) = 2T
∑
p,ωn

Ĝp(iωn, r)|11eiωnδ, (3.14)

で与えられる。ここで、

Ĝp(iωn, r) =
1

iωn − ξp(r)τ3 + ∆(r)τ1 − Σp(iωn, r)
, (3.15)

ξp(r) = εp − µ(r)である。LDAにおける自己エネルギー等の表式は、2章で議論した表

式 (2.17) 式で µ → µ(r) と置き換えることで得られる。トラップ内では原子の密度が r

に依存するため、超流動オーダーパラメータ ∆ も r に依存する。これを明示するため、

LDAにおける ∆を ∆(r)と表記する。

局所的な状態密度 (LDOS: local density of states) やスペクトル強度 (LSW: local

spectral weight)も解析接続された LDAの Green関数 Ĝp(iωn → ω + iδ, r)を用いて、

ρ(ω, r) =
∑

p

Ap(ω, r), (3.16)

Ap(ω, r) = − 1
π

ImĜp(iωn → ω+ = ω + iδ, r)|11, (3.17)

と表される。

Appendix. Dで導出するように、局所的な photoemissionスペクトル I(p, Ω, r)は、

I(p, Ω, r) = 2πt2FAp(ξp(r)− Ω, r)f(ξp(r)− Ω), (3.18)

で与えられる [62]。ここで、tF は photoemissionカレントの遷移行列要素である。(3.18)

式の空間平均を取ると、

Iave(p, Ω) =
2πt2F

4πR3
F/3

∫
drAp(ξp(r)− Ω, r)f(ξp(r)− Ω), (3.19)

となる。これより、測定される photoemissionスペクトルに対する表式

S(p, ω) = Iave(p,Ω → ξp − ω), (3.20)

を得る。

∆(r)は局所的な BCSギャップ方程式、

∆(r) = −4πas∆(r)
m

∑
p

(
tanh Ep(r)

2T

2Ep(r)
− 1

2εp

)
, (3.21)

によって、(3.13)式と合わせて、µ(= µ(r = 0))と共に自己無撞着に決定する。ここで、

Ep(r) =
√

ξ(r)2 + ∆(r)2 である。特に、超流動転移温度 Tc は、最も高密度である r = 0
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図 3.1 BCS-BECクロスオーバーにおける∆(r = 0)、∆(r)および µの計算値。(a)、

(c)の挿入図は、それぞれ、Tc と Tc における µである。温度軸は (a)、(c)は TF で、

(b)は Tc で規格化されている。

におけるギャップ方程式が ∆(r = 0) → 0の解を持つ条件、

U−1 =
∑

p

tanh ξp(r=0)
2T

2ξp(r = 0)
, (3.22)
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図 3.2 BCS-BECクロスオーバーにおける n(r)。
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図 3.3 0.5Tc の n(r)におけるカスプ構造。nMF(r)は平均場近似成分の寄与。nB(r)

は揺らぎ成分の寄与。カスプ構造は∆(r) = 0となる r 付近で、nB(r)に現れる。

によって与えられる。

図 3.1に µおよび ∆(r)の as、T 依存性、Tc と Tc における µの as 依存性を示す。µ

や Tc、∆(r = 0)の振る舞いは 2章で扱った一様系と同様に、弱結合 BCS領域から強結

合 BEC領域へクロスオーバーする。図 3.2(a)-(c)に、それぞれ、BCS領域、クロスオー

バー領域、BEC領域における粒子数密度 n(r)の温度依存性を示す。BCS領域では、気

体は Fermi縮退しているため、n(r)はほとんど温度に依存しない。相互作用が強くなる

と、系のボソン的な性質が反映され、低温でトラップ中心に原子が集まる。

図 3.2の原子数密度分布より、1章で述べた方法を用いて気体の圧力 P (r)を計算する

ことができる。(1.15)式は、

dP (r) = n(r)dµ(r) = mω2
trrn(r)dr, (3.23)

と書け、これより、

P (r) =
∫ r

∞
n(r′)dµ(r′) = mω2

tr

∫ r

∞
r′n(r′)dr′, (3.24)

を得る。

なお、∆(r) や n(r) には LDA と T -行列近似による非物理的な振る舞いが生じる。

実際、

1 = −4πas

m

∑
p

(
tanh ξp(r0)

2T

2ξp(r0)
− 1

2εp

)
, (3.25)
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によって ∆(r ≥ r0) = 0となる半径 r0 を決定することができる。しかしながら、n(r)が

有限な領域では ∆(r)も有限となるべきなので [37]、このような振る舞いは今用いている

近似 (LDA)によるものである。一方で、r = r0 付近で ∆(r)は急激に変化するはずであ

るから、r0 は超流動性が顕著な領域の目安であると期待される。また、図 3.2(b)-(c)に見

られるカスプ構造は r = r0 に現れている。n(r)を

nMF(r) =
∑
p,ωn

Ĝ0
p(iωn)|11, (3.26)

nB(r) =
∑
p,ωn

(Ĝp(iωn)− Ĝ0
p(iωn))|11, (3.27)

の２成分に分解すると、図 3.3に示したとおり、nB(r)にのみ現れる [80]。このようなカ

スプ構造は BEC転移温度におけるトラップされた Bose気体を LDAによって解析する

際にも現れることが知られており [37]、本質的ではない。

3.2 トラップされた Fermi原子気体の局所的な１粒子状態

図 3.4は (kFas)−1 = 0の超流動相における局所状態密度 ρ(ω, r)(LDOS)の温度、位置

依存性である。気体中心 (r = 0)の Tc では、図 3.4(a1)に示すとおり、ω = 0付近の凹

み、すなわち、擬ギャップが現れる。温度を下げると、図 3.4(a2)に示すとおり、ω = 0

付近の状態密度が減少する。図 3.4(a3)-(a4)に見られるように、さらに低温ではコヒーレ

ンスピークを伴う超流動ギャップへと変化していく。このように、気体中心における振る

舞いは、ρ(ω, r = 0) は図 2.9(a1)-(a4) に示した一様系における状態密度 ρ(ω) と同様で

ある。

一方で、r = 0.5RF においては、図 3.4(b1)-(b2)に示すように、T = Tc、0.9Tc におい

ても擬ギャップや超流動ギャップは生じない。これは r = 0.5RF においては、T > 0.7Tc

において∆(r = 0.5RF) = 0であるため、この温度域においては超流動性は反映されてお

らず、超流動ギャップは生じない。∆(r)は T ≤ 0.7Tc で有限となる。この状況は、r = 0

の Tc と同じである。実際に、図 3.4(b3)に示す T = 0.7Tc には擬ギャップが現れる。そ

して、図 3.4(b4) に示す 0.1Tc では、コヒーレンスピークを伴う超流動ギャップが見ら

れる。

以上の議論は、LDAの ∆(r)が有限となる温度、すなわち、

r0(T = Tc(r)) = r, (3.28)

を満たす温度 Tc(r)を局所的な転移温度と解釈することによって整理することができる。

ここで、r0(T ) は、(3.25) 式を満たす半径である。0.5RF では、Tc(r) = 0.7Tc である。
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図 3.4 (kFas)
−1 = 0の T ≤ Tc における LDOSρ(ω, r)の温度および位置依存性。

LDOSは T > Tc(r)では一様系の常流動相、T < Tc(r)では超流動相に対応する温度依

存性を持つ。

なお、r = RF においては原子の密度が小さいため、図 3.1(b)に示した通り、LDAの

範囲では ∆(r)は有限にはならない。そのため、Tc(r)は存在せず、擬ギャップや超流動
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図 3.5 (kFas)
−1 = 0の T ≥ Tc における LDOSρ(ω, r)の温度および位置依存性。

ギャップは現れない。そして、全温度域において自由 Fermi気体的な LDOS

ρ(ω, r = RF) ∼
√

ω + µ(r = RF)Θ(ω + µ(r = RF)), (3.29)

を示す。ここで、Θ(x)は階段関数である。

図 3.5 に、(kFas)−1 = 0 の常流動相における LDOS を示す。図 3.4 で述べたとおり、

気体中心では Tc(r = 0) = Tc であるため、図 3.5(a4)に示した Tc で擬ギャップが最も顕
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図 3.6 BCS 領域 ((kFas)
−1 = −1) および BEC 領域 ((kFas)

−1 = 0.8) の T < Tc

における r = 0における LDOSρ(ω, r)の温度依存性。

著である。図 3.5(a3) に示した T = 1.1Tc で、ω = 0 付近の凹み、すなわち擬ギャップ

が消失する。さらに高温では、図 3.5(a2)、(a1) に示したとおり、ω < 0 の LDOS が小
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図 3.7 BCS 領域 ((kFas)
−1 = −1) および BEC 領域 ((kFas)

−1 = 0.8) の T > Tc

における r = 0における LDOS ρ(ω, r)の温度依存性。破線 (緑)、点線 (青)は、それ

ぞれ、縦軸方向に +0.25、+0.5オフセットしてある。

さくなり、自由 Fermi気体的な振る舞いへと変化していく。これに対し r = 0.5RF にお

いては、図 3.5(b4)に示した Tc において、既に LDOSには擬ギャップは見られない。図

3.5(b3)-(b1)の温度変化に見られるように、ω < 0に見られる構造も消失し、自由 Fermi

気体的な状態密度へと変化する。また、図 3.5(c1)-(c4)に示した r = RF においては温度

依存性は顕著には見らず、(3.29)式に示した ρ(ω, r = RF)によって記述される。

(kFas)−1 = −1および 0.8の T < Tc、T > Tc における r = 0の LDOSを、それぞれ、

図 3.6、図 3.7に示す。図 3.4および図 3.5に示したクロスオーバー領域 ((kFas)−1 = 0)

で見られたように、いずれの場合にも LDOS の温度依存性は一様系の DOS の温度依

存性と同様に、両領域共に、超流動揺らぎの影響は小さい。(kFas)−1 = −1 では、図

3.6(a1)-(a4)に示すように T < Tc では超流動ギャップが生じる。また、T > Tc では、図

3.7(a)に示す通り、T > Tcで直ちに擬ギャップが消失する。これに対し、図 3.6(b1)-(b4)

に示した強結合 BEC領域の超流動相では気体内の位置に寄らず Bose分子が形成されて

いるため、気体の位置に依らず結合エネルギーに対応したエネルギーギャップが生じる。

そして、図 3.7(b)に見られるように、常流動相の高温で ω < 0のピーク構造が消失する。

トラップによる空間的に非一様な超流動揺らぎの影響を見るために、2 章で議論した

相図図 2.12 に習い、温度、相互作用、気体内の位置について相図を作成する。2.4 節で

行った一様系の議論を適用し、局所的な擬ギャップ温度 T ∗(r) および T̃ ∗(r)を次のよう

に導入する。T ∗(r) は r における LDOS の ω = 0 付近に凹み構造 (擬ギャップ) が現れ
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図 3.8 (kFas)
−1、T/TF、r/RF に関するトラップされた Fermi 原子気体の相図。

r = 0 における実線は Tc である。T ∗(r) および T̃ ∗(r) はそれぞれの r における擬

ギャップ温度である。r0(T ) は ∆(r) が 0 になる半径である。PG: 擬ギャップ領域、

NF: 強結合効果の影響が小さい Fermi 気体的な領域、SF: エネルギーギャップを持

つ Fermi 超流動領域、NB: Bose 分子気体的な領域、MBEC: Bose 分子気体の BEC

的な領域。2|µ(Tc)| は Bose 分子が熱解離する温度の目安であり、これより強結合側

は Bose 分子の領域である。(a) の相図において (kFas)
−1 = −0.5、0、0.5 における

(T, r)断面を、それぞれ、(b)、(c)、(d)に示した。なお、Tc 以外は全て系のクロスオー

バーを示す線であり、相転移は伴わない。

る温度であり、T̃ ∗(r)は ρ(ω, r, T ) = 0.5ρ(ω, r, Tc(r))で特徴付けられる、擬ギャップが

超流動ギャップへと変化する温度である。図 3.8(a)にトラップされた冷却 Fermi原子気

体の相図を示す。以下に述べるように、r = 0 における (a−1
s , T ) 相図は一様系と同様で

ある。T ∗(r)、T̃ ∗(r) および T = 2|µ(T = Tc)| (µ(T = Tc) < 0) に囲まれた領域は、局
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所状態密度 ρ(ω, r)(LDOS) に擬ギャップが存在する、擬ギャップ領域 (“PG”) である。

BCS理論的な LDOSは T = 2|µ(T = Tc)|より弱結合側で T < T̃ ∗(r)の領域において現

れる (“SF”)。同様に、T > T ∗ においては自由 Fermi気体的な LDOSが現れる。一方、

T = 2|µ(T = Tc)|より強結合側は Bose分子の領域であり、“NB”は常流動 Bose分子気

体、“MBEC”は Bose分子の BECである。なお、相転移を表す温度は Tc(= Tc(r = 0))

のみであり、他は系のクロスオーバーの目安を表す温度である。

図 3.8(b)-(d)に、それぞれ、図 3.8(a)の (kFas)−1 = −0.5、0、0.5における (T, r)断

面を示す。PG領域 (T̃ ∗(r) < T < T ∗(r))は Tc(r)に沿って現れる。一方、図 3.8(b)-(d)

で、温度を固定して r 依存性を見ると、トラップ内に SF領域、PG領域、NF領域の３

領域からなる殻構造が生じていることがわかる。

この殻構造は図 3.4 に示した (kFas)−1 = 0 の超流動相における LDOS を、温度を固

定して r 依存性を議論することによって確かめることができる。T = 0.7Tc では、気体

中心では ∆(r) は十分に大きい一方で、r = 0.5RF では ∆(r) = 0 である。そのため、

図 3.4(a3) に示した r = 0 では超流動ギャップが見られる一方、図 3.4(b3) に示した

r = 0.5RF においては超流動揺らぎの影響が顕著となり、擬ギャップが現れる。さらに、

r = RF では、Tc(r)が定義されず、超流動性、超流動揺らぎの効果が現れない。また、図

3.4(a1)、(b1)、(c1)に示した Tc においては気体中心でのみ超流動揺らぎの影響が顕著と

なり、r ≥ 0.5RF においては擬ギャップは見られない。

3.3 冷却 Fermi原子気体の photoemissionスペクトル

図 3.9 は (kFas)−1 = 0 における photoemission スペクトル p2S(p, ω) の温度依存

性である。T = 2Tc では気体全体が、トラップ気体の相図図 3.8(c) において、強結

合効果の影響が小さい NF 領域である。photoemission カレント (3.19) 式において

Ap(ω, r) ' δ(ω − εp + µ(r)) と近似することにより、photoemission スペクトル (3.20)

式は

S(p, ω) = Iave(p, Ω → ξp − ω)

=
2πt2F

4πR3
F/3

[∫ ∞

0

4πr2drf(ω + V (r))
]

δ(ω − ξp), (3.30)

となり、NF 領域における局所的な photoemission カレントは ω = ξp に沿った分散と

して S(p, ω) に寄与する [61, 62]。そのため、図 3.9(a) に示した T = 2Tc では、赤線で

示した ω + µ = p2/(2m) に沿った鋭い分散構造が見られる。図 3.9(b) に示した Tc に

おける photoemissionスペクトルには、トラップ系の相図図 3.8(c)における擬ギャップ

(PG) 領域の影響を受け、赤線で示した ω + µ = p2/(2m) より低エネルギー領域に幅広

い構造が見られる。温度を下げ、図 3.9(c)に示した T ' 0.9Tc になっても、図 3.8(c)の
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図 3.9 (kFas)
−1 = 0 に お け る photoemission ス ペ ク ト ル

log [p2S(p, ω)/(2πt2F/(2m))] の温度依存性。p を固定した場合のピーク構造を

それぞれ実線、破線、点線で示した。実線 (赤): ω + µ = p2/(2m)の分散関係、破線

(白): 擬ギャップおよび超流動ギャップ由来の back-bending カーブ構造、点線 (緑):

超流動ギャップ由来のピーク構造。

相図に超流動性が顕著な SF領域が現れないため、定性的な変化は起こらない。そして、

図 3.9(b)、(c)に示した Tc 付近では、白破線で示したとおり、1章の図 1.11(b)で示した

photoemissionスペクトルの実験結果に見られる back-bending構造と同様のピークが見

られる。なお、このピークは図 3.9(a)に示した 2Tc においても、わずかに見られる。さ

らに温度を下げ、図 3.9(e)に示した T = 0.5Tc < T̃ ∗(r = 0)となり、相図 3.8(c)に示し

たように、気体中心に SF 領域が生じるため、Bogoliubovスペクトルに由来する、白破

線と緑点線で示したピークが現れる。0.1Tc では SF 領域が気体の大部分を占め、また、

photoemission カレント (3.19) 式における Fermi 分布関数 f(ω) の因子によって高エネ

ルギー領域の熱励起が抑えられるため、図 3.9(f) に示した photoemissionスペクトルは
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図 3.10 (a1)-(a3)LSWAp(ω, r)εF と (b1)-(b3)log [p2Slocal(p, ω)/(2πt2F/(2m))]。

Bogoliubov分散に支配される。

気体の殻構造と photoemissionスペクトルとの関係は図 3.10に示した局所的スペクト

ル強度 Ap(ω, r)(LSW)と、LSWから計算される局所的な photoemissionスペクトル

Slocal(p, ω, r) = I(p, Ω → ξp − ω, r)

= 2πt2F Ap(ω + V (r), r)f(ω + V (r)), (3.31)

から確認することができる。図 3.10(a1) に見られるように、r = 0 における LSW は、

Bogoliubov分散

ω = ±
√

ξp(r)2 + ∆(r)2, (3.32)

および、この分散に伴う ω = 0 付近の超流動ギャップが顕著である。∆(r) = 0 となる

r = r0(T = 0.5Tc) = 0.64RF においては、Tc(r = 0.64RF)であるため、図 3.10(a2)の

LSW には擬ギャップ構造が現れる。この擬ギャップ構造は r > r0 で閉じていき、図

3.10(c1) に示す r = RF では自由 Fermi 粒子的な ω = p2/(2m) − µ(RF) の分散とな

る。これを反映し、r = 0おいては、図 3.10(a1)に見られる鋭い Bogoliubov分散として

photoemission スペクトルに寄与し、図 3.9(e) における ω + µ < 0 の白破線、および、

ω + µ > 0の緑点線の構造を生じる。また、r = r0 = 0.64RF の LSWは図 3.10(b2)に

見られる幅広いピーク構造の back-bendingカーブとして、ω + µ < 0の白破線へ寄与す

る。図 3.10(c2)に示した r = RF では ω + µ(RF) = p2/(2m)に沿った自由 Fermi気体

的なスペクトルとして赤線の鋭い構造を生じる。

BCS領域および BEC領域においては、揺らぎの影響が小さいため、それぞれ、図 3.8の
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図 3.11 (kFas)
−1 = −1、0.8 に お け る photoemission ス ペ ク ト ル

log [p2S(p, ω)/(2πt2F/(2m))]の温度依存性。

NF領域と SF領域、常流動 Bose分子気体的な (NB)領域と Bose分子の BEC(MBEC)

領域の２つの領域の影響を受ける。図 3.11(a1)-(a4)に示す (kFas)−1 = −1では、相互作

用が弱いため photoemissionスペクトルに温度依存性は大きくは無く、(3.30)式で記述さ
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れる ω + µ = p2/(2m)に沿った構造が現れる。図 3.11(a3)に示す T = 0.5Tc の p = kF

付近では、ダブルピーク構造が見られる。高エネルギー側の分散は気体外側の NF領域に

由来する ω + µ = p2/(2m)の分散であり、低エネルギー側の分散は気体中心部の SF領

域に由来する Bogoliubovスペクトルである。２つのピーク構造のうち、図 3.11(a4)に示

す T = 0.1Tc では低エネルギー側の Bogoliubov スペクトルが顕著になる。なお、BCS

領域では PG領域が小さいため、ω + µ = p2/(2m)の低エネルギー側の幅広い構造はほ

とんど見られない。

図 3.11(b1)-(b4)に示す (kFas)−1 = 0.8においては、Bose分子の結合エネルギーに対応

したエネルギーギャップ構造が見られる。図 3.11(b1)に示す 2Tc では ω + µ = p2/(2m)

に沿った鋭いピーク構造と共に、低エネルギー側に幅広いピーク構造が見られる。図

3.11(b2)に示す Tc においては低エネルギー側のピーク構造の強度がより強くなる。さら

に温度を下げていくと、低エネルギー側のピーク構造が Bogoliubovスペクトルへと変化

する一方で、熱励起が抑えられる影響で、図 3.11(b3)-(b4)に示すように高エネルギー側

のピーク構造が消失していく。

1章図 1.11に示した JILAによる 40K気体における photoemissionスペクトルの測定

結果 [30]と比較するため、図 3.9(b)、図 3.11(a2)、および、(kFas)−1 = 1の Tc におけ

る photoemissionスペクトルの強度を対数目盛 (log [p2S(p, ω)/(2πt2F /(2m))])ではなく

線形目盛で示したもの、p2S(p, ω)/(2πt2F /(2m))を、それぞれ、図 3.12(a1)、(b1)、(c1)

に示す。線形目盛で示すと、(kFas)−1 = 0における back-bindingカーブは、測定結果と

同様に見え難くなる。また、白破線で示された back-bendingカーブの計算結果は、白点

で示された測定されたピーク位置と定量的に一致している。

図 1.11(b)の測定結果と比較すると、図 3.12(b)においては ω + µ = p2/(2m)の鋭い

分散構造が非常に顕著である。このことは、photoemissionスペクトルの測定におけるエ

ネルギー分解能を考慮することによって議論することができる。実験上のエネルギー分

解能は Er ' 0.2εF である [30]。図 3.12(a1)、(b1)、(c1) に Gauss 型の揺らぎを施した

photoemissionスペクトル

p2S(p, ω) =
p2

√
2πEr

∫ ∞

−∞
dzS(p, ω)e−(z−w)2/(2E2

r ), (3.33)

を、それぞれ、(a2)、(b2)、(c2)に示す。(kFas)−1 = 0のスペクトルにおいて、ω + µ =

p2/(2m) の分散は幅広くなる一方、低エネルギー側の擬ギャップ由来の構造は定性

的には変化しない。図 3.12(b2) は、それぞれ、1 章図 1.11(b) と定量的に一致してい

る。図 3.12(a2)、(c2) にそれぞれ示した (kFas)−1 = −1、1 においても、測定された

photoemissionスペクトルを良く再現している。特に (kFas)−1 = 1における、白破線で

示した低エネルギー側のピーク構造は、測定された振る舞いと定量的に一致している。
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図 3.12 Tc における線形目盛で示した photoemissionスペクトル。(a1)、(b1)、(c1):

p2S(p, ω)/(2πt2F /(2m))。(a2)、(b2)、(c2): p2S(p, ω)/(2πt2F /(2m))。(b1)、(c1)に

おける白点は 40K気体における測定値である [30]。

3.4 冷却 Fermi原子気体の圧力に対する強結合効果

図 3.13 は圧力 P (r) の空間分布である。図 3.13(a) に示した (kFas)−1 = −1 では、

P (r) は温度にほとんど依存しない。P (r) は n(r) から (3.24) 式に従って得られるから、

Fermi縮退によって n(r)がほとんど温度に依存しない図 3.2(a)の振る舞いを反映してい

る。図 3.13(b)、(c)に示すように、相互作用の増大に従い、低温で原子は気体中心に集ま

るようになるから、気体中心で P (r)は増加し、気体の端 (r = RF)で減少する。

(kFas)−1 = 0 においては、as が発散するため、物理量は µ(r)/T によって記述され

る [81]。そのため、1章の図 1.13で示した P (r)の測定値は −µ(r)/T のみの関数として

議論されている。この性質は、本論文で用いている T -行列理論においても成り立つこと

が次のようにしてわかる。局所密度近似 (LDA)における自己エネルギー Σ̂p(iωn, r)は、

エネルギーの次元を持つ変数を T、散乱長 as を 1/
√

2mT によって無次元化することに

よって、次のような形で書ける。

Σ̂p̃(iω̃n, ãs, µ̃(r), ∆̃(r)) = −T
∑

ν̃n′

∑

ss′=±

∫ ∞

0

q̃2dq̃ sin θdθΓ̃ss′
q̃ (iν̃n′ , r)

×τ−s
1

iω̃n+n′ − ξ̃q+p(r)τ3 + ∆̃(r)τ1

τ−s′ , (3.34)

ここで、p̃ =
√

εp/T , q̃ =
√

εq/T , cos θ = p̃ · q̃/(p̃q̃), µ̃(r) = µ(r)/T , ∆̃(r) = ∆(r)/T ,
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図 3.13 気体の圧力の計算結果。(a)-(c) はそれぞれ、(kFas)
−1 = −1、0、1。なお、

P0 = 2
15π2 (2m)3/2ε

5/2
F は自由 Fermi気体の r = 0、T = 0における圧力である。

ξ̃p = ξp/T , ãs =
√

2mTas, ω̃n = ωn/T = (2n + 1)π である. 同様に、無次元の Bose

松原周波数も ν̃n = νn/T = 2nπ によって定義される。無次元化された２体散乱行列

Γ̃ss′
q̃ (iν̃n, r) ≡ (2π)−2

√
(2m)3TΓss′

q (iνn, r)は

(
Γ̃+−

q (iν̃n, r) Γ̃++
q (iν̃n, r)

Γ̃−−q (iν̃n, r) Γ̃−+
q (iν̃n, r)

)

=

[
π

2
1
ãs
−

∫ ∞

0

dp̃−
(

Π̃−+
q̃ (iν̃n, µ̃(r), ∆̃(r)) Π̃++

q̃ (iν̃n, µ̃(r), ∆̃(r))
Π̃−−q̃ (iν̃n, µ̃(r), ∆̃(r)) Π̃+−

q̃ (iν̃n, µ̃(r), ∆̃(r))

)]−1

,

(3.35)

と書ける。無次元化された２体相関関数 Π̃ss′
q̃ (iν̃n, µ̃(r), ∆̃(r)) ≡ ((2π)2/

√
(2m)3T ) ×

Πss′
q (iνn, r)も同様にして得られ、例えば、

Π̃++
q̃ (iν̃n, µ̃(r), ∆̃(r)) =

1
4

∑
s=±1

∫ ∞

0

p̃2dp̃ sin θdθ
s∆̃(r)2

Ẽp+q/2(r)Ẽp−q/2(r)

× Ẽp+q/2(r) + sẼp−q/2(r)

(2nπ)2 + (Ẽp+q/2(r) + sẼp−q/2(r))2

×
[
tanh

(
Ẽp+q/2(r)

2

)
+ s tanh

(
Ẽp−q/2(r)

2

)]
, (3.36)

となる。ここで、Ẽp(r) = Ep(r)/T =
√

(p̃2 − µ̃(r))2 + ∆̃(r)2 である。

一方、∆̃(r)は次のギャップ方程式、

1 = − 2
π

ãs

∫ ∞

0

p̃2dp̃

(
1

Ẽp(r)
tanh

Ẽp(r)
2

− 1

)
, (3.37)
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図 3.14 (kFas)
−1 = 0における P (r)を µ(r)/T の関数として示した。6Li気体にお

ける測定値を黒点で示した [34, 35]。P0(r) = mω2
∫ r

∞ r′dr′
∑
pσ

f(ξp(r′))は、P (r)

と同じ T と µを用いた自由 Fermi気体の局所圧力である。

に従う。したがって、∆̃(r)は (ãs, µ̃(r)) のみの関数として書ける。これらより、無次元

化された Green関数 G̃p̃(iω̃n, ãs, µ̃(r)) ≡ TĜp(iωn, r)は ãs と µ̃(r)のみの関数として、

G̃p̃(iω̃n, ãs, µ̃(r)) =
1

iω̃n − ξ̃p̃(r)τ3 + ∆̃(ãs, µ̃(r))τ1 − Σ̃p̃(n, ãs, µ̃(r))
, (3.38)

と書ける。ここで、Σ̃p̃(n, ãs, µ̃(r)) = T Σ̂p̃(iω̃n, ãs, µ̃(r), ∆̃(r)) である。したがって、

Ĝp(iωn, r)から計算される物理量は指数 αとある係数 Aを用いて ATαF (ãs, µ̃(r))の形

に書ける。F (ãs, µ̃(r)) は Ĝp(iωn) から計算される無次元化された、(ãs, µ̃(r)) のみに依

存する関数である。これより、求める物理量を ATα で無次元化すると、(ãs, µ̃(r))に対し

て普遍な振る舞いをすることがわかる。特に、a−1
s = 0では µ(r)/T のみに依存する。

図 3.14に (kFas)−1 = 0の P (r)を −µ(r)/T の関数として書いたものを示す。以上の

普遍性の議論を反映し、P (r)は温度に依らない性質を持っている。6Liにおける測定結果

と比較すると、解析結果はフィッティングパラメータ無しで定量的に一致していることが

わかる。

図 3.14に示したとおり、P (r)の解析結果は実験結果をよく説明している一方で、前節

までに議論した擬ギャップ的な振る舞いを見出すことは簡単ではない。実際、図 1.13に

示されている通り、測定結果を有効質量 m∗ ' 1.12mをもつ Fermi液体的な振る舞いに

よって再現することも可能である [35]。これらから P (r)は擬ギャップ現象の影響をあま

り受けない物理量であると考えられる。このことは n(r) を ρ(ω, r) を用いて議論すると
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理解しやすい。LDAにおける粒子数密度は

n(r) = 2
∫ ∞

−∞
dωf(ω)ρ(ω, r), (3.39)

とも書けるから、n(r)における ω = 0付近の擬ギャップ的な振る舞いは ω の積分によっ

て弱められる。P (r)を得るためには、さらに、n(r)の r 積分を要するから、擬ギャップ

構造はさらに弱められる。そのため、P (r) には擬ギャップ的な振る舞いは現れにくく、

擬ギャップ現象の有無を議論することは簡単ではない。
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第 4章

２次元 Fermi原子気体における
photoemissionスペクトル

近年、擬２次元 Fermi 原子気体が実現し、BCS-BEC クロスオーバーおよび photoe-

missionスペクトルの測定が行われた [32, 33, 50]。現在までのところ、気体の超流動転移

は確認されていないものの、photoemissionスペクトルには、３次元系の擬ギャップ現象

に対応すると期待されるダブルピーク構造が確認されている。そこで、本章では、2章、3

章で用いた３次元系の T -行列理論を２次元系に拡張し、局所状態密度における擬ギャッ

プの有無を議論する。さらに、photoemission スペクトルの解析を行い擬２次元 40K 気

体において得られた測定結果と比較する [32]。なお、２次元 Fermi 原子気体の超流動転

移は未だに観測されておらず、理論的にもその有無が盛んに議論されている。そのため、

本章では、常流動相を議論する。

本章では、4.1節で２次元系の定式化について記述する。4.2節で２次元 Fermi原子気

体の超流動転移について記述する。4.3節で２次元系の擬ギャップ現象と photoemission

スペクトルについて記述する。そして、２次元系においては３次元系と比較して擬ギャッ

プが顕著であることを示す。さらに、photoemissionスペクトルは擬２次元系において測

定された photoemissionスペクトルを定量的な範囲で説明することを示す。

4.1 ２次元系の定式化

2章で議論した３次元系のハミルトニアン (2.1)式と同様に、系のハミルトニアンは

H =
∑
p,σ

ξpc
†
pσcpσ − U

∑

p,p′,q

c†p+q/2↑c
†
−p+q/2↓c−p′+q/2↓cp′+q/2↑, (4.1)

で与えられる。ここで、σ =↑, ↓は擬スピンであり、２つの原子状態を表す。また、c†pσ、

cpσ は運動量 p、擬スピン σ の Fermi 原子の生成・消滅演算子であり、ξp = εp − µ =
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p2/(2m) − µ は Fermi 原子の化学ポテンシャル µ を基準にした運動エネルギーである。

次元性の違いは、運動量の和に現れる。

一様系の常流動相における１粒子 Green関数は、2章で議論した３次元系と同様に、

Gpσ(iωn) =
1

G0
pσ(iωn)−1 − Σpσ(iωn)

, (4.2)

G0
pσ(iωn) =

1
iωn − ξp

, (4.3)

で与えられる。また、自己エネルギー Σpσ(iωn)は、

Σpσ(iωn) = T
∑
q,νn

Γq(iνn)G0
q−p(iνn − iωn)ei(νn−ωn)δ, (4.4)

で与えられる。ここで、νn = 2nπT は Bose松原周波数、δ = +0である。また、散乱行

列 Γq(iνn)は

Γq(iνn) =
−U

1− UΠq(iνn)
, (4.5)

で与えられる。２体相関関数 Πq(iνn)は

Πq(iνn) = −
∑

p

1− f(ξp+q/2)− f(ξ−p+q/2)
iνn − ξp+q/2 − ξ−p+q/2

, (4.6)

である。このように、Σpσ(iωn)、Γq(iνn)、Πq(iνn)の表式は 2章で議論した３次元系と

同じである。

トラップ系の局所密度近似 (LDA) での１粒子 Green 関数も (4.2) 式で µ → µ(r) =

µ−mω2
trr

2/2とすることによって、

Gpσ(iωn, r) =
1

G0
pσ(iωn, r)−1 − Σpσ(iωn, r)

, (4.7)

局所状態密度 (LDOS)や photoemissionスペクトルは、

ρ(ω, r) =
∑

p

Ap(ω, r), (4.8)

Ap(ω, r) = − 1
π

ImGpσ(iωn → ω + iδ, r), (4.9)

および

S(p, ω) = Iave(p,Ω → ξp − ω), (4.10)

で与えられる。ここで、

Iave(p, Ω) =
2πt2F
πR2

F

∫
drAp(ξp(r)− Ω, r)f(ξp(r)− Ω), (4.11)
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である。

また、s波２体散乱長 as の表式は、

−U−1 =
m

2π
ln

2
C

√−2mE+as

−
∑

p

1
E+ + iδ − 2εp

, (4.12)

で与えられる [82–84]。ここで、E+ は微小エネルギーであり、最終的な T -行列近似の表

式には現れない。また、C = eγ であり、γ = 0.577 · · ·は Euler定数である。２次元系に

おいては、引力相互作用 −U(< 0)の大きさ依らず、結合エネルギー

Eb =
2

C2ma2
s

, (4.13)

の２体束縛状態が常に存在する [85]。このような束縛状態は擬２次元系においても存在す

る [33, 50]。そのため、相互作用の強さは、as そのものではなく、Eb を用いて記述する

と便利である [83, 84]。

4.2 ２次元 Fermi原子気体の超流動転移温度

２次元系において、接触型の引力相互作用を持つ一様な Fermi原子気体においては、相

互作用の強さに依らず、低温で２体の Bose分子を形成する。このことを反映して、２次

元一様系においては２次元自由 Bose気体と同様に BECは起こらない。4.2.1節ではこの

点について記述する。これに対し、4.2.2節で示すように、トラップ系においては、空間

的な非一様性の効果によって BECが起こる。

4.2.1 一様系における超流動転移

一様系における粒子数方程式は

N = T
∑
p,σ

Gpσ(iωn)eiδωn , (4.14)

で与えられる。超流動転移温度は (4.14)式と共に、ギャップ方程式、

U−1 =
∑

p

tanh ξp

2T

2ξp
, (4.15)

を連立して解くことによって得られる。

図 4.1 に ln
√

Eb/εF = −0.4、0、0.4 における化学ポテンシャル µ の温度依存性を示

す。高温から温度を下げると、はじめ、µは増加するが、ある温度で極大となり、それよ
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図 4.1 ２次元一様系における µの温度依存性。破線 (緑)は ln
√

Eb/εF = −0.4、実

線 (赤)は ln
√

Eb/εF = 0、点線 (青)は ln
√

Eb/εF = 0.4である。

り低温で減少する。特に図 4.1に緑破線で示した ln
√

Eb/εF = −0.4では、T = 0.46TF

で µ > 0の極大値を持つものの、低温で µ < 0となる。そして T = 0で、

µ(T = 0) = − 1
C2ma2

s

= −Eb

2
, (4.16)

に漸近する。したがって、T = 0においては、結合エネルギー Eb の Bose分子が生じる。

Tc の消失は、強結合 BEC極限における BEC転移温度を議論することによって理解す

ることができる。Bose分子の粒子数方程式は

N

2
=

∑
q

nB(q2/(4m)− µB), (4.17)

で与えられる。ここで、nB(z)と µB(< 0)は、それぞれ、Bose分布関数と Bose分子の

化学ポテンシャルであり、また、Bose 分子数は Fermi 原子の半分であることと質量が

Fermi原子の質量mの２倍であることを用いた。Tc が有限であるとすると、µB(Tc) = 0

より、(4.17)式右辺は q → 0で、

nB(q2/(4m)) ' 4mTc

q2
, (4.18)

と近似できる。粒子数方程式 (4.17)式の右辺における q < qc ¿
√

4mTc からの全粒子数

への寄与は、 ∫ qc

0

qdq
4mTc

q2
= 4mTc

∫ qc

0

dq
1
q
→∞, (4.19)
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となり、発散する。したがって、２次元一様系の Bose 分子気体は BEC を起こさな

い [86, 87]。３次元系において Appendix. Cで議論した様に、µ/T ¿ −1で、T -行列理

論による粒子数方程式 (4.14)式における Σpσ(iωn)の１次の補正項は、Bose分子を記述

する。そのため、有限温度における超流動転移は起こらない。

２次元一様系においては、以上議論したように ∆が空間的に一様な超流動転移は起こ

らない一方で、渦と反渦の対生成が起こることによる超流動転移 (Berezinskii-Kosterlitz-

Thouless 転移) が生じる [87, 88]。冷却原子気体では、この相転移はトラップされた擬

２次元 Bose 原子 87Rb 気体において確認されている [89]。擬２次元 Fermi 原子気体に

おける BCS-BEC クロスオーバーにおいても、同様の転移が生じることが期待されてい

る [90]。このことは、一方で、擬２次元 Fermi原子気体における超流動転移に議論の余地

が残ることを示唆している。そのため、本章では、トラップ系の常流動相における性質に

ついて議論する。

4.2.2 トラップ系における超流動転移

２次元トラップ系における局所密度近似 (LDA)の範囲で、粒子数方程式は

N = 2π

∫
rdrn(r), (4.20)

n(r) = T
∑

p,ωn,σ

Gpσ(iωn, r)eiδωn , (4.21)

で与えられ、超流動転移温度 Tc は、最も高密度である r = 0においてギャップ方程式を

満たす条件、

U−1 =
∑

p

tanh ξp(r=0)
2T

2ξp(r = 0)
, (4.22)

によって与えられる。3章の３次元トラップ系で議論したように、粒子数方程式 (4.20)式

より、トラップされた２次元自由 Fermi原子気体の Fermiエネルギーと T = 0における

気体の半径は、それぞれ、

εF =
√

Nωtr, (4.23)

RF =

√
2εF

mω2
tr

, (4.24)

で与えられる。

図 4.2に２次元トラップ系の Tc と Tc における µの Eb 依存性を示す。これらは (4.20)

式および (4.22)式を連立して解くことにより、Tc および µを自己無撞着に決定される。

Tc は、弱結合領域 ln
√

Eb/εF では緑破線で示した BCS理論による超流動転移温度 TMF
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図 4.2 (a)２次元トラップ系の Tc、および (b)Tc における µ。(a)の破線は平均場近

似による Tc、(b)における破線は２体束縛エネルギー Eb の 1/2である。

に、強結合領域 (ln
√

Eb/εF >∼ 1)では、Bose分子の BEC転移温度 TBEC =
√

3/πTF に

漸近する。同様に、Tc における µは弱結合領域で εF に、強結合領域で −Eb/2に漸近す

る。T > Tc では、(4.20)式より、µが決まる。µの相互作用、温度依存性を図 4.3に示

す。本章では、これらの結果を用いて Fermi原子気体の局所状態密度、局所スペクトル強

度、および photoemissionスペクトルを計算し、議論する。

一様系で超流動転移が起こらない一方、トラップ系の Tc が有限である点もまた、強結

合 BEC領域における Bose分子の BEC転移温度 TBEC を議論することによって理解で

きる。強結合 BEC極限の TBEC において粒子数方程式 (4.20)式は、

N

2
= 2π

∫
rdrnb(r), (4.25)
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図 4.3 ２次元トラップ系の常流動相における µ。

nb(r) =
∑

q

nB(q2/(4m) + 2V (r)) = −mTBEC

π
ln

(
1− e

− 2V (r)
TBEC

)
, (4.26)

となる。V (r)/TBEC ¿ 1 の気体中心付近では、LDA における Bose 分子数密度 (4.26)

式は

nb(r) ' −mTBEC

π
ln

V (r)
TBEC

= −mTBEC

π
ln

mω2
trr

2

2TBEC
, (4.27)

と近似できる。そのため、nb(r)は r → 0で発散する。ところが、LDAにおける Bose分

子の粒子数方程式 (4.25)式の右辺は、r 積分における因子 r を考慮すると、

rnb(r) ' −mTBEC

π
r ln

V (r)
TBEC

→ 0 (r → 0), (4.28)

となるため、空間積分は収束する。実際に、(4.25)式の右辺の r積分を実行し整理するこ

とにより、

TBEC =
√

3N

π
ωtr =

√
3

π
TF, (4.29)

となり、有限の BEC転移温度が導かれる。しかしながら、r = 0における Bose分子数

密度は発散しており、TBEC の r = 0における局所的な物理量は LDAの範囲では議論で

きない。



68 第 4章 ２次元 Fermi原子気体における photoemissionスペクトル

図 4.4 Tc の r = 0.01RF における LDOSρ(ω, r) の相互作用依存性。実線 (赤) は

ln
√

Eb/εF = −2、破線は ln
√

Eb/εF = −1、点線 (青)は ln
√

Eb/εF = 0、点破線

(紫)は ln
√

Eb/εF = 0.5である。

4.3 ２次元トラップ系の１粒子状態における強結合効果と擬

ギャップ現象

本節では、トラップされた２次元常流動 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバー

における局所状態密度と photoemissionスペクトルを解析する。

4.3.1 局所状態密度における擬ギャップと擬ギャップ温度

図 4.4 に Tc の r = 0.01RF おける局所状態密度 ρ(ω, r)(LDOS) の相互作用依存性

を示す。弱結合領域である ln
√

Eb/εF = −2 においても、ω = 0 に大きな擬ギャッ

プ構造が生じている。これは図 4.2(a) で述べた、Tc が平均場近似によって良く記述さ

れている点とは対照的である。この擬ギャップ構造は相互作用が強くなるにつれて大

きくなり、ln
√

Eb/εF = 0 付近 (クロスオーバー領域) で完全なギャップ構造になる。

ln
√

Eb/εF = 0では、Eb = εF である一方、LDOSにおけるエネルギーギャップは 8εF

程度であり、超流動揺らぎの影響で大きくなっていることがわかる。
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図 4.5 ln
√

Eb/εF = −1の T ≥ Tc における LDOSの温度、位置依存性。

図 4.5に ln
√

Eb/εF = −1における LDOSの温度、位置依存性を示す。図 4.5(a1)-(a4)

に示す r = 0.01RF の T > Tc における LDOSの定性的な振る舞いは、３次元系のクロス

オーバー領域と同様に、Tc では擬ギャップ構造が顕著であり、高温で消失する。一方で、

擬ギャップは図 4.5(b4) に示した r = 0.5RF の Tc においても生じている。r = 0.5RF

の Tc における擬ギャップの存在は、図 3.5 に示した３次元系における (kFas)−1 = 0 の

場合と対照的であり、擬ギャップ現象が顕著であることを示している。図 4.5(b3)-(b1)

に示す LDOS の温度依存性に見られるように、r = 0.5RF においても、擬ギャップは
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図 4.6 ln
√

Eb/εF = −2、0の T ≥ Tc、r = 0.01RF における LDOSの温度依存性。

図 4.7 2 次元トラップ気体の r = 0.01RF における擬ギャップ温度 T ∗(青点線)。赤

線は Tc、緑破線は平均場近似による超流動転移温度 TMF である。

r = 0.01RF と同様に高温で消失する。これに対し、r = RF には擬ギャップ的な振る舞い

は見られず、温度にもほとんど依存しない。そして、２次元自由 Fermi原子気体の LDOS

ρ(ω, r) =
m

2π
Θ(ω + µ(r)), (4.30)

で良く記述される。ここで、Θ(x)は階段関数である。
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図 4.8 ln
√

Eb/εF = −2、0、1における photoemissionスペクトル S(p, ω)の温度依存性。

図 4.6に ln
√

Eb/εF = −2, 0の r = 0.01RF における LDOSの温度依存性を示す。図

4.6(a)に示す ln
√

Eb/εF = −2では、Tcにおいて擬ギャップ構造が見られ、高温で消失す

る。図 4.5(b)の ln
√

Eb/εF = 0では、Tc においては完全なエネルギーギャップ構造が見

られるが、1.1Tcでは擬ギャップ構造に変化する。この擬ギャップ構造は T = 2.2Tc ' TF

程度まで見られる。

低次元性が超流動揺らぎにもたらす影響、特に、擬ギャップ現象にもたらす影響は、

r = 0における LDOSから決まる擬ギャップ温度に見ることができる。図 4.7に、３次元

系と同様に LDOSの ω = 0における凹みが生じはじめる温度によって定めた擬ギャップ

温度 T ∗ の相互作用依存性を示す。BCS-BEC クロスオーバーの全領域で T ∗ > TMF で

あり、低次元性が擬ギャップ効果をより顕著にしていることがわかる。

4.3.2 ２次元トラップ系の photoemissionスペクトル

図 4.8 に Tc における photoemission スペクトル S(p, ω) の Eb 依存性を示す。なお、

実験結果に合わせて３次元トラップ系とは異なり、p2 の因子をつけていない。図 4.8(a)

に示す弱結合領域の ln
√

Eb/εF = −2では、自由 Fermi気体的な ω + µ = p2/(2m)の分

散に沿ったスペクトルを示す。これに対し、図 4.8(b)に示す、ln
√

Eb/εF = 0では、こ

の自由 Fermi気体的な分散に加えて、ω + µ < 0の領域に幅広いピーク構造が見られる。

さらに相互作用が強くなり図 4.8(c)に示した ln
√

Eb/εF = 1では、これらのピーク間隔

が広がった、Bose分子の結合エネルギーを反映したエネルギーギャップが見られる。

Tc における photoemission スペクトルは３次元トラップ系と同様に理解できる。図

4.8(b)、(c)に見られる２種のピーク構造のうち、ω + µ = p2/(2m)に沿ったピークは気

体の端付近から、低エネルギー側のピーク構造は気体中心の擬ギャップ構造に由来する。

白破線で示したとおり、低エネルギー側のピークは back-bending的な振る舞いを示して
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図 4.9 ln
√

Eb/εF = −1における photoemissionスペクトル S(p, ω)の温度依存性。

(a)Tc、(b)1.1Tc、(c)1.9Tc である。

いる。なお、この back-bending的な振る舞いは図 4.8(a)に示した ln
√

Eb/εF = −2に

おいてもわずかに見られる。

図 4.9に ln
√

Eb/εF = 0に photoemissonスペクトルの温度依存性を示す。図 4.9(a)

に見られる back-bending構造は、図 4.9(b)、(c)に示すように、高温になるにつれて上

反りの構造へと変化していく。また、低エネルギー側のピークの強度は高温で弱くなる。

図 4.9(b)から (c)への温度変化に注目すると、p = 0におけるダブルピーク構造のピー

ク間エネルギー ω0 は 1.1Tc～1.9Tc の間でほぼ温度に依存していない。このようなダブ
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図 4.10 ω0 の相互作用依存性。40K気体において測定されたピーク間エネルギーも示した [32]。

ルピーク構造は ln
√

Eb/εF >∼ − 1で見られ、同様に 1.1Tc < T <∼ 2Tc における温度依

存性は小さい。そのため、実験的には擬２次元系 Fermi 原子気体の超流動転移は確認さ

れていないものの、T > Tc における photoemissionスペクトルに見出されたダブルピー

ク構造と比較し、その相互作用依存性を議論することができる。図 4.10に 1.1Tc、1.4Tc、

1.9Tc における ω0 の相互作用と擬２次元 Fermi 原子 40K 気体における実験値 [32] を示

す。２次元系における ω0 の解析結果と、擬２次元 40K気体における ω0 の測定結果は定

量的に一致している。
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第 5章

まとめ

本論文では、超流動 Fermi原子気体の BCS-BECクロスオーバーにおける強結合効果

と擬ギャップ現象について議論した。BCS-BECクロスオーバーの超流動転移温度近傍で

顕著な超流動揺らぎの効果を T -行列近似の範囲で取り込み、Fermi原子の１粒子状態や

熱力学量の解析を行った。そして、擬ギャップ現象が現れること、および、その起源であ

る強結合効果によって、40K 気体および 6Li 気体において測定された photoemission ス

ペクトルや局所圧力を定量的な範囲で説明することに成功した。

一様系における Fermi 原子の１粒子状態は、クロスオーバー領域において超流動揺ら

ぎの影響を顕著に受けることを明らかにした。超流動転移温度において、状態密度とスペ

クトル強度には擬ギャップ構造が生じる。この擬ギャップ構造は転移温度直下においても

残り、超流動ギャップはすぐには現れない。さらに温度を下げると、超流動オーダーパ

ラメータ ∆の発達に伴って超流動性が顕著になり、コヒーレンスピークを伴った超流動

ギャップへと変化する。一方、高温では擬ギャップの無い、自由 Fermi原子的な状態密度

およびスペクトル強度へと変化していく。相互作用の弱い弱結合 BCS 領域においては、

転移温度における擬ギャップ現象は弱くなる。それに伴い、超流動相および常流動相にお

いては、それぞれ、直ちに超流動ギャップ構造、自由 Fermi気体的な状態密度へと変化す

る。これに対し、強結合 BEC領域においては Bose分子が生じるため、その束縛エネル

ギーに対応したエネルギーギャップ構造が見られる。

これらの解析結果を基に、擬ギャップ現象を考慮した BCS-BEC クロスオーバーにお

ける相互作用および温度に関する相図を明らかにした。擬ギャップ領域は、超流動相にお

ける超流動ギャップが顕著な領域、常流動相において自由 Fermi気体的となる領域、Bose

分子が熱的に存在する Bose 分子気体領域に囲まれ、クロスオーバー領域で顕著になる。

この結果は、1章で述べた、BCS-BECクロスオーバーにおいて期待されていた概念的な

相図を、状態密度の解析によって明らかにしたという点で意義深いものである。

次に、一様系において示された Fermi 原子の１粒子状態における擬ギャップが、冷却
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Fermi原子気体において測定された photoemissionスペクトルや気体の熱力学に及ぼす影

響について議論するために、一様系における T -行列理論を局所密度近似 (Thomas-Fermi

近似) を用いてトラップ系へ拡張した。局所的な状態密度を解析することによって、ト

ラップ系においてもクロスオーバー領域に擬ギャップ現象が現れることを明らかにした。

また、トラップによる非一様性の影響を受け、局所状態密度の位置依存性が顕著であるこ

とを示した。この結果を用い、トラップされた Fermi 原子気体において、相互作用、温

度、位置に関する３次元的な相図を示した。特に、超流動相におけるある温度において

は、気体中心は超流動ギャップが顕著な領域が、また、気体の端付近は自由 Fermi気体的

な状態密度を示す領域が占める一方で、これらの中間領域に擬ギャップが顕著な領域が生

じるという、殻構造が現れることを明らかにした。

トラップ系 Fermi原子気体の相図を用い、photoemissionスペクトルの解析を行った。

photoemission スペクトルは上記の殻構造の影響を受け、自由 Fermi 原子的な鋭い分散

構造、擬ギャップ的な幅広い構造、および、超流動ギャップ由来の鋭い Bogoliubov 分

散が混在する領域が存在することを明らかにした。特に、40K 気体において測定された

photoemissionスペクトルに現れる back-bendingカーブを定量的な範囲で説明すること

に成功した。また、同じ理論を用いて 6Li気体において測定された気体の圧力を解析し、

この振る舞いが強結合効果によって定量的な範囲で説明されることを示した。この結果

は、これまで矛盾すると考えられていた気体の photoemission スペクトルと気体の圧力

が、同じ強結合理論によって統一的に説明されることを示したという点で大変意義深いも

のである。

近年実現した、擬２次元 40K気体における photoemissionスペクトルに、擬ギャップ

現象が起源であると期待されるダブルピーク構造が見出されたことを受け、トラップされ

た２次元 Fermi原子気体における擬ギャップ現象と photoemissionスペクトルの解析を

行った。その結果、２次元系においては擬ギャップ現象が顕著に現れること、および、測

定されたダブルピーク構造を定量的な範囲で説明できることを示した。この結果は、冷却

Fermi 原子気体の BCS-BEC クロスオーバーにおける強結合効果と擬ギャップ現象の重

要性を示すものであり、かつ、本論文で用いた T -行列理論が３次元系のみならず、２次

元系でも有効であることを示している。
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付録 A

超流動相におけるハミルトニアンの
導出

常流動相のハミルトニアン (2.1)に超流動オーダーパラメータ∆を導入することによっ

て超流動相のハミルトニアン (2.9)を導く。

運動エネルギー項 H0 は、

H0 =
∑
pσ

ξpc
†
pσcpσ

=
∑
pσ

ξp(c
†
p↑cp↑ − c−p↓c

†
−p↓) +

∑
p

ξp

=
∑
pσ

ξpΨ†pτ3Ψp +
∑

p

ξp

=
∑
pσ

ξpΨ†pτ3Ψp, (A.1)

で与えられる。最後に定数項を無視した。

相互作用項 HI は、

HI = −U
∑

pp′q

Ψ†p+q/2τ+Ψp−q/2Ψ†p′−q/2τ−Ψp′+q/2, (A.2)

と書ける [91]。ここで、

τ+ =
(

0 1
0 0

)
, τ− =

(
0 0
1 0

)
, (A.3)

である。τ± = (τ1 ± iτ2)/2を用いて HI を τ1 と τ2 で書くと、

HI = −U

4

∑

pp′q

(
Ψ†p+q/2τ1Ψ−p+q/2Ψ†p′−q/2τ1Ψp′+q/2

+Ψ†p+q/2τ2Ψ−p+q/2Ψ†p′−q/2τ2Ψp′+q/2

)
, (A.4)
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となる。∆が実数で τ1 に比例するように定め、q = 0成分に平均場近似を施す。(A.4)式

のうち、τ1 を用いて書かれている項の q = 0成分は、
∑

pp′
Ψ†pτ1ΨpΨ†p′τ1Ψp′ =

∑

pp′
(Ψ†pτ1Ψp − 〈Ψ†pτ1Ψp〉+ 〈Ψ†pτ1Ψp〉)

×(Ψ†p′τ1Ψp′ − 〈Ψ†p′τ1Ψp′〉+ 〈Ψ†p′τ1Ψp′〉)
=

∑

pp′

[
〈Ψ†pτ1Ψp〉Ψ†p′τ1Ψp′ + 〈Ψ†p′τ1Ψp′〉Ψ†pτ1Ψp

+(Ψ†pτ1Ψp − 〈Ψ†pτ1Ψp〉)(Ψ†p′τ1Ψp′ − 〈Ψ†p′τ1Ψp′〉)
]

= 4
∆
U

∑
p

Ψ†pτ1Ψp, (A.5)

となる。ここで、平均場からのずれに関する２次の項を無視した。また、

∆ = U
∑

p

〈c−p↓cp↑〉, (A.6)

である。

ρj(q) =
∑

p

Ψp+qτjΨp−q, (A.7)

と置くと [92]、

HI = −∆
∑

p

Ψ†pτ1Ψp − U

4


∑

q 6=0

ρ1(q)ρ1(−q) +
∑

q

ρ2(q)ρ2(−q)


 , (A.8)

となる。ρ1 項の和における q = 0を除外は、凝縮成分を ∆で代表させる代わりに、q の

和で考慮しないことを意味する。このことに注意しておけば、再び、τ± = (τ1± iτ2)/2を

用いて、
HI = −∆

∑
p

Ψ†pτ1Ψp − U
∑

q

ρ+(q)ρ−(−q), (A.9)

と書ける。ただし、ρ±(q) = [ρ1(q)± iρ2(q)] である。

以上から、超流動性を考慮したハミルトニアン (2.9)式、

H =
∑

p

Ψ†p[ξpτ3 −∆τ1]Ψp − U
∑

q

ρ+(q)ρ−(−q), (A.10)

が導かれる。
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付録 B

超流動相における Green関数の計算

ここでは、2章で用いた、超流動相の２体相関関数 Π̂±±q (iνn)((2.20)式および (2.21))

や解析接続された自己エネルギー Σ̂p(iωn → ω + iδ)((2.24)式および (2.25)式)の解析計

算について記述する。

B.1 超流動相における２体相関関数

Π̂±±q (iνn)の表式 (2.20)式、(2.21)式は Ĝ0
p(iωn)の表式、

Ĝ0
p(iωn)|11 = −Ĝ0

p(−iωn)|22 =
1
2

∑

j=±1

(
1 + j

ξp

Ep

)
1

iωn − jEp
, (B.1)

Ĝ0
p(iωn)|12 = Ĝ0

p(iωn)|21 = − ∆
2Ep

∑

j=±1

1
iωn − jEp

, (B.2)

と [91]、

T
∑
ωn

eiωnδ

iωn + iνn − z

1
iωn − ζ

=
f(ζ)− f(z)
iνn − z + ζ

, (B.3)

を用いて ωn の和をとり [71]、整理することによって得られる。

Π̂++
q (iνn) = T

∑
pωn

Ĝ0
p+q/2(iωn + iνn)|21Ĝ0

p−q/2(iωn)|21

= T
∑
pωn

∆2

4Ep+q/2Ep−q/2

∑

ss′=±1

s

iωn + iνn − sEp+q/2

s′

iωn − s′Ep+q/2

=
∑

p

∆2

4Ep+q/2Ep−q/2

∑

ss′=±1

ss′
f(sEp+q/2)− f(s′Ep−q/2)
iνn − sEp+q/2 + s′Ep−q/2

=
∑

p

∆2

4Ep+q/2Ep−q/2

(
2Re

1− f(Ep+q/2)− f(Ep−q/2)
iνn − Ep+q/2 − Ep−q/2



82 付録 B 超流動相における Green関数の計算

−2Re
f(Ep+q/2)− f(Ep−q/2)
iνn + Ep+q/2 − Ep−q/2

)

=
∑

s=±1

∑
p

s∆2

4Ep+q/2Ep−q/2

Ep+q/2 + sEp−q/2

ν2
n + (Ep+q/2 + sEp−q/2)2

×
(

tanh
Ep+q/2

2T
+ s tanh

Ep−q/2

2T

)
, (B.4)

Π̂+−
q (iνn) = T

∑
pωn

Ĝ0
p+q/2(iωn + iνn)|22Ĝ0

p−q/2(iωn)|11

= T
∑
pωn

∑

ss′=±1

1
4

(
1 + s

ξp+q/2

Ep+q/2

)(
1− s′

ξp−q/2

Ep−q/2

)

× 1
iωn + iνn − sEp+q/2

1
iωn − s′Ep−q/2

=
∑

p

∑

ss′=±1

1
4

(
1 + s

ξp+q/2

Ep+q/2

)(
1− s′

ξp−q/2

Ep−q/2

)
f(sEp+q/2)− f(s′Ep−q/2)
iνn − sEp+q/2 + s′Ep−q/2

=
∑

p

1
4

[(
1 +

ξp+q/2

Ep+q/2

)(
1− ξp−q/2

Ep−q/2

)
f(Ep+q/2)− f(Ep−q/2)
iνn − Ep+q/2 + Ep−q/2

−
(

1 +
ξp+q/2

Ep+q/2

)(
1 +

ξp−q/2

Ep−q/2

)
1− f(Ep+q/2)− f(Ep−q/2)

iνn − Ep+q/2 − Ep−q/2

−
(

1− ξp+q/2

Ep+q/2

)(
1 +

ξp−q/2

Ep−q/2

)
f(Ep+q/2)− f(Ep−q/2)
iνn + Ep+q/2 − Ep−q/2

+
(

1− ξp+q/2

Ep+q/2

)(
1− ξp−q/2

Ep−q/2

)
1− f(Ep+q/2)− f(Ep−q/2)

iνn + Ep+q/2 + Ep−q/2

]

=
∑

s=±1

∑
p

1
4

[(
1 + s

ξp+q/2ξp−q/2

Ep+q/2Ep−q/2

)
1

iνn − (Ep+q/2 + sEp−q/2)

+
(

1− ξp+q/2

Ep+q/2

)(
1− s

ξp−q/2

Ep−q/2

)
iνn

ν2
n + (Ep+q/2 + sEp−q/2)2

]

×
(

tanh
Ep+q/2

2T
+ s tanh

Ep−q/2

2T

)
, (B.5)

および、Π̂−−q (iνn) = Π̂++
q (iνn)、Π̂−+

q (iνn) = Π̂+−
q (−iνn)を得る。

B.2 自己エネルギーの解析接続

ここでは、自己エネルギーを解析接続するために必要な、松原周波数の和の計算を行

う。Ĝ0
p(iωn)の表式 (B.1)式と (B.2)式、および、Γ̂±±q (iνn)のスペクトル表示

Γ̂++
q (iνn) = U2

∫ ∞

−∞

dz

2π

ImΓ̂++
q (z + iδ)
iνn − z

, (B.6)
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Γ̂+−
q (iνn) = −U + U2

∫ ∞

−∞

dz

2π

ImΓ̂+−
q (z + iδ)
iνn − z

, (B.7)

Γ̂−−q (iνn) = Γ̂++
q (iνn)、Γ̂−+

q (iνn) = Γ̂+−
q (−iνn)と、Bose松原周波数 νn に関する和の

公式

T
∑
νn

eiνnδ

iωn + iνn − z

1
iνn − ζ

= −nB(ζ) + f(z)
iωn + ζ − z

, (B.8)

を利用すると [71]、

Σ̂p(iωn)|11 = −UN0

−U2

2

∑

q,νn,j=±1

∫
dz

2π
[−2ImΓ̂+−

q (z + iδ)]
(

1− j
ξp+q

Ep+q

)
nB(z) + f(jEp+q)
iωn + z − jEp+q

,

(B.9)

Σ̂p(iωn)|12 = −U2

2

∑

q,νn,j=±1

∫
dz

2π
[−2ImΓ̂−−q (z + iδ)]

j∆
Ep+q

nB(z) + f(jEp+q)
iωn + z − jEp+q

,

(B.10)

および、Σ̂p(iωn)|22 = −Σ̂p(−iωn)|11、Σ̂p(iωn)|21 = Σ̂p(iωn)|12 となる。(B.9)式およ

び (B.10)式において、iωn → ω + iδ と解析接続することによって、解析接続された自己

エネルギー Σ̂p(iωn → ω + iδ)を得る。
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付録 C

BCS-BECクロスオーバーの常流動
相における粒子数方程式

T -行列近似で考慮した自己エネルギー Σpσ(iωn) について、１次まで考慮した近似は

NSR理論と呼ばれ、Nozièresと Schmitt-Rinkによって議論された [11]。ここでは、常

流動相の粒子数方程式を基に、NSR理論およびそれを拡張した T -行列理論が分子形成の

効果を取り込んだものであることを示す。

T -行列理論における常流動相の粒子数方程式は

N = T
∑
pσ

Gp(iωn)eiδωn

= N0 + NNSR + NTMA, (C.1)

N0 = T
∑

p,ωn,σ

G0
pσ(iωn)eiδωn = 2

∑
p

f(ξp), (C.2)

NNSR = T
∑

p,ωn,σ

G0
pσ(iωn)Σpσ(iωn)G0

pσ(iωn)eiδωn , (C.3)

NTMA = T
∑

p,ωn,σ

G0
pσ(iωn)Σpσ(iωn)G0

pσ(iωn)Σpσ(iωn)Gpσ(iωn)eiδωn , (C.4)

で与えられる。ここで、N0 は非摂動項、NNSR は Nozièresと Schmitt-Rinkによって議

論された、自己エネルギー Σpσ(iωn)について１次の補正項であり [11]、NTMA は T -行列

近似 (TMA : T -matrix approximation)に現れる Σpσ(iωn)の２次以上の補正項である。

NNSR における ωn の和をとると、

NNSR = T
∑
pσ

G0
pσ(iωn)Σpσ(iωn)G0

pσ(iωn)eiδωn

= T 2
∑

p,q,νn,ωn,σ

Γq(iνn)G0
pσ(iωn)G0

q−p,−σ(iνn − iωn)G0
pσ(iωn)eiδ(νn−ωn),

(C.5)
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となる。ここで、

G0
pσ(iωn)2 = −∂G0

pσ(iωn)
∂µ

, (C.6)

を用いると、

T
∑
pωn

G0
pσ(iωn)G0

q−p,−σ(iνn − iωn)G0
pσ(iωn)eiδ(νn−ωn) =

1
2

∂Πq(iνn)
∂µ

, (C.7)

と変形できるから、(C.5)式より、

NNSR = −T
∑
qνn

−U

1− UΠq(iνn)
∂Πq(iνn)

∂µ
, (C.8)

を得る。

NNSR の表式 (C.8)式の強結合 BEC極限の振る舞いから、超流動揺らぎに関する知見

を得ることができる。µ ∼ −ξp → −∞において、(2.8)式の Πp(iνn)と ∂Πq(iνn)
∂µ が

Πq(iνn) ' −
∑

p

1
iνn − 2ξp − εq

2

' −
∑

p

−1
2ξp

(
1 +

iνn

2ξp
− εq

4ξp

)

= − m3/2

27/2π|µ|1/2

(
iνn − εq

2
+ 4|µ|

)
−

∑
p

1
2εp

, (C.9)

および、
∂Πq(iνn)

∂µ
' m3/2

25/2π|µ|1/2
, (C.10)

となることを用いると、

NNSR = −T
∑
q,νn

−U

1− UΠq(iνn)
∂Πq(iνn)

∂µ
= −T

∑
q,νn

1
iνn − εq

2 + µB
, (C.11)

を得る。ここで、

µB = 2µ +
4|µ|1/2

√
2mas

, (C.12)

である。強結合 BEC極限における NNSR の表式 (C.11)式は化学ポテンシャル µB の自

由 Bose分子気体の分子数である。したがって、T -行列理論は強結合 BEC領域において

Bose分子へと変化する超流動揺らぎを取り込んだ理論であることがわかる。
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付録 D

冷却 Fermi原子気体における
photoemissionスペクトルの表式

ここでは、冷却 Fermi原子気体における photoemissionスペクトルの表式を導く。
40K 気体における photoemission スペクトルの理論的な表式を導く。外部からの入射

光によって、| ↑〉が |3〉へ遷移するものとする。系のハミルトニアンは

H ′ = H + H3 + HT , (D.1)

で表される。ここで、

H3 − µ3N3 =
∑

p

(εp + φ− µ3)b†pbp, (D.2)

は |3〉のハミルトニアンで、φは仕事関数、µ3 は |3〉の化学ポテンシャルである。入射光
のエネルギーを ωL、運動量を qL と置くと、トンネルハミルトニアン HT は

HT = tF
∑

p

(
e−iωLtb†p+qL

cp↑ + H.C.
)

, (D.3)

で与えられる。ここで、tF は遷移行列要素である。このハミルトニアンを基に、まず、一

様系における photoemissionカレントを求め、次に局所密度近似 (LDA)を用いてトラッ

プ系に拡張する。

入射光によって | ↑〉から |3〉へ遷移する photoemissionカレント I はN3 の増加として

表されるから、

I = 〈Ṅ3〉 = i〈[H ′, N3]〉 = i〈[HT , N3]〉 ≡ 〈J〉, (D.4)

J = −itF
∑

p

(
e−iωLtb†p+qL

cp↑ −H.C.
)

, (D.5)
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となる。入射光による摂動の下で、J の期待値を線形応答の範囲で求める。J(t)の期待値

は HT の１次までの範囲で、

I '
〈(

1 + i

∫ t

−∞
dt1HT (t1)

)
J(t)

(
1− i

∫ t

−∞
dt2HT (t2)

)〉
eδ(t1−t2)

= −i

∫ t

−∞
dt′ 〈[J(t),HT (t′)]〉 eδt′ , (D.6)

を得る。ここで、J(t)、HT (t)は H と H3 によって時間発展しており、それぞれ、

HT (t) = ei(H+H3)tHT e−i(H+H3)t, (D.7)

J(t) = ei(H+H3)tJe−i(H+H3)t, (D.8)

で与えられる。相関関数 〈[Ĵ(t), H(t′)]〉は、温度 Green関数

Λ(τ) ≡ −t2F
∑

p,p′

∫ β

0

dτ〈Tτ b†p+qL
(τ)cp↑(τ)c†p↑(0)bp+qL

(0)〉, (D.9)

の解析接続によって得られる [93]。さらに、同時に２原子が遷移する過程を無視すると、

Λ(τ) ≡ t2F
∑

p

∫ β

0

dτ〈Tτ cp↑(τ)c†p↑(0)〉〈Tτ bp+qL(0)b†p+qL
(τ)〉

= t2F T
∑
p,ωn

Gp↑(iωn)Gp+qL,3(iωn + iνn), (D.10)

となる。ここで、

Gp,3(iωn) =
1

iωn − εp + µ3
, (D.11)

は |3〉状態の１粒子 Green関数である。(D.10)式における ωn の和を実行すると、

Λ(iνn) = t2F
∑

p

∫ ∞

−∞
dz

f(z)− f(εp+qL
− µ3)

iνn − εp+qL
+ µ3 + z

Ap(z)

' t2F
∑

p

∫ ∞

−∞
dz

f(z)
iνn − εp+qL

+ µ3 + z
Ap(z), (D.12)

となる。最後に、あらかじめ |3〉状態を占有する原子を無視した。これより、

ImΛ(iνn → ω + iδ) = t2F
∑

p

∫ ∞

−∞
dz(−π)δ(ω − εp+qL

+ µ3 + z)Ap(z)

' −πt2F
∑

p

f(εp+qL
− µ3 − ω)Ap(εp+qL

− µ3 − ω), (D.13)

を得る。



89

| ↑〉と |3〉のエネルギー差を考慮し、Ω ≡ ωL − φと置くと、

I = −2Im[Λ(iνn → Ω + µ− µ3 + iδ)]

= 2πt2F
∑

p

Ap(εp+qL
− µ− Ω)f(εp+qL

− µ− Ω), (D.14)

となる。したがって、運動量分解された photoemissionカレント I(Ω, p)は、

I(Ω, p) = 2πt2F Ap(εp+qL
− µ− Ω)f(εp+qL

− µ− Ω), (D.15)

と書ける。

トラップの効果を LDAで取り込む。µ → µ− V (r)と置き換えて、

I(Ω, p, r) = 2πt2F Ap(εp+qL
− µ(r)− Ω, r)f(εp+qL

− µ(r)− Ω), (D.16)

であり、これの空間平均を取ると、

Iave(Ω, p) =
2πt2F

4πR3
F/3

∫
drAp(εp+qL

− µ(r)− Ω, r)f(εp+qL
− µ(r)− Ω), (D.17)

となる。(D.17)式右辺の Ap(ω)の引数を参考に

S(p, ω) = Iave(Ω → εp+qL
− µ− ω, p), (D.18)

が求める photoemissionスペクトルである。
40Kにおいては、φ = 47 MHzであり、波長 6 m程度の電波であるから、運動量移行

qL は無視できて、photoemissionスペクトルの表式 (3.20)式

S(p, ω) = Iave(Ω → ξp − ω, p), (D.19)

を得る。
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